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摘要:摇 周期解的分岔广泛存在于实际的非线性动力学系统中. 该文对两个状态变量系统的约束

分岔进行了讨论. 在约束条件下系统将产生新的转迁集. 此外,以一个二维系统为例,对含有约束

条件和不含有约束条件的分岔特性进行了比较. 所得的结果可以为系统的设计和参数选择提供理

论依据.
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引摇 摇 言

随着非线性科学的发展,其被越来越广泛地应用于工程和技术领域. 一些专家和学者在这

方面做了大量的工作,如 Bogoliubov, Mitropolsky, Nayfeh 和 Mook, Smale, Arnold, Golubitsky
等. Chen 和 Landford 将 LS(Liapunov鄄Schmidt)方法引入非线性分岔的分析之中[1],并对周期解

的分岔建立了一套完整的分析方法[2鄄3] .
在研究工程实际问题时,状态变量常常含有约束条件,例如振幅或者浓度不能为负. 对于

单自由度周期解的约束分岔,吴志强等做了大量研究[4鄄7],推动了奇异性理论的发展,为实际的

工程和技术提供了理论依据.
对于多自由度系统,会经常研究系统的主共振、内共振和组合共振等情况. 系统的分岔方

程往往是多维的. 并且对于实际的振动系统,状态变量经常被约束条件限制,例如在轴系的弯

扭耦合振动中,由于轴承半径间隙的存在,弯曲振动的振幅是双边约束;而扭转振动的振幅大

于 0,是单边约束. 胡凡努和李养成[8]对多分岔参数和两个状态变量组的奇异性问题做了大量

的理论研究. 秦朝红等[9]以内共振悬索为例研究了二维分岔方程的奇异性. 到目前为止,虽然

有少量针对两个状态变量奇异性理论的研究,但对于含有约束的两个状态变量的分岔问题的

研究还没开展. 在实际问题中,状态变量含有约束的问题常常出现,因此有必要研究两个状态

变量含有约束的问题. 为了全面揭示系统的分岔特性,本文在文献[10]的基础上,对奇异性理

论进行了推广.
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1摇 两个状态变量系统的约束分岔的分类

1. 1摇 情况玉:两个状态变量系统的分岔,其中一个有单边约束,另一个没有约束

对于一个状态变量系统的约束分岔,Wu 等[6]进行了深入的研究. 本文将这种思想推广到

了两个状态变量系统的约束分岔研究当中.
引入一般形式的分岔方程:

摇 摇 g =
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0{ ,

摇 摇 啄s 逸 茁, 啄 = 依 1. (1)

其中, s 和 m 为两个不同的状态变量,姿 是系统的分岔参数,琢 是系统的开折参数.
对于单边约束,为使约束分岔问题转化为非约束分岔问题,引入如下的变换形式:

摇 摇 G(x,y,姿,琢)荠g( s,m,姿,琢) =
g1(啄(x2 + 茁),m,姿,琢),

g2(啄(x2 + 茁),m,姿,琢){ .
(2)

从式(1)和式(2)可求得

摇 摇
G1x = g1s

ds
dx = 2啄xg1s, G1xx = 2啄g1s + 4x2g1 ss,

G2x = g2s
ds
dx = 2啄xg2s, G2xx = 2啄g2s + 4x2g2ss

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(3)

将上述关系式代入到分岔集 B [10]可得如下结果:
摇 摇 B = B1 胰 B2,

摇 摇 B1 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,
g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,
摇 啄s 逸 茁

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(4)

摇 摇 B2 =
g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1(啄茁,m,姿,琢) = 0,
g2(啄茁,m,姿,琢) = 0

ì

î

í

ïï

ïï ,

(5)

其中, B1 在非约束区间时与没有约束条件的分岔集相同,B2 是由约束条件引起的约束分岔集,
称之为边界引起的约束分岔集.

同理,可以得到滞后集

摇 摇 H = H1 胰 H2,

摇 摇 H1 =

g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,

4(啄s - 茁) g1 ss + g1 mm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

- 2g1 sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

+ 2g1s啄

4(啄s - 茁) g2ss + g2 mm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

- 2g2 sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

+ 2g1s啄
=
g1s

g2s
=
g1m

g2 m
,

啄s > 茁

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ;

(6)
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摇 摇 H2 =
g1mg2s - g2 mg1s = 0,
g1(啄茁,m,姿,琢) = 0,
g2(啄茁,m,姿,琢) = 0

ì

î

í

ïï

ïï .

(7)

通过同样的计算可以得到双极限点集

摇 摇 D = D1 胰 D2,

摇 摇 D1 =

g1( si,mi,姿,琢) = 0,
g2( si,mi,姿,琢) = 0,
det(dG) si,mi,姿,琢 = 0,

摇 啄si 逸 茁, i = 1,2, ( s1,m1) 屹 ( s2,m2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï );

(8)

摇 摇 D2 =

g1(啄茁,m1,姿,琢) = 0,
g2(啄茁,m1,姿,琢) = 0,
g1( s,m2,姿,琢) = 0,
g2( s,m2,姿,琢) = 0,
det(dG) s,m2,姿,琢 = 0,

摇 啄s > 茁

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ,

(9)

其中 dG 参见文献[10].
1. 2摇 情况域:两个状态变量系统的分岔,一个为双边约束,另一个没有约束

考虑一个状态变量的双边约束情况:

摇 摇 g( s,m,姿,琢) =
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0{ ,

摇 摇 茁1 臆 s 臆 茁2 . (10)

引入如下变换:
摇 摇 h( s,x)荠( s - 茁1)( s - 茁2) + x2 = 0. (11)
为了将双边约束的分岔问题转换为非约束问题,引入如下变换:

摇 摇 G(x,y,姿,琢)荠g( s,m,姿,琢) =
g1(X(x2,茁),m,姿,琢),

g2(X(x2,茁),m,姿,琢{ ),
(12)

其中 X(x2, 茁) = s 是 h( s,x) = 0 的解.
通过方程(11)和(12)可以得到如下的关系式:

摇 摇

G1x = g1s
ds
dx = - 2x 鄣h

鄣( )s g1s,

G2x = g2s
ds
dx = - 2x 鄣h

鄣( )s g2s,

G1xx = g1s
d2 s
dx2 + g1 ss

ds
d( )x

2
=

摇 摇 g1s - 2[(2s - 茁1 - 茁2) 2 + 4x2] 鄣h
鄣( )s( )

3
+ 4x2 dh

d( )s
2
g1 ss,

G2xx = g2s
d2 s
dx2 + g2ss

ds
d( )x

2
=

摇 摇 g2s - 2[(2s - 茁1 - 茁2) 2 + 4x2] 鄣h
鄣( )s( )

3
+ 4x2 dh

d( )s
2
g2ss

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(13)
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和 1. 1 节相似,可以得到如下的转迁集.
分岔集为

摇 摇 B = B1 胰 B2,

摇 摇 B1 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,
g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,
摇 茁1 < s < 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(14)

摇 摇 B2 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1(茁i,m,姿,琢) = 0,
g2(茁i,m,姿,琢) = 0,
摇 i = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(15)

同理,可以得到含双边约束的滞后集

摇 摇 H = H1 胰 H2,

摇 摇 H1 =

g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0

{

,

g1s( - 2[(2s - 茁1 - 茁2) 2 - 4( s - 茁1)( s - 茁2)]) -

摇 摇 4(2s - 茁1 - 茁2)( s - 茁1)( s - 茁2) 伊

摇 摇 g1ss + g1sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

- 2g1sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷ } {

m

g2s( - 2[(2s - 茁1 - 茁2) 2 -

摇 摇 4( s - 茁1)( s - 茁2)]) - 4(2s - 茁1 - 茁2)( s - 茁1)( s - 茁2) 伊

摇 摇 g2ss + g2sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

- 2g2sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷ }

m

=
g1s

g2s
=
g1m

g2 m
,

茁1 < s < 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ;

(16)

摇 摇 H2 =

g1(茁i,m,姿,琢) = 0,
g2(茁i,m,姿,琢) = 0,
g1mg2s - g2 mg1s = 0,
摇 i = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(17)

双极限点集为

摇 摇 D = D1 胰 D2 胰 D3,

摇 摇 D1 =

g1( si,mi,姿,琢) = 0,
g2( si,mi,姿,琢) = 0,
det(dG) si,mi,姿,琢 = 0,

摇 茁1 < s < 茁2, i = 1,2, ( s1,m1) 屹 ( s2,m2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï );

(18)
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摇 摇 D2 =

g1(茁1,m1,姿,琢) = 0,
g2(茁1,m1,姿,琢) = 0,
g1(茁2,m2,姿,琢) = 0,
g2(茁2,m2,姿,琢) = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(19)

摇 摇 D3 =

g1(茁i,mi,姿,琢) = 0,

g2(茁i,mi,姿,琢) = 0,

g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0,

det(dG) s,m,姿,琢 = 0,

摇 茁1 < s < 茁2, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï .

(20)

1. 3摇 情况芋:两个状态变量系统的分岔,其中一个为分段约束,另一个为非约束

这是一个具有分段约束的分岔方程:
摇 摇 G(x,y,姿,琢) =

摇 摇 摇 摇
g1( s,m,姿,琢)

g2( s,m,姿,琢{ )
=

g11( s,m,姿,琢), g21( s,m,姿,琢), s 臆 茁1,

g12( s,m,姿,琢), g22( s,m,姿,琢), 茁1 < s < 茁2,

g13( s,m,姿,琢), g23( s,m,姿,琢), s 逸 茁2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(21)

我们可以应用 1. 1 节和 1. 2 节得到的结论来推导其转迁集. 对于 s 臆 茁1 或者 s 逸 茁2 的情

况,可以应用单边约束时的结论;对于 茁1 < s < 茁2 的情况,可以应用一个状态变量为双边约束,
另一个没有约束情况时的结论.
1. 4摇 情况郁:两个状态变量系统的分岔,两个状态变量都是单边约束

在这节中,研究两个状态变量都为单边约束的情况:

摇 摇 g( s,m,姿,琢) = 0,
啄1 s = x2 + 茁1, x2 逸0, 啄1 = 依 1,

啄2m = y2 + 茁2, y2 逸0, 啄2 = 依 1{ .
(22)

引入如下变换:

摇 摇 G(x,y,姿,琢)荠g( s,m,姿,琢) =
g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0{ .
(23)

由方程(23)可得出下面的关系式:

摇 摇

G1x = g1s
ds
dx = 2啄1xg1s, G1y = g1m

dm
dy = 2啄2yg1m,

G2x = g2s
ds
dx = 2啄1xg2s, G2 y = g2 m

dm
dy = 2啄2yg2 m,

G1xx = 2啄1g1s + 4x2g1 ss, G1yy = 2啄2g1m + 4y2g1 mm,

G2xx = 2啄1g2s + 4x2g2ss, G2 yy = 2啄2g2 m + 4y2g2 mm

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

(24)

根据方程(24)可得到其转迁集.
分岔集为

摇 摇 B = B1 胰 B2 胰 B3 胰 B4,
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摇 摇 B1 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,

g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,

g1sg2 m - g2sg1m = 0,

g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0,

摇 啄1 s 逸 茁1, 啄2m 逸 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ;

(25)

摇 摇 B2 =
g1(啄1茁1,啄2茁2,姿,琢) = 0,

g2(啄1茁1,啄2茁2,姿,琢) = 0{ ;
(26)

摇 摇 B3 =

g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,

g1( s,啄茁2,姿,琢) = 0,

g2( s,啄茁2,姿,琢) = 0,

摇 啄1 s > 茁1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(27)

摇 摇 B4 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,

g1(啄茁1,m,姿,琢) = 0,

g2(啄茁1,m,姿,琢) = 0,

摇 啄2m > 茁2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(28)

B1 在非约束区间时与没有约束条件的分岔集相同, B2,B3,B4 是由于约束条件引起的,称之为

边界条件引起的约束分岔集.
同理,可以得到滞后集

摇 摇 H = H1 胰 H2 胰 H3 胰 H4,

摇 摇 H1 =

g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0

{

,

2啄1g1s + 4(啄1 s - 茁1)g1 ss +

摇 摇 (2啄2g1m + 4(啄2m - 茁2)g1mm)
啄2m - 茁2

啄1 s - 茁
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

-

摇 摇 8(啄1 s - 茁1)g1sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷ } {

m

2啄1g2s + 4(啄1 s - 茁1)g2ss +

摇 摇 (2啄2g2m + 4(啄2m - 茁2)g2mm)
啄2m - 茁2

啄1 s - 茁
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

-

摇 摇 8(啄1 s - 茁1)g2sm
g1s

g1

æ
è
ç

ö
ø
÷ }

m

=
g1s

g2s
=
g1m

g2 m
,

啄1 s > 茁1, 啄2m > 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ;

(29)

摇 摇 H2 =
g1(啄1茁1,啄2茁2,姿,琢) = 0,

g2(啄1茁1,啄2茁2,姿,琢) = 0{ ;
(30)
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摇 摇 H3 =

g1sg2 m - g2sg1m = 0,

g1( s,啄茁2,姿,琢) = 0,

g2( s,啄茁2,姿,琢) = 0,

摇 啄1 s > 茁1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(31)

摇 摇 H4 =

g1sg2 m - g2sg1m = 0,

g1(啄茁1,m,姿,琢) = 0,

g2(啄茁1,m,姿,琢) = 0,

摇 啄2m > 茁2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(32)

双极限点集为

摇 摇 D = D1 胰 D2 胰 D3 胰 D4,

摇 摇 D1 =

g1( si,mi,姿,琢) = 0,

g2( si,mi,姿,琢) = 0,

det(dG) si,mi,姿,琢 = 0,

摇 i = 1,2, 啄1 s 逸 茁1, 啄2m 逸 茁2, ( s1,m1) 屹 ( s2,m2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï );

(33)

摇 摇 D2 =

g1(啄1茁1,啄2茁2,姿,琢) = 0,

g2(啄1茁1,啄2茁2,姿,琢) = 0,

g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0,

det(dG) s,m,姿,琢 = 0,

摇 啄1 s > 茁1, 啄2m > 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ;

(34)

摇 摇 D3 =

g1( s1,啄2茁2,姿,琢) = 0,

g2( s1,啄2茁2,姿,琢) = 0,

g1( s2,m,姿,琢) = 0,

g2( s2,m,姿,琢) = 0,

det(dG) s2,m,姿,琢 = 0,

摇 啄1 si > 茁1, 啄2m > 茁2, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ;

(35)

摇 摇 D4 =

g1(啄1茁1,m1,姿,琢) = 0,

g2(啄1茁1,m1,姿,琢) = 0,

g1( s2,m2,姿,琢) = 0,

g2( s2,m2,姿,琢) = 0,

det(dG) s2,m2,姿,琢 = 0,

摇 啄1 s2 > 茁1, 啄2mi > 茁2, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï .

(36)

1. 5摇 情况吁:两个状态变量系统的分岔,两个状态变量都是双边约束

在这节里,考虑两个状态变量都是双边约束的情况,
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摇 摇

G(x,y,姿,琢)荠g( s,m,姿,琢) =
g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0{ ,
摇 摇

茁1 臆 s 臆 茁2,

茁3 臆 m 臆 茁4
{ ,

h1( s,x)荠( s - 茁1)( s - 茁2) + x2 = 0,

h2( s,x)荠(m - 茁3)(m - 茁4) + y2 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(37)

通过方程(37)可以得到以下关系式:

摇 摇

G1x = g1s
ds
dx = - 2x

鄣h1

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

s
g1s,

G2x = g2s
ds
dx = - 2x

鄣h1

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

s
g2s,

G1xx = g1s
d2 s
dx2 + g1 ss

ds
d( )x

2
=

摇 摇 g1s - 2[(2s - 茁1 - 茁2) 2 + 4x2] 鄣h1

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

s
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

+ 4x2 dh1

d
æ
è
ç

ö
ø
÷

s

2

g1 ss,

G2xx = g2s
d2 s
dx2 + g2ss

ds
d( )x

2
=

摇 摇 g2s - 2[(2s - 茁1 - 茁2) 2 + 4x2] 鄣h1

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

s
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

+ 4x2 dh1

d
æ
è
ç

ö
ø
÷

s

2

g2ss

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(38)

摇 摇

G1y = g1m
dm
dy = - 2y

鄣h2

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

m
g1m,

G2 y = g2 m
dm
dy = - 2y

鄣h2

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

m
g2 m,

G1yy = g1m
d2m
dy2 + g1 mm

dm
d( )y

2
=

摇 摇 g1m - 2[(2m - 茁3 - 茁4) 2 + 4y2] 鄣h2

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

m
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

+ 4y2 dh2

d
æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

g1 mm,

G2 yy = g2s
d2m
dy2 + g2ss

dm
d( )y

2
=

摇 摇 g2 m - 2[(2m - 茁3 - 茁4) 2 + 4y2] 鄣h2

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

m
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

+ 4y2 dh2

d
æ
è
ç

ö
ø
÷

m

2

g2 mm

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(39)

可得到其分岔集如下:
摇 摇 B = B1 胰 B2 胰 B3 胰 B4,

摇 摇 B1 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,
g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,
摇 茁1 臆 s 臆 茁2, 茁3 臆 m 臆 茁4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(40)
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摇 摇 B2 =
g1(茁i,茁 j,姿,琢) = 0,
g2(茁i,茁 j,姿,琢) = 0,
摇 i = 1,2, j = 3,4

ì

î

í

ïï

ïï ;

(41)

摇 摇 B3 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1(茁i,m,姿,琢) = 0,
g2(茁i,m,姿,琢) = 0,
摇 茁3 < m < 茁4, i = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(42)

摇 摇 B4 =

g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,
g1( s,茁 j,姿,琢) = 0,
g2( s,茁 j,姿,琢) = 0,
摇 茁1 < s < 茁2, j = 3,4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(43)

滞后集为

摇 摇 H = H1 胰 H2 胰 H3 胰 H4,

摇 摇 H1 =

g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,

G1xx
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

2

+ G1yy + 2G1 xy -
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

G2xx
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

2

+ G2 yy + 2G2 xy -
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

=
G1x

G2x
=
G1y

G2 y
,

G1y

G1x
=

- 2y
鄣h2

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

m
g1m

- 2x
鄣h1

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

s
g1s

,

鄣h2

鄣m = 2m - 茁3 - 茁4,

鄣h1

鄣s = 2s - 茁1 - 茁2,

摇 茁1 臆 s 臆 茁2, 茁3 臆 m 臆 茁4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ;

(44)

摇 摇 H2 =
g1(茁i,茁 j,姿,琢) = 0,
g2(茁i,茁 j,姿,琢) = 0,
摇 i = 1,2, j = 3,4

ì

î

í

ïï

ïï ;

(45)

摇 摇 H3 =

g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1( s,茁 j,姿,琢) = 0,
g2( s,茁 j,姿,琢) = 0,
摇 茁1 < s < 茁2, j = 3,4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(46)

摇 摇 H4 =

g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1(茁i,m,姿,琢) = 0,
g2(茁i,m,姿,琢) = 0,
摇 茁3 < m < 茁4, i = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(47)
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双极限点集为

摇 摇 D = D1 胰 D2 胰 D3 胰 D4,

摇 摇 D1 =

g1( si,mi,姿,琢) = 0,
g2( si,mi,姿,琢) = 0,
det(dG) si,mi,姿,琢 = 0,

摇 i = 1,2, 茁1 臆 s 臆 茁2,
摇 茁3 臆 m 臆 茁4, ( s1,m1) 屹 ( s2,m2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï );

(48)

摇 摇 D2 =

g1(茁i,茁 j,姿,琢) = 0,
g2(茁i,茁 j,姿,琢) = 0,
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,
det(dG) s,m,姿,琢 = 0,
摇 i = 1,2, j = 3,4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(49)

摇 摇 D3 =

g1( s1,茁 j,姿,琢) = 0,
g2( s1,茁 j,姿,琢) = 0,
g1( s2,m2,姿,琢) = 0,
g2( s2,m2,姿,琢) = 0,
det(dG) s2,m2,姿,琢 = 0,

摇 茁1 < s < 茁2, 茁3 < m2 < 茁4, j = 3,4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(50)

摇 摇 D4 =

g1(茁i,m1,姿,琢) = 0,
g2(茁i,m1,姿,琢) = 0,
g1( s2,m2,姿,琢) = 0,
g2( s2,m2,姿,琢) = 0,
det(dG) s2,m2,姿,琢 = 0,

摇 茁1 < s2 < 茁2, 茁3 < m < 茁4, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(51)

1. 6摇 情况遇:两个状态变量系统的分岔,其中一个是单边约束,另一个为双边约束

在这节中考虑两个状态变量系统的分岔,其中一个是单边约束,另一个为双边约束:
摇 摇 G(x,y,姿,琢)荠g( s,m,姿,琢) =

摇 摇 摇 摇
啄s = x2 + 茁0, x2 > 0, 啄 = 依 1,
h(m,x)荠(m - 茁1)(m - 茁2) + y2 = 0, 茁1 臆 m 臆 茁2

{ .
(52)

可求得其分岔集为

摇 摇 B = B1 胰 B2 胰 B3 胰 B4,

摇 摇 B1 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,
g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,
摇 啄s 逸 茁0, 茁1 臆 m 臆 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ;

(53)
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摇 摇 B2 =
g1(啄茁0,茁i,姿,琢) = 0,
g2(啄茁0,茁i,姿,琢) = 0,
摇 i = 1,2

ì

î

í

ïï

ïï ;

(54)

摇 摇 B3 =

g1sg2 姿 - g2sg1 姿 = 0,
g1( s,茁i,姿,琢) = 0,
g2( s,茁i,姿,琢) = 0,
摇 啄s 逸 茁0, i = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(55)

摇 摇 B4 =

g1mg2 姿 - g2 mg1 姿 = 0,
g1(啄茁0,m,姿,琢) = 0,
g2(啄茁0,m,姿,琢) = 0,
摇 茁1 < m < 茁2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(56)

滞后集为

摇 摇 H = H1 胰 H2 胰 H3 胰 H4,

摇 摇 H1 =

g1( s,m,姿,琢) = 0,
g2( s,m,姿,琢) = 0,

G1xx
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

2

+ G1yy + 2G1 xy -
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

G2xx
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

2

+ G2 yy + 2G2 xy -
G1y

G1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x

=
G1x

G2x
=
G1y

G2 y
,

G1y

G1x
=

- 2y
鄣h2

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

m
g1m

2xg1s啄
,

鄣h2

鄣m = 2m - 茁1 - 茁2,

摇 啄s 逸 茁0, 茁1 臆 m 臆 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ;

(57)

摇 摇 H2 =
g1(啄茁0,茁i,姿,琢) = 0,
g2(啄茁0,茁i,姿,琢) = 0,
摇 i = 1,2

ì

î

í

ïï

ïï ;

(58)

摇 摇 H3 =

g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1( s,茁i,姿,琢) = 0,
g2( s,茁i,姿,琢) = 0,
摇 啄s > 茁0, i = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(59)

摇 摇 H4 =

g1sg2 m - g2sg1m = 0,
g1(啄茁0,m,姿,琢) = 0,
g2(啄茁0,m,姿,琢) = 0,
摇 茁1 < m < 茁2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(60)

双极限点集为

摇 摇 D = D1 胰 D2 胰 D3 胰 D4,
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摇 摇 D1 =

g1( si,mi,姿,琢) = 0,

g2( si,mi,姿,琢) = 0,

det(dG) si,mi,姿,琢 = 0,

摇 啄s 逸 茁0, 茁1 臆 m 臆 茁2, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ;

(61)

摇 摇 D2 =

g1(啄茁0,茁i,姿,琢) = 0,

g2(啄茁0,茁i,姿,琢) = 0,

g1( s,m,姿,琢) = 0,

g2( s,m,姿,琢) = 0,

det(dG) s,m,姿,琢 = 0,

摇 啄s > 茁0, 茁1 < m < 茁2, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ;

(62)

摇 摇 D3 =

g1( s1,茁i,姿,琢) = 0,

g2( s1,茁i,姿,琢) = 0,

g1( s2,m,姿,琢) = 0,

g2( s2,m,姿,琢) = 0,

det(dG) s2,m,姿,琢 = 0,

摇 啄s > 茁0, 茁1 < m < 茁2, i = 1,2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ;

(63)

摇 摇 D4 =

g1(啄茁0,m1,姿,琢) = 0,

g2(啄茁0,m1,姿,琢) = 0,

g1( s,m2,姿,琢) = 0,

g2( s,m2,姿,琢) = 0,

det(dG) s,m2,姿,琢 = 0,

摇 啄s > 茁0, 茁1 < m < 茁2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

(64)

1. 7摇 情况喻:两个状态变量系统的分岔,两个变量都为分段约束

对于两个状态变量都为分段约束的情况,可应用前几节的结论. 例如下面这个含有分段约

束的分岔方程:

摇 摇 G(x,y,姿,琢) =
g1( s,m,姿,琢)

g2( s,m,姿,琢
{

)
=

摇 摇 摇 摇

g11( s,m,姿,琢),g21( s,m,姿,琢), s 臆 茁1, m 臆 酌1,

g12( s,m,姿,琢),g22( s,m,姿,琢), 茁1 < s < 茁2, 酌1 < m < 酌2,

g13( s,m,姿,琢),g23( s,m,姿,琢), 茁1 < s < 茁2, m > 酌2

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(65)

对于 s臆 茁1, m臆 酌1 的情况,可应用两个状态变量都为单边约束情况时得到的结论. 对于 茁1 <

s < 茁2, 酌1 < m < 酌2 的情况,可应用两个状态变量都为双边约束情况时得到的结论. 对于 茁1 <

s < 茁2, m > 酌2 的情况,可应用一个状态变量为单边约束,另一个为双边约束情况时得到的结论.
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2摇 二维分岔系统的奇异性分析

2. 1摇 非约束系统的奇异性分析

考虑下面的二维分岔方程[11]:

摇 摇
g1 = s2 - m2 - 姿 + 琢m,

g2 = m2 - 姿 + 茁s
{

,
(66)

其中, s,m 是状态变量,姿 是分岔参数,琢,茁 是开折参数.
可求得方程(66)的转迁集为

摇 摇 {B = 琢2

2 - 茁2 = }0 , (67)

摇 摇
H1 {= 茁(2琢 + 3茁 + 3(茁(4琢 + 茁)) 1 / 2) = }0 ,

H2 {= 茁(2琢 + 3茁 - 3(茁(4琢 + 茁)) 1 / 2) = }0
{

,
(68)

如图 1 所示. 不同区间内的分岔图如表 1 所示.

表 1摇 方程(66)在不同保持域内的分岔图

Table 1摇 The bifurcation diagrams in different persistent regions of system (66)
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摇 摇 摇 摇 续表 1

摇 摇 从图 1 中可以看出,非约束分岔系统的转迁集将参数平面分为 12 个区域. 从表 1 中可以

得出 12 种分岔模式,例如在区间(2)有分岔现象发生;区间(1)和(6)有滞后现象发生. 这些结

论可以为系统的动力学设计和参数选择提供指导.
2. 2摇 约束系统的奇异性分析,其中一个状态变量为单边约束,另一个为双边约束

含有约束的分岔方程如下:
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摇 摇

g1 = s2 - m2 - 姿 + 琢m;

g2 = m2 - 姿 + 茁s;

摇 s 逸1, 1 臆 m 臆6

ì

î

í

ï
ï

ïï ;

(69)

令

摇 摇
s = x2 + 1,

h = (m - 1)(m - 6) + y2{ .
(70)

可求得该二维系统(其中一个状态变量为单边约束,另一个为双边约束)的转迁集为方程(71)
和(72),如图 2 所示.

摇 摇

B1 = 琢2

2 - 茁2 ={ }0 , B21 {= 琢 - 茁 - 1 = }0 ,

B22 {= 6琢 - 茁 - 71 = }0 , B31 = - 茁2

4 + 琢 - 2 ={ }0 ,

B32 = - 茁2

4 + 6琢 - 72 ={ }0 , B4 = 琢2

8 - 茁 + 1 ={ }0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(71)

摇 摇

H1 = 琢2茁
(茁 + 2) 2 - 茁 + 1 ={ }0 , H21 {= 琢 - 茁 - 1 = }0 ,

H22 {= 6琢 - 茁 - 71 = }0 , H3 {= (琢 - 2)(琢茁2 - 6茁2 + 16) = }0 ,

H4 = - 琢2茁
(茁 + 2) 2 + 茁 - 1 ={ }0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(72)

图 1摇 方程(66)的转迁集 图 2摇 方程(69)的转迁集

Fig. 1摇 Transition sets of system (66) Fig. 2摇 Transition sets of system (69)

在图 2 中,滞后集的有效范围在边界线的左侧.
从图 2 可以看出在约束情况下,参数平面被转迁集分为 13 个区间. 从表 2 中可以得出 13

种分岔模式,在区间(12)中无解;在区间(1)、(6)、(7)和(11)中,对于不同的分岔参数系统只

有单个解分支;在区间(2)中某些分岔参数对应于多个解分支.
将非约束系统的分岔特性和约束系统的分岔特性进行了比较,发现当分岔参数在 24 逸 琢

逸4, 茁逸2 中时,非约束系统有 3 种分岔模式,但相应的约束系统有 13 种分岔模式. 因此约束

条件引起了 10 种新的分岔模式,这对实际工程具有指导意义.
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表 2摇 方程(69)在不同保持域内的分岔图

Table 2摇 The bifurcation diagrams in different persistent regions of system (69)
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摇 摇 摇 续表 2

3摇 结摇 摇 论

本文将一个状态变量的约束分岔理论推广到两个状态变量的约束分岔分析之中,得出了

两个状态变量约束系统的转迁集. 分岔集 B1 和双极限点集 D1 在非边界区间时与非约束系统

的分岔集和双极限点集相同,滞后集在非边界区间时与非约束系统的滞后集不相同, B2,B3,
B4,H2,H3,H4,D2,D3,D4 是由于边界条件引起的转迁集,称之为边界转迁集.

以一个二维分岔系统为例,研究了系统的分岔特性. 在非约束的情况下,转迁集将参数平

面分为 12 个不同的区间. 在区间(2)中存在分岔现象;在区间(1)和(6)中存在滞后现象,这可

能引起结构的破坏. 在约束情况下,转迁集将约束系统的参数平面分为 13 个区间. 在区间

(12)中无解;在区间(1)、(6)、(7)和(11)中,对于不同的分岔参数系统只有一个解;在区间

(2)中某些分岔参数对应于多个解分支.
将非约束系统的分岔特性和约束系统的分岔特性进行了比较,发现当分岔参数在 24 逸 琢

逸4,茁 逸2 中时,非约束系统有 3 种分岔模式,但相应的约束系统有 13 种分岔模式. 因此约束

条件引起了 10 种新的分岔模式,这对工程实际具有指导意义.
以上结论可以为系统的动力学分析和设计提供指导.
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Transition Sets of Bifurcations of Dynamical System
With Two State Variables With Constraints

LI Jun,摇 CHEN Yu鄄shu
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology,

P. O. Box 137, Harbin 150001, P. R. China)

Abstract: Bifurcation of periodic solutions widely exists in nonlinear dynamical systems. Cate鄄
gories of bifurcations of systems with two state variables with different types of constraints
were discussed where some new types of transition sets were added. Additionally, the bifurca鄄
tion properties of two鄄dimensional systems without constraints were compared with the ones
with constraints. The results obtained can be used by engineers for the choice of the structural
parameters of the system.

Key words: bifurcation; constraint; singularity theory; nonlinear dynamics; two state varia鄄
bles
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