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四四段式有限元法分析热耦合的
流体鄄固体相互作用问题
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摘要:摇 给出了一种流(体)鄄热鄄结构综合的分析方法,固体中的热传导耦合了粘性流体中的热对

流,因而在固体中产生热应力. 应用四段式有限元法和流线逆风 Petrov鄄Galerkin 法分析热粘性流

动,应用 Galerkin 法分析固体中的热传导和热应力. 应用二阶半隐式 Crank鄄Nicolson 格式对时间积

分,提高了非线性方程线性化后的计算效率. 为了简化所有有限元公式,采用 3 节点的三角形单

元,对所有的变量:流体的速度分量、压力、温度和固体的位移,使用同阶次的插值函数. 这样做的

主要优点是,使流体鄄固体介面处的热传导连接成一体. 数个测试问题的结果表明,这种有限元法是

有效的,且能加深对流(体)鄄热鄄结构相互作用现象的理解.
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符摇 号摇 说摇 明

g 重力加速度 k 传热系数

Pe Peclet 数 Nu 平均的 Nusselt 数

p 流体压力 Q 每单位体积的产热量

t 时间 T 温度

u1 x 方向上的速度分量 u2 y 方向上的速度分量

v1 x 方向上的固体位移 v2 y 方向上的固体位移

x 水平距离 y 垂直距离

Gr Grashof 数,浮力和粘性力之比: Gr = g茁T(Th - Tc)L3 / 淄2

Nu 局部 Nusselt 数,对流传热与垂直于边界面的热传导之比

Pr Prandtl 数,动量扩散系数(动粘度)和热扩散系数之比: Pr = 淄 / 琢
Re Reynolds 数,惯性力和粘性力之比: Re = 籽vd / 滋
希腊符号

琢 热扩散系数: 琢 = k / 籽c 茁f 热膨胀系数
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淄 动粘度, 淄 = 滋 / 籽 籽 密度

琢sf 固体热扩散系数与流体热扩散系数之比: 琢sf = 琢s / 琢f

Ksf 固体传热系数与流体传热之比: Ksf = ks / kf

下标

i, j 节点数 int 介面

o 冷表面 f 流体

s 固体

引摇 摇 言

如今,若要对由计算机辅助模拟设计出来的产品进行改进,都需要了解液体流动和热传

导,与相邻固体的变形和热应力之间所存在相互的依赖关系. 例如空气致冷包的设计,可以增

强界面的热传导,也可以通过管道中液体的流动,增强太阳能板的热传导. 流程图 1 给出了液

体的流动、固体中热传导、固体的变形及其应力,以及它们的主要未知量之间的相互关系. 热量

可以在流体流动和固体内传导,热量可以通过界面在液体和固体中交换,流体的流动和固体内

的热传导,使固体温度发生改变,导致固体的变形并产生热应力. 此外,液体压力也会导致固体

变形,若固体变形足够大时,能够影响到流场的状态.

图 1摇 耦合的液体鄄固体相互作用问题

Fig. 1摇 Schematic diagram for the coupled fluid鄄solid interaction problems

为了分析液体的流动特性、固体中的温度和变形,许多学者使用不同的计算方法. 有限体

积法常用于分析液体的流动,有限元法则常用于固体中热传导和应力的分析. 使用不同的算

法,导致相互之间交换数据的困难,还造成不同的模型离散化,尤其是液鄄固界面离散化的困

难. 目前,液体流动和固体耦合的传热分析仍是最具挑战性的难题之一,因为液体运动的控制

方程和固体的能量方程之间存在内在耦合. 在高 Rayleigh 数下,无论是液体的自由对流还是受

迫对流问题,这种耦合效应益发明显.
研究者提出了许多有限体积和有限元公式,用来分析液体和固体间流体的流动和热传导

现象. Misra 和 Sarkar[1] 运用正规的 Galerkin 公式,同时求解连续、动量和能量方程;Malatip
等[2]结合了流线逆风 Petrov鄄Galerkin 公式(SUPG)和隔离的有限元法,分析了结合稳定的传热

问题;Malatip 等[3]开发了一种分步算法,分析结合不稳定的传热问题;Al鄄Amiri 等[4] 运用了有

限元法,在一个可导墙的饱和流体的多孔腔中,研究稳态的自然对流问题;Sch覿fer 和 Teschau鄄
er[5]利用有限体积法,同时研究流体的流动现象和固体的热传导特性.

本文将分段式有限元法[3]推广,分析流(体)鄄热鄄结构的相互作用问题. 应用同阶次的三角

形单元,对流体和固体区域离散化,建立有限元法公式化体系,结合 SUPG[6鄄7] 的概念,公式化
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体系中包含了逆风格式,应用基于半隐式的分段式法对时间积分,作为结果将非线性的动量和

能量方程线性化,全面提高了计算的效率.
本文首先给出一组满足流体质量、动量和能量守恒,以及满足固体平衡方程和热传导能量

守恒的偏微分方程. 然后推导出相应的有限元方程,给出有限元矩阵,并简要地描述所采用的

计算机算法程序. 最后通过求解数个示例,对有限元公式和流(体)鄄热鄄结构综合法进行评估,
并与以前文献中的数值解比较.

1摇 公式化理论及其求解过程

1. 1摇 控制方程

本节简要地描述流(体)鄄热鄄结构耦合问题的控制方程. 设 赘表示整个流体和固体区域,其
中流体区域为 赘f,固体区域为 赘s .
1. 1. 1摇 流体区

流体区为不稳定、不可压缩、粘性的受热流体,流体的控制方程包括质量(即连续性方

程)、动量和能量守恒方程,如下所示:
连续性方程

摇 摇
鄣ui

鄣xi
= 0; (1a)

动量方程

摇 摇
鄣ui

鄣t + 鄣
鄣x j

(uiu j) = - 1
籽f

鄣p
鄣xi

+ 鄣
鄣x j

淄f
鄣ui

鄣x
æ
è
ç

ö
ø
÷

j

+ f fi; (1b)

能量方程

摇 摇 鄣T
鄣t + 鄣

鄣x j
(u jT) = 鄣

鄣x j
琢f

鄣T
鄣x( )

j
+ Qf; (1c)

式中, ui 为 Cartesian 坐标 xi 方向的速度分量,t 为时间, 籽f 为流体的密度, p 为压力,淄f 为动粘

度, f fi 为体力(例如浮力, f fi = gi(1 - 茁f(T - T0))),T为温度,T0 为参考温度, 茁f 为热膨胀体积

系数,琢f 为热扩散系数,Qf 为流体内部每单位体积的产热比.
1. 1. 2摇 固体区

固体区域有如下的平衡方程和能量方程:
平衡方程

摇 摇
鄣滓ij

鄣x j
+ 籽s f si = 0; (2a)

能量方程

摇 摇 鄣T
鄣t = 鄣

鄣x j
琢f

鄣T
鄣x( )

j
+ Qf; (2b)

其中, 滓ij 为应力分量, 籽s 为密度,琢s 为热扩散系数, f si 为外力(例如重力),Qs 为固体内部每单

位体积的产热比.
需要注意的是在有预应变条件下,固体的二维应力鄄应变关系为

摇 摇 滓 = Cm着 - Cm琢(Tavg - T0), (3)
其中, 滓 包括应力分量 滓 x,滓 y 和 子 xy,Cm 为材料刚度矩阵,琢 为包含热膨胀系数的矢量. 对平面

应力的情况,这些矩阵可参见文献[8]. 应变矢量和位移梯度之间的关系如下给出:
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摇 摇 着 = 鄣v1
鄣x

鄣v2
鄣y

鄣v1
鄣y +

鄣v2
鄣

é
ë
êê

ù
û
úúx

T

. (4)

1. 1. 3摇 介面条件

上述偏微分的控制方程,连同液体鄄固体介面处的约束条件一起求解. 利用流体在固体壁

面上无滑移条件,及界面处温度和热通量必须连续:
摇 摇 uf,int = us,int, (5a)
摇 摇 Tf,int = Ts,int, (5b)

摇 摇 琢 f
鄣T
鄣n f,int

= 琢 s
鄣T
鄣n s,int

, (5c)

其中 n 表示垂直于介面的方向.
1. 2摇 四段式法

控制方程利用半隐式四段式法[3,9]完成对时间积分. 首先,将压力梯度项,从对流项、扩散

项和外力项中解耦出来;其次,对方程(1b)和(1c)中的对流项和粘性项,应用 Crank鄄Nicolson
的二阶半隐式时间推进格式;第三,然后根据连续性方程解出压力;最后,根据计算的压力,修
正速度分量:

第一步

摇 摇
ui - un

i

驻t + 1
2

鄣
鄣x j

(uiu j + un
i un

j ) =

摇 摇 摇 摇 - 1
籽

鄣pn

鄣x( )
i

+ 1
2 淄 鄣

鄣x j

鄣ui

鄣x j
+

鄣un
i

鄣x
æ
è
ç

ö
ø
÷

j

+ f fi, (6a)

第二步

摇 摇
u*
i - ui

驻t = 1
2

1
籽

鄣pn

鄣x( )
i

, (6b)

第三步

摇 摇 鄣
鄣xi

鄣pn+1

鄣xi
= 2籽

驻t
鄣u*

i

鄣xi
, (6c)

第四步

摇 摇
un+1
i - u*

i

驻t = - 1
2

1
籽

鄣pn+1

鄣x( )
i

, (6d)

第五步

摇 摇 T n+1 - T n

驻t + 1
2

鄣
鄣x j

(T n+1un+1
j + T nun

j ) =

摇 摇 摇 摇 1
2 琢 鄣

鄣x j

鄣T n+1

鄣x j
+ 鄣T n

鄣x( )
j

+ Qn
f , (6e)

其中, 驻t 为时间增量,ui 和 u*
i 为中间速度,上标 n 表示时间级. 为了得到指定的求解精度,对

半隐式法的时间增量有所限制. 方程(6e)也可用来分析固体的热传导问题,为此设定的速度

分量 u j 为 0.
1. 3摇 有限元公式

本文采用 3 节点的三角形单元,因为三角形单元的插值函数比较简单,同时流体区和固体

区网格的离散化处理也方便. 需要注意的是,液体鄄固体介面离散化必需相同. 假设 3 节点三角

形单元,对所有的速度分量、压力、温度和固体位移分量,都呈如下形式的线性分布:
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摇 摇 准(x,y) = 移
3

i = 1
Ni(x,y)准i, (7)

其中, 准 表示传输属性(u1,u2,p,T,v1 和 v2),Ni 为单元的插值函数.
这里给出算法的基本思想:用 2 个动量方程解出 2 个速度分量;用连续性方程解出压力;

用能量方程解出流体区的温度;仍用能量方程解出固体区的温度;用平衡方程解出固体区的位

移分量. 与动量、连续、能量和平衡方程对应的有限元方程由下节给出.
1. 3. 1摇 流线逆风的 Petrov鄄Galerkin 法

在流线逆风的 Petrov鄄Galerkin 法中,为了抑制数值解中可能产生的非物理的时空振荡,在
对流项上附加一个修正的权重函数 W琢, 权重函数由文献[7]给出:

摇 摇 W琢 = N琢 +
驻te
2 u j

鄣N琢

鄣x j
, (8)

其中

摇 摇 驻te =
姿hmin

U , (9a)

摇 摇 姿 = coth Pe
2 - 2

Pe, (9b)

摇 摇 Pe = U hmin

2淄 , U = u2
1 + u2

2 , (9c)

式中, Pe 为 Peclet 数, hmin 为最小单元尺寸, | U | 为平均合速度.
1. 3. 2摇 时间离散化

联合使用加权余量法和流线逆风的 Petrov鄄Galerkin 法,来离散化有限元方程. 首先,将方

程(6a) ~ (6e)乘以权函数,然后使用 Gauss 定理对它们进行分部积分,按下列步骤得到有限

元方程:
第一步摇 动量方程离散化

摇 摇 乙
赘
N琢

ui - un
i

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t
d赘 + 1

2 乙赘W琢
鄣
鄣x j

(uiu j + un
i un

j( )) d赘 +

摇 摇 摇 摇 1
2 淄乙

赘

鄣W琢

鄣x j

鄣ui

鄣x j
+

鄣un
i

鄣x
æ
è
ç

ö
ø
÷

j

d赘 =

摇 摇 摇 摇 - 1
籽 乙赘W琢

鄣pn

鄣x( )
i

d赘 + 淄乙
祝
W琢

鄣ui

鄣x j
næ

è
ç

ö
ø
÷

k d祝 + 乙
赘
W琢 f fid赘, (10)

其中, 赘 为有限元区域,祝 为计算区域的边界.
第二步摇 建立中间速度方程

摇 摇 乙
赘
N琢

u*
i - ui

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t
d赘 = 1

2籽乙赘W琢
鄣pn

鄣x( )
i

d赘 . (11)

第三步摇 压力方程离散化

为了导出离散化的压力方程,对连续方程(1a)使用加权余量法:

摇 摇 乙
赘
W琢

鄣un+1
i

鄣x
æ
è
ç

ö
ø
÷

i

d赘 =- 乙
赘

鄣W琢

鄣xi
(un+1

i )d赘 + 乙
祝
W琢(un+1

i ni)d祝 = 0. (12)

其中, ni 为与计算区域边界垂直的单位向量的方向余弦,将方程(6d)代入到方程(12),得到如

下 Poisson 型的压力方程:
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摇 摇 驻t
2籽乙赘

鄣W琢

鄣xi

鄣pn+1

鄣x( )
i

d赘 = 乙
赘

鄣W琢

鄣xi
u*
i d赘 - 乙

祝
W琢(un+1

i ni)d祝 . (13)

根据 Kim 和 Moin[10],方程(13)中未知量 un+1
i ,可以用前期的 ui 近似,在这样的近似下得

到随时间步长而变化的误差如下:

摇 摇 un+1
i - ui = -

驻t
2籽

鄣(pn+1 - pn)
鄣xi

抑- (驻t) 2

2籽
鄣
鄣xi

鄣p
鄣( )t . (14)

第四步摇 得到修正的速度方程

摇 摇 乙
赘
N琢

un+1
i - u*

i

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t
d赘 =- 1

2籽乙赘W琢
鄣pn+1

鄣x( )
i

d赘 . (15)

第五步摇 修正的温度方程

摇 摇 乙
赘
N琢

T n+1 - T n

驻( )t
d赘 + 1

2 乙赘W琢
鄣
鄣x j

(T n+1un+1
j + T nun

j( )) d赘 +

摇 摇 摇 摇 1
2 琢 f乙

赘

鄣W琢

鄣x j

鄣T n+1

鄣x j
+ 鄣T n

鄣x( )
j

d赘 =

摇 摇 摇 摇 琢 f乙
祝
W琢

鄣T n

鄣x j
n( )k d祝 + 乙

祝
W琢qn

s d祝 + 乙
赘
W琢Qnd赘 . (16)

将方程(7)代入方程(10) ~ (16),可以得到矩阵形式的有限元方程,结果汇总如下:
第一步

摇 摇 M
驻t +

1
2 (C + Km( )) ui =

摇 摇 摇 摇 M
驻t -

1
2 (C + Km( )) un

i - Gipn
i + Rn

gi + Rn
bi; (17a)

第二步

摇 摇 Mu*
i = Mui +

驻t
2 Gi pn

i ; (17b)

第三步

摇 摇 Kppn+1
i = R*

i + R*
b ; (17c)

第四步

摇 摇 Mun+1
i = Mu*

i - 驻t
2 Gi pn+1

i ; (17d)

第五步

摇 摇 M
驻t +

1
2 (C + KT( )) T n+1 =

摇 摇 摇 摇 M
驻t -

1
2 (C + KT( )) T n + Rn

c + Rn
q + Rn

Q . (17e)

上述方程中单元矩阵的积分形式为

摇 摇 M = 乙
赘
NTNd赘, (18a)

摇 摇 C = 乙
赘
W T u j

鄣N
鄣x( )

j
d赘, (18b)

摇 摇 Km = 淄乙
赘

鄣W T

鄣x j

鄣N
鄣x j

d赘, (18c)
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摇 摇 KT = 琢 f乙
赘

鄣W T

鄣x j

鄣N
鄣x j

d赘, (18d)

摇 摇 Gi =
1
籽 乙赘W T 鄣N

鄣xi
d赘, (18e)

摇 摇 Kp = 乙
赘

鄣W T

鄣x j

鄣N
鄣x j

d赘, (18f)

摇 摇 Rgi = gi乙
赘
W T(1 - 茁 f(T - T0))d赘, (18g)

摇 摇 Ri =
2籽
驻t乙赘 鄣W T

鄣xi
(NuT

i )d赘, (18h)

摇 摇 Rbi = 淄乙
祝
W T 鄣ui

鄣x j
næ

è
ç

ö
ø
÷

k d祝, (18i)

摇 摇 Rb = -
2籽
驻t乙祝W T(u jnk)d祝, (18j)

摇 摇 Rc = 琢 f乙
祝
W T 鄣T

鄣x j
n( )k d祝, (18k)

摇 摇 Rq = 乙
祝
W Tqsd祝, (18l)

摇 摇 RQ = 乙
赘
W TQd赘 . (18m)

从对流和扩散的局部时间步长中,选取最小的时间步长:
摇 摇 驻t = min(驻tconv,驻tdiff), (19a)

摇 摇 驻tconv =
hmin

U , 驻tdiff =
h2

min

2琢 f
. (19b)

与流体区使用的 3 节点三角形单元相类似,按照同样的方式对固体区的方程(2a)运用

Galerkin 有限元法,可以导出有限元方程如下:
摇 摇 Ks啄 s = F0 + Fb + FT, (20)

其中

摇 摇 Ks = 乙
赘
BT

sCsBsd赘, (21a)

摇 摇 F0 = 乙
赘
BT

sCs琢(Tavg - T0)d赘, (21b)

摇 摇 Fb = 乙
赘
NTFd赘, (21c)

摇 摇 Ft = 乙
祝
NTTd祝 . (21d)

上述方程中的矢量 啄 s 包含单元节点未知的面内位移, Ks 为单元刚度矩阵, Bs 为应变 鄄位移插

值矩阵,由文献[8] 给出,F0 为热荷载矢量,Fb 为体力荷载矢量,Ft 为表面牵引荷载矢量.
1. 3. 3摇 计算过程

计算过程的流程见图 2. 首先假设初始节点的速度分量、压力和温度,由方程(17a) ~
(17b)得到中间节点的速度分量,由方程(17c)得到最新的节点压力 pn +1, 由方程(17d)和

(17e)分别得到新节点的速度分量和温度;然后,如像最新的温度、压力和体力固体边界条件

那样,分别由方程(20)和方程(3),确定面内位移和应力分量. 反复持续以上过程,直到满足收

001 四段式有限元法分析热耦合的流体鄄固体相互作用问题



敛准则. 需注意的是,由于速度分量、压力和温度方程是分开求解的,因此这种分离的解法有助

于减少计算存储器的占用.

图 2摇 计算过程的流程图

Fig. 2摇 Schematic diagram of the computational procedure

2摇 示摇 摇 例

本文用 4 个例子,给出了流(体)鄄热鄄结构综合分析方法性能的评价. 前 3 个例子:逆流式

换热器、流过矩形块体时的强迫对流致冷和方形腔内的自然对流,评估固体鄄流体相互作用问

题分析的有限元公式. 第 4 个例子:装有散热片管道内的自由对流,用来证明分析更加复杂区

域时公式的效率.

图 3摇 逆流式换热器示意图 图 4摇 逆流式换热器的有限亢模型

Fig. 3摇 A counter flow heat exchanger Fig. 4摇 Finite element model for the counter
flow heat exchanger

2. 1摇 逆流式换热器

第一个评估有限元公式并进一步验证计算程序的例子是逆流式换热器. 图 3 给出了换热

器的结构示意图,由 2 个宽度分别为 a1 和 a3 平行的流体通道,被一个厚度为 a2 的固体平板所

分隔. 假设流体通道的外墙是绝热的. 假设热流和冷流的入口速度和温度分布是均匀的,且属

性相同. 计算时采用的参数如下: 几何尺寸 a1 = a2 = a3 = 0. 1, L = 1. 0, 固体 鄄 液体的热扩散
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(a) Ksf = 5 (b) Ksf = 10

图 5摇 当 Ksf = 5 和 10 时,逆流式换热器预期的等温线图形

Fig. 5摇 Predicted temperature contours of the counter flow heat exchanger for Ksf = 5 and 10

图 6摇 当 Ksf = 0. 1, 1,5,10 时, x = L / 2 处逆流式

换热器中的温度分布,并与 Chen 和 Han 的

有限体积法结果 (Ksf = 5) 相比较

Fig. 6摇 Temperature distributions at x = L / 2 for
Ksf = 0. 1, 1, 5, and 10 of a counter

flow heat exchanger compared with the
finite volume results from Chen and
Han (Ksf = 5)

系数之比 琢 sf = 1;上通道中的流体参数:u1 = 0. 2,温
度 T1 = 800,Reynolds 数 Re = 133. 33 和 Prandtl 数为

Pr = 0. 75; 下通道中的流体参数:u2 = - 0. 1,T2 =
300,Re = 66. 67 和 Pr = 0. 75. 图 4 给出了本文使用的

有限元模型,包含 1 763 个节点和 3 360 个三角形单

元. 图 5 就固体鄄液体的传热系数之比 Ksf = 5和10时,
给出了整个区域中预期的等温线图形. 图 6 在 Ksf 取

不同取值时,给出了 x = L / 2 处预期的温度分布,图 6
显示, 当 Ksf = 5 时预期的温度分布,与 Chen 和

Han[11]给出的有限体积法的结果吻合得很好.
通过流体鄄固体介面处固体温度和流体压力的计

算,来分析固体的变形及其热应力. 假设在平面应变

条件下的热膨胀系数为 6伊10-6 / 益,零应力的参考温

度为 300 K,Young 氏弹性模量为 7伊1010 N / m2,Pois鄄
son 比为 0. 3. 图 7 给出了有限元模型和边界条件,包
含 451 个节点和 800 个三角形单元.

图 8 和图 9 分别就 Ksf = 1 和 10 时,给出了固体

平板的温度分布、von Mises 应力分布(MPa)和变形

图 7摇 固体平板热应力分析时的有限元模型和边界条件

Fig. 7摇 Finite element model and boundary conditions for thermal stress analysis on a solid plate

后节点的位移矢量图. 表 1 就 Ksf = 1, 5 和 10 时,给出了固体变形最大的垂直位移和最大的水

平位移. 这时候固体的变形很小,对流场特性的影响可以忽略不计.
表 1摇 逆流式换热器中固体平板最大的垂直位移和最大的水平位移

Table 1摇 Maximum vertical and horizontal displacement of the solid plate for the counter flow heat exchanger

maximum displacement
啄max / mm

solid鄄fluid conductivity ratio Ksf

1 5 10

vertical摇 0. 405 6 0. 408 2 0. 411 2

horizontal 0. 105 0 0. 186 5 0. 210 3

2. 2摇 流过矩形块体时的强迫对流致冷

图 10 给出了流体在平行平板间流经 3 个受热固体块体问题,作为第 2 个测试例题. 流体
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(a) 预期的温度分布 (b) 预期的 von Mises 应力分布(MPa)
(a) Temperature distribution (b) von Mises stress distribution(MPa)

(c) 预期的变形后节点位移向量

(c) vector plot of nodal displacements on the solid plate deformed shape
图 8摇 当 Ksf = 1 时,预期的温度分布,预期的 von Mises 应力分布,

以及预期的变形后节点位移向量图

Fig. 8摇 Predicted temperature, von Mises stress distribution and vector plot of nodal
displacements on the solid plate deformed shape for Ksf = 1

(a) 预期的温度分布 (b) 预期的 von Mises 应力分布(MPa)
(a) Temperature distribution (b) von Mises stress distribution(MPa)

(c) 预期的变形后节点位移向量

(c) vector plot of nodal displacements on the solid plate deformed shape
图 9摇 当 Ksf = 10 时,预期的温度分布,预期的 von Mises 应力分布,

以及预期的变形后节点位移向量图

Fig. 9摇 Predicted temperature, von Mises stress distribution and vector plot of nodal
displacements on the solid plate deformed shape for Ksf = 1

图 10摇 流过矩形块体时的强迫对流致冷问题示意图

Fig. 10摇 Problem statement of forced convection cooling across rectangular blocks

以充分发展的外形从计算区域的左侧进入,并从计算区域的右侧离开. 假设固体块体内产热量
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为常量 Q = 8. 图 11 给出了固体块体附近区域精密网格的有限元模型,包含 5 653 个节点和 10
933 个三角形单元. 计算中用到的参数如下:固体鄄流体的热扩散系数之比 琢 sf = 10,Prandtl 数
Pr = 0. 7,固体 鄄 流体的传热系数之比 Ksf = 10.

图 11摇 流过矩形块体时的强迫对流致冷问题的有限元模型

Fig. 11摇 Finite element model for the forced convection cooling across rectangular blocks

(a) 等压线

(a) Pressure contours

(b) 流线

(b) Streamline contours

(c) 等温线

(c) Temperature contours
摇 图 12摇 流过矩形块体时的强迫对流致冷等压线,流线,以及等温线(其中 Re = 100)

摇 Fig. 12摇 Forced convection cooling across rectangular blocks pressure contours,
streamline contours, and temperature contours for Re = 100

图 12 就 Reynolds 数 Re = 100 时,给出了预期的等压力线、流线和等温线图形. 图 13 就

Reynolds 数 Re = 100, 500 和 1 000 时,给出了固体鄄流体介面处计算温度的分布,与 Davalath 和
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Bayazitoglu[12]给出的实验数据 (Re = 100 和 1 000 时)吻合得很好.

图 13摇 当 Ksf = 10 和 Re 分别取 100,500 和 1 000 时,矩形块体的固体鄄流体介面处壁面温度分布的比较

Fig. 13摇 Comparison of the wall temperature distributions along the solid鄄fluid interface of
the rectangular blocks for Re = 100, 500 and 1 000, all at Ksf = 10

图 14摇 流过矩形块体时的强迫对流致冷的有限元模型和边界条件

Fig. 14摇 Finite element model and boundary conditions for the forced
convection cooling across rectangular blocks

图 15摇 当 Re = 100 时,固体块体的等 von Mises 应力图和节点的位移矢量图

Fig. 15摇 von Mises stress contours and nodal displacement vectors plots for Re = 100

表 2摇 散热个体块体最大的 von Mises 应力和最大的位移

Table 2摇 Maximum von Mises stresses and displacements of the cooling fins

Re maximum von Mises stree 滓max Mises / kPa maximum displacement 啄max / mm

100 239. 6 5. 65 ´10-4

500 134. 8 3. 18 ´10-4

1 000 104. 6 2. 47 ´10-4

摇 摇 将所计算散热块体中的温度分布,以及固体块体表面的压力分布,作为分析 3 个固体块体

变形和热应力分析时的边界条件. 假设平面应变条件下:热膨胀系数为 6伊10-6 / 益,零应力的

参考温度为 0益,Young 氏弹性模量为 7伊1010 N / m2,Poisson 比为 0. 3. 图 14 给出了 3 个固体块
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体的有限元模型和边界条件,包含 2 073 个节点和 3 780 个三角形单元.

图 16摇 方形腔内有引导墙时的

自然对流问题示意图

Fig. 16摇 Problem statement and finite element
model of the natural convection in a
square cavity with a conducting wall

图 15 给出了当 Re = 100 时, 计算出等 von Mises
应力图和节点的位移矢量图(极大地夸张了). 表 2
给出了 Re = 100, 500 和 1 000 时,散热固体块体最大

的 von Mises 应力和最大的变形. 这些固体块体深入

流场, 但它们的变形很小, 对流场特性的影响无关

紧要.
2. 3摇 方形腔内有引导墙时的自然对流

为进一步评估流(体)鄄热鄄结构综合分析法的效

率,选择图 16 所示方形腔内有引导墙时的自然对流

问题. 方形腔内流体沿左侧受到温度较高的固体壁

面加热, 沿右侧保持温度为 0, 其他边界均为绝热.
图 16 还给出了固体壁面和流体区的有限元模型, 包

含 3 111 个节点和 6 000 个三角形单元.
图 17 给出了流体和固体区域中预期的流线和等

温线图形,其中固体鄄流体的传热系数之比 Ksf = 10,
Grashof 数 Gr = 105,Prandtl数 Pr = 0. 71 和固体 鄄液体

(a) Ksf = 10 时的流线图 (b) Ksf = 1 时的等温线 (c) Gr = 105 和 Ksf = 10 时的等温线

(a) Streamline contours for (b) Temperature contours for (c) Temperature contours for

Ksf = 10 Ksf = 1 Ksf = 10 and Gr = 105

图 17摇 流体和固体区域中的流线和等温线图

Fig. 17摇 Predicted streamline and temperature contours in both the fluid and solid regions

(a) Ksf = 1 (b) Ksf = 5 (c) Ksf = 10

图 18摇 当 Gr = 107 和 Ksf 分别取 1, 5 和 10 时的等温线

Fig. 18摇 Temperature contours for Gr = 107 at Ksf = 1, 5 and 10, respectively
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热扩散系数之比 琢 sf = Ksf .图 18 就 Grashof 数为 107时,计算出固体壁面和流体区的等温线图形.

表 3 对介面处预期的平均 Nusselt 数 Nux = 0, 与 Hribersek 等[13] 的边界鄄区域积分法的结果,以
及 Wansophark 等[14]的流线逆风有限元法的结果,列表进行比较. 从表 3 可以看出,对所有的

温度和热通量,平均 Nusselt 数都吻合得很好.
表 3摇 平均 Nusselt 数的变化

Table 3摇 Variation of the overall Nusselt numbers

Gr
average Nusselt number along interface (% difference from ref. [13])

conductivity ratio Ksf 1 5 10

103 Hriber觢ek, et al. [13] 0. 87 1. 02 1. 04

103 Wansophark, et al. [14] 0. 85(2. 29% ) 1. 03(0. 98% ) 1. 04(0. 0% )

103 present 0. 87(0. 0% ) 1. 02(0. 0% ) 1. 04(0. 0% )

104 Hriber觢ek, et al. [13] 1. 35 1. 83 1. 92

104 present 1. 35(0. 0% ) 1. 83(0. 0% ) 1. 91(0. 52% )

105 Hriber觢ek, et al. [13] 2. 08 3. 42 3. 72

105 Wansophark, et al. [14] 2. 04(1. 92% ) 3. 30(3. 51% ) 3. 60(3. 22% )

105 present 2. 08(0. 0% ) 3. 40 (0. 58% ) 3. 70(0. 54% )

106 Hriber觢ek, et al. [13] 2. 87 5. 88 6. 78

106 present 2. 83(1. 39% ) 5. 80(1. 36% ) 6. 69(1. 33% )

107 Hriber觢ek, et al. [13] 3. 53 9. 07 11. 25

107 present 3. 45(2. 27% ) 8. 73(3. 75% ) 10. 88(3. 29% )

(a) Ksf = 1 (b) Ksf = 10

图 19摇 当 Gr = 105 和 Ksf = 1 和 10 时的等温线(左侧)和等 von Mises 应力线(右侧)

Fig. 19摇 Predicted temperature ( left) and von Mises stress (right) distribution

for Ksf = 1 and 10 at Gr = 105

表 4摇 在有引导墙的方腔内,作自然对流时固体壁面的最大水平位移

Table 4摇 Horizontal maximum displacement of the solid wall for the natural

convection in a square cavity with a conducting wall

Gr
horizontal maximum displacemen 啄max H / mm

Ksf = 1 Ksf = 5 Ksf = 10

103 2. 06伊10-3 2. 19伊10-3 2. 21伊10-3

105 1. 88伊10-3 2. 14伊10-3 2. 18伊10-3

107 1. 51伊10-3 1. 90伊10-3 2. 03伊10-3

摇 摇 用计算所得的固体温度和固体壁面处的压力分布, 求解固体的变形和热应力. 假设平面
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(a) Ksf = 1 (b) Ksf = 10

图 20摇 当 Gr = 107 和 Ksf = 1 和 10 时的等温线(左侧)和等 von Mises 应力线(右侧)

Fig. 20摇 Predicted temperature ( left) and von Mises stress (right) distribution

for Ksf = 1 and 10 at Gr = 107

应变条件下: 热膨胀系数为 6伊10-6 / 益, 零应力时的参考温度为 0益, Young 氏弹性模量为 7伊
1010 N / m2,Poisson 比为 0. 3. 有限元模型包含 561 个节点和 1 000 个三角形单元. 图 19 和 20 中

的 Gr 分别取 105和 107时,给出了 Ksf = 1 和 10 时的等温线(左侧)和等 von Mises 应力线(右
侧)图形. 表 4 对不同 Grashof 数和 Ksf 值,给出了固体壁面最大的水平位移.

图 21摇 装有散热片管道的自由对流问题

Fig. 21摇 Problem statement of free convection in channel with cooling fins

图 22摇 装有散热片管道自由对 图 23摇 当 Ksf = 10 时,装有散热片管道

流问题的有限元模型 自由对流时的流线图

Fig. 22摇 Finite element model for free convection Fig. 23摇 Streamline contours for free convection
in channel with cooling fins in channel with cooling fins at Ksf = 10

2. 4摇 装有散热片管道的自由对流

图 21 给出了最后一个评估流(体)鄄热鄄结构综合分析法性能的例子:装有散热片管道的自

由对流问题. 装有散热片管道的流体,将底部 (y = - 0. 8) 较高的温度,传向维持零温度的顶部

(y = 0. 8),其它均为绝热边界. 图 22 给出了固体和流体区域的综合有限元模型,包含 4 742 个
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节点和 9 152 个三角形单元. 计算中采用的参数如下:固体鄄流体的热扩散系数之比 琢 sf = Ksf,
Prandtl 数 Pr = 0. 71,流体的热膨胀系数 茁 f = 100,固体 鄄液体传热系数之比 Ksf 取 1,10 和 100.
图 23 给出了 Ksf = 10 时,预期稳态解所呈现的流线图.

图 24 给出了固体鄄流体传热系数之比取不同值时的等温线图形. 图 25(a) ~ 25(c)分别给

出了固体鄄液体传热系数之比 Ksf 取 1,10 和 100 时,沿散热片表面预期温度随时间的分布.

(a) Ksf = 1

(b) Ksf = 10 (c) Ksf = 100

图 24摇 当 Ksf = 1, 10 和 100 时,装有散热片管道自由对流时的等温线图形

Fig. 24摇 Temperature contours for free convection in channel with
cooling fins at Ksf = 1, 10 and 100

(a) Ksf = 1 (b) Ksf = 10

(c) Ksf = 100

图 25摇 当 Ksf = 1, 10 和 100 时,沿散热片表面的壁面温度分布随时间变化的比较

Fig. 25摇 Comparison of the wall temperature distribution along the fins surface that
varies in times for Ksf = 1, 10 and 100

将计算所得散热片的温度分布和沿散热片表面的压力分布,用来分析散热片的热应力. 假
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设平面应变条件下:热膨胀系数为 6伊10-6 / 益,零应力的参考温度为 30益,Young 氏弹性模量

为 7伊1010 N / m2,Poisson 比为 0. 3. 图 26 给出了综合有限元模型和结构的边界条件,包含 726
和节点和 1 230 个三角形单元. 图 27 和图 28 分别就 Ksf 取 10 和 100 时,计算出的等温线和放

大处理后的 von Mises 应力图形.

图 26摇 散热片热应力分析的有限元模型及其边界条件

Fig. 26摇 Finite element model and boundary condition for thermal stress analysis on cooling fins

(a) 预期的等温线 (b) 变形放大 50 000 倍后的 von Mises 应力

(a) Temperature contours (b) von Mises stress on the 50 000 times deformation shape
图 27摇 当 Ksf = 10 时,预期的等温线和变形放大 50 000 倍后的 von Mises 应力

Fig. 27摇 Predicted temperature and von Mises stress on the 50 000 times
deformation shape on cooling fins at Ksf = 10

(a) 预期的等温线 (b) 变形放大 50 000 倍后的 von Mises 应力

(a) Temperature contours (b) von Mises stress on the 50 000 times deformation shape
图 28摇 当 Ksf = 100 时,预期的等温线和变形放大 50 000 倍后的 von Mises 应力

Fig. 28摇 Predicted temperature and von Mises stress on the 50 000 times
deformation shape on cooling fins at Ksf = 100

表 5 给出了当 Ksf = 1, 5,10 和 100 时,该模型最大的 von Mises 应力和最大的位移. 图 27
和图 28 清楚地显示出散热片的变形:散热片温度的升高引起的热应力,诱发散热片的变形. 散
热片温度的改变,是由于散热片上下相邻流体温度的不同所造成. 该示例展示了,使用单一连

续网格的有限元法,分析流(体)鄄热鄄结构耦合特性的优越性.
表 5摇 散热片最大的 von Mises 应力和最大的位移的变化

Table 5摇 Variation of the maximum von Mises stress and the maximum displacement on cooling fins

Ksf maximum von Mises stree 滓max Mises / kPa maximum displacement 啄max / mm

1 278. 5 1. 895 ´10-3

5 242. 6 2. 083 ´10-3

10 240. 6 3. 310 ´10-3

100 230. 8 3. 142 ´10-3
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3摇 结摇 摇 论

本文给出流(体)鄄热鄄结构综合的有限元法,分析流体的流动与固体之间的耦合特性. 应用

四段式有限元法和流线逆风 Petrov鄄Galerkin 法,分析流动现象的同时,应用 Galerkin 有限元法,
分析固体的变形和应力. 对流体和固体区域采用单一的有限元网格模型,流-固介面离散化一

致. 在分析耦合问题时,相同的界面离散化,便于流体和固体之间的数据交换.
应用流线逆风 Petrov鄄Galerkin 法求解流体的 Navier鄄Stokes 方程,是为了在求解过程中,抑

制可能发生的非物理时空的振荡. 详细地推导并给出了所有的有限元方程. 本文还给出了数个

例子,来评估流(体)鄄热鄄结构综合有限元法的性能. 这些例子充分表明了流(体)鄄热鄄结构综合

有限元法的优点,可以在建立模型的同时,求解流体和固体的行为,还可以直接确定流体鄄固体

介面处的温度.
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Fractional Four鄄Step Finite Element Method for
Analysis of Thermally Coupled

Fluid鄄Solid Interaction Problems

A. Malatip1,摇 N. Wansophark2,摇 P. Dechaumphai2

(1. Computer鄄Aided Research University, National Metal and Materials Technology Center,
Pathumthani 12120, Thailand;

2. Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering, Chulalongkorn University,
Patumwan, Bangkok 10330, Thailand)

Abstract: An integrated fluid鄄thermal鄄structural analysis approach, where the heat conduction
in a solid was coupled with the heat convection in viscous flow of the fluid resulting in the ther鄄
mal stress in the solid, was presented. The fractional four鄄step finite element method and stre鄄
amline upwind Petrov鄄Galerkin method were used for the analysis of viscous thermal flow in the
fluid whereas the analyses of heat transfer and thermal stress in solid were performed using the
Galerkin method. The second鄄order semi鄄implicit Crank鄄Nicolson scheme was applied for time
integration and the resulting nonlinear equations were linearized to improve the computational
efficiency. The integrated analysis method employ the three鄄node triangular element with equal鄄
order interpolation functions for all variables of the fluid velocity components, pressure, tem鄄
perature and the solid displacements in order to simplify the overall finite element formulation.
The main advantage of the presented method was to consistently couple heat transfer along the
fluid鄄solid interface. Results from several tested problems illustrated the effectiveness of the
presented finite element method that can provide insight into the integrated fluid鄄thermal鄄struc鄄
tural interaction phenomena.

Key words: fluid鄄solid interaction; finite element method; fractional four steps
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