
文章编号:1000鄄0887(2012)01鄄0001鄄13 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

超超声速流中含间隙和立方非线性
二元机翼的动力学分析

*

郭虎伦,摇 陈予恕

(哈尔滨工业大学 航天学院,哈尔滨 150001)

(我刊编委陈予恕来稿)

摘要:摇 研究超声速流中含间隙和立方非线性二元机翼的气动弹性响应. 首先由二阶活塞理论得

到了双楔机翼的气动力和气动力矩. 然后由平均法得到了气动弹性方程的极限环响应,并用 Flo鄄
quet 理论分析了极限环的稳定性. 结果表明,间隙系统在超临界 Hopf 分岔的条件下也存在 Fold 分

岔和幅值的跳跃现象. 而后,数值解与平均法的结果进行了对比,两者吻合得很好. 最后,详细研究

了间隙参数对气动弹性响应的影响.
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引摇 摇 言

空天飞行器与高超声速气流相互作用将导致一些显著的气动弹性现象. 这些现象将严重

影响到飞行器的安全飞行. 此外,下一代空天飞行器正朝着减轻重量、增大结构弹性的方向发

展[1鄄2] . 这都将导致飞行器的结构出现复杂的非线性特性.
飞行器结构中最常见的非线性是立方非线性和间隙非线性. 间隙非线性通常存在于接触

机构中,如控制面的铰链处、折叠式导弹翼面等[3];而立方非线性主要是由弹性机翼的大变形

导致的.
非线性因素的存在,使得气动弹性系统在颤振点处发生了 Hopf 分岔. 飞行速度大于颤振

速度时,非线性系统将会出现极限环(LCO),而不是线性系统的气动弹性失稳. 由于颤振失稳

和大幅值的 LCO 都将导致飞行器结构的失效. 因此,预测气动弹性系统的颤振点和 LCO 幅值

对飞行器的结构设计是十分重要的.
最近对机翼气动弹性问题的研究,主要集中在用数值或解析的方法研究含间隙的强非线

性系统的动力学响应,常见的方法有:变换点法(PT) [4]、连续数值运算法[5]、中心流形[6鄄7]、增
量摄动法(PI) [8]、同伦分析[9]、增量谐波平衡法[10] 和描述函数法[11] 等等. Shen[12] 和 Yang[13]

分别用 KB 法和 KBM 法研究了非线性机翼的气动弹性问题.
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此外,还有一些研究分析了结构非线性对气动弹性特性的影响. Kim 和 Lee[14]研究了一个

含间隙非线性机翼的动力学响应. 他们发现俯仰鄄沉浮固有频率比对系统的 LCO 和混沌响应

的影响非常大. Dimitriadis[15]系统分析了亚声速流中非线性机翼的分岔及分岔后的动力学特

性. Poincar佴 映射和 Floquet 理论[16]也被用于分析含间隙和立方非线性二元机翼的 LCO 和混

沌特性. Conner 等[17],Tang 等[18鄄20]和 Liu 等[21]分别用直接积分或描述函数的方法,研究了含

控制板间隙的三自由度机翼的 LCO 响应特性,并与实验结果进行了对比. 理论分析和实验结

果都得到了超临界 Hopf 分岔、Fold 分岔和 LCO 的跳跃现象.
由于时间积分的方法不能精确地预测含间隙气动弹性系统的变换点. Lin 和 Cheng[22] 及

Conner 等[17]详细阐述了获取变换点的重要性. 此外, 时间积分的方法也非常费时, 并且得不

到不稳定的 LCO . 为了克服这些困难, 我们用平均法预测该变换点. 对于分段的非线性振动

系统, 对振动方程在一个周期内取平均后, 可以很精确的得到变换点及其稳定和不稳定的周

期解.
本文研究了超声速流中含间隙和立方非线性两自由度双楔机翼的动力学特性. 非定常的

气动力和气动力矩由活塞理论得到. 然后由平均法得到了系统的 LCO 幅值,并用 Floquet 理论

分析了 LCO 的稳定性. 最后,详细研究了间隙参数对气动弹性响应的影响.

1摇 动力学模型

具有沉浮和俯仰两自由度双楔机翼模型如图 1 所示,其非线性气动弹性方程为

摇 摇
mh + S琢琢 + chh + Khh = - L,
S琢h + I琢琢 + c琢琢 + K琢F(琢) = MEA

{ ,
(1)

图 1摇 两自由度双楔机翼模型

Fig. 1摇 Two degree鄄of鄄freedom double鄄wedge airfoil geometry

其中, h 为沉浮自由度,向下为正,琢 为俯仰自由度,迎风抬头为正,符号上的点表示对时间 t 的
导数,m 为单位展长机翼的质量,S琢 为机翼对弹性轴的质量静矩,I琢 为机翼对弹性轴的质量惯

性矩,ch,c琢,Kh 和 K琢 分别表示结构的阻尼和刚度系数,F(琢) 为俯仰方向结构非线性函数,L和

MEA 为作用在机翼上的气动力和气动力矩.

由于活塞理论[23]可适用于超声速 \高超声速范围 (M肄 逸 2 ) 和较大的攻角范围( 琢 臆

仔 / 6) [24] . 本文采用二阶活塞理论,其气动力和气动力矩分别为[25]
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摇 摇 L = 4p肄 酌M肄 b
h
V肄

- ba 琢
V肄

+( )琢 - p肄 酌(酌 + 1)M2
肄 b

2子 琢
V( )

肄
, (2)

摇 摇 MEA = p肄 酌M肄 b
2 4 a h

V肄
- b

3 + ba( )2 琢
V肄

+ a( )琢[ +

摇 摇 摇 摇 (酌 + 1)M肄 子
h
V肄

- 2ba 琢
V肄

+( ) ]琢 . (3)

引入如下无量纲参数:
摇 摇 孜 = h / b, 子 = V肄 t / b, 字琢 = S琢 / (mb), r2琢 = I琢 / (mb2),

摇 摇 棕孜 = Kh / m , 棕琢 = K琢 / I琢 ,
摇 摇 灼孜 = ch / (2(Khm) 1 / 2), 灼琢 = c琢 / (2(K琢I琢) 1 / 2),
摇 摇 V* = V肄 / (b棕琢), 棕- = 棕孜 / 棕琢,
摇 摇 滋 = m / (4籽肄 b

2), 子 = th / b, p肄 = 籽肄 c
2
肄 / 酌,

可得无量纲的气动弹性方程:

摇 摇
孜义 + 字琢琢义 + 2

灼孜棕-

V* 孜忆 + 棕- 2

V*2 孜 = - L
-
(子),

字琢
r2琢

孜义 + 琢义 + 2
灼琢
V* 琢忆 + 1

V*2 F(琢) = M
-

EA(子

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(4)

其中

摇 摇 L
-
(子) = 1

4滋M
{

肄
4(孜忆 - a琢忆 + 琢) - (酌 + 1)子M肄 琢 }忆 ,

摇 摇 M
-

EA(子) = 1
4滋M肄 r

2 {
琢

4 a孜忆 - 1
3 + a( )2 琢忆 + a[ ]琢 +

摇 摇 摇 摇 (酌 + 1)子M肄(孜
忆 - 2a琢忆 + 琢 }) .

本文同时考虑了间隙和立方非线性,其结构非线性函数为

摇 摇 F(琢) = F1(琢) + F2(琢), (5)
其中, F1(琢) 为间隙非线性,F2(琢) 为立方非线性.

间隙非线性可写成如下形式[26]:

摇 摇 F1(琢) =
M0 + 琢 - 琢f, 琢 < 琢f,
M0 + Mf(琢 - 琢f), 琢f 臆 琢 臆 琢f + 啄,
M0 + 琢 - 琢f + 啄(Mf - 1), 琢 > 琢f + 啄

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(6)

其中, M0,Mf,琢f 和 啄 都是常数. 图 2 为间隙函数简图,共分为 3 个区域,椎i( i = 1,2,3) .
立方非线性函数为

摇 摇 F2(琢) = 浊琢琢3, (7)
其中 浊琢 为非线性刚度系数.

取定参数 Mf = 0. 1, 琢f = 0. 1, 啄 = 0. 1 和 浊琢 = 10, 间隙和立方非线性函数简图如图 3 所

示. 由图可知,立方非线性为主要的非线性因素,而间隙非线性在量上的影响较弱. 本文将主要

研究间隙非线性对气动弹性响应特性的影响.
令 x1 = 孜,x2 = 孜忆,x3 = 琢,x4 = 琢忆, 则方程(4)可写成如下一阶微分方程组的形式:
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图 2摇 间隙函数简图 图 3摇 间隙和立方非线性

Fig. 2摇 General sketch of a freeplay stiffness Fig. 3摇 The freeplay and cubic nonlinearities

摇 摇

x忆
1 = x2,

x忆
2 = 1

r (N11x1 + N12x2 + N13x3 + N14x4) +
字琢F(x3)
rV*2 ,

x忆
3 = x4,

x忆
4 = 1

r (N21x1 + N22x2 + N23x3 + N24x4) -
F(x3)
rV*2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ,

(8)

系数 r 和 Nij( i = 1,2; j = 1,2,3,4) 为系统参数和 Mach 数的函数,其表达式详见于附录.

2摇 解 析 分 析

Nayfeh 和 Mook[27鄄28]用平均法研究了多种非线性系统的自由振动、强迫振动和自激振动,
得到了多种相关振动特性. 本文用平均法研究机翼的 LCO 响应. 考虑到系统为自激振动,可将

方程(8)的周期解设为

摇 摇 x1 = a1cos 渍1, x2 = - 棕a1sin 渍1, x3 = a2cos 渍2, x4 = - 棕a2sin 渍2, (9)
其中

摇 摇 渍1 = 棕子 + 兹1, 渍2 = 棕子 + 兹2 .
将式(9)代入方程(8)可得

摇 摇

r棕a1 = - r棕2a1sin 渍1cos 渍1 - N11a1cos 渍1sin 渍1 + N12棕a1sin2渍1 -

摇 摇 N13a2cos 渍2sin 渍1 + N14棕a2sin 渍2sin 渍1 -
字琢
V*2 Fsin 渍1,

r棕a1兹1 = - r棕2a1 cos2渍1 - N11a1 cos2渍1 + N12棕a1sin 渍1cos 渍1 -

摇 摇 N13a2cos 渍2cos 渍1 + N14棕a2sin 渍2cos 渍1 -
字琢
V*2 Fcos 渍1,

r棕a2 = - r棕2a2sin 渍2cos 渍2 - N21a1cos 渍1sin 渍2 + N22棕a1sin 渍1sin 渍2 -

摇 摇 N23a2cos 渍2sin 渍2 + N24棕a2 sin2渍2 + 1
V*2 Fsin 渍2,

r棕a2兹2 = - r棕2a2cos2渍2 - N21a1cos 渍1cos 渍2 + N22棕a1sin 渍1cos 渍2 -

摇 摇 N23a2cos 2渍2 + N24棕a2sin 渍2cos 渍2 + 1
V*2 Fcos 渍2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(10)
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当系统收敛到 LCO 时, a1,兹1,a2 和 兹2 为慢变函数,对其在一个周期内积分可得:

摇 摇

r棕a1 = 1
2 N12棕a1 + 1

2 N13a2sin 兹 + 1
2 N14棕a2cos 兹 + 1

2 字琢Z(a2)a2sin 兹,

r棕a1兹1 = - 1
2 r棕2a1 - 1

2 N11a1 -

摇 摇 1
2 N13a2cos 兹 + 1

2 N14棕a2sin 兹 - 1
2 字琢Z(a2)a2cos 兹,

r棕a2 = - 1
2 N21a1sin 兹 + 1

2 N22棕a1cos 兹 + 1
2 N24棕a2,

r棕a2兹2 = - 1
2 r棕2a2 - 1

2 N21a1cos 兹 -

摇 摇 1
2 N22棕a1sin 兹 - 1

2 N23a2 + 1
2 Z(a2)a2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(11)

其中

摇 摇 兹 = 渍2 - 渍1 = 兹2 - 兹1,

摇 摇 Z(a2) = 2
a2V*2

1
2仔 乙

2仔

0
Fcos 渍2d棕子 = 2

a2V*2
1
2仔 乙

2仔

0
(F1 + F2)cos 渍2d棕子 .

立方非线性部分的积分为

摇 摇 1
2仔 乙

2仔

0
F2cos 渍2d棕子 = 1

2仔 乙
2仔

0
浊琢a3

2 cos4渍2d棕子 = 3
8 浊琢a3

2 .

间隙函数的积分可分 3 种情况讨论.
1) a2 > 琢f + 啄
这种情况下,LCO 将在区域 椎1,椎2 和 椎3 中存在(如图 2),因此有

摇 摇 1
2仔 乙

2仔

0
F1cos 渍2d棕子 = 1

仔 乙
渍
f+啄

0
(M0 + a2cos 渍2 - 琢f + 啄(Mf - 1))cos 渍2d棕子 +

摇 摇 摇 摇 1
仔 乙

渍f

渍f+啄

(M0 + Mf(a2cos 渍2 - 琢f))cos 渍2d棕子 +

摇 摇 摇 摇 1
仔 乙

仔

渍f

(M0 + a2cos 渍2 - 琢f)cos 渍2d棕子 =

摇 摇 摇 摇
(Mf - 1)a2

2仔 渍f - 渍f+啄 - 1
2 (sin 2渍f - sin 2渍f+啄[ ]) + 1

2 a2,

其中

摇 摇 渍f = arccos 琢f

a
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

, 渍f+啄 = arccos 琢f + 啄
a

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

.

2) 琢f 臆 a2 臆 琢f + 啄
这种情况下,LCO 只存在于区域 椎1 和 椎2 中,因此有 渍f+啄 = 0, 则

摇 摇 1
2仔 乙

2仔

0
F1cos 渍2d棕子 =

(Mf - 1)a2

2仔 渍f -
1
2 sin 2渍( )f + 1

2 a2 .

3) a2 < 琢f

这种情况下,LCO 只存在于区域 椎1,因此有 渍f = 渍f+啄 = 0, 则

摇 摇 1
2仔 乙

2仔

0
F1cos 渍2d棕子 = 1

2 a2 .
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注意到,这种情况对应的是无间隙状态.
因此,积分后的非线性函数 Z(a2) 可为

摇 摇 Z(a2) =

1
V*2 + 3

4V*2 浊琢a2
2,摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 a2 < 琢f,

1
V*2 + 3

4V*2 浊琢a2
2 -

1 - Mf

仔V*2 渍f -
1
2 sin 2渍( )f ,

琢f 臆 a2 臆 琢f + 啄,

1
V*2 + 3

4V*2 浊琢a2
2 -

1 - Mf

仔V*2 渍f - 渍f+啄 - 1
2 sin 2渍f +

1
2 sin 2渍f+( )啄 ,

a2 > 琢f + 啄

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(12)

由于 M0 不存在函数 Z(a2) 中,故 M0 不影响机翼的 LCO 响应.
为求定常解,可令 a1 = 兹1 = a2 = 兹2 = 0, 则由方程(11)可得

摇 摇

N12棕a1 + N13a2sin 兹 + N14棕a2cos 兹 + 字琢Z(a2)a2sin 兹 = 0,

- r棕2a1 - N11a1 - N13a2cos 兹 + N14棕a2sin 兹 - 字琢Z(a2)a2cos 兹 = 0,
- N21a1sin 兹 + N22棕a1cos 兹 + N24棕a2 = 0,

- r棕2a2 - N21a1cos 兹 - N22棕a1sin 兹 - N23a2 + Z(a2)a2 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(13)

为方便求解,做如下变换:
摇 摇 b1 = a1cos 兹, b2 = a1sin 兹 . (14)

则方程(13)可改写为

摇 摇 r棕2b2 + N11b2 - N12棕b1 - N14棕a2 = 0, (15)
摇 摇 r棕2b1 + N11b1 + N12棕b2 + N13a2 + 字琢Z(a2)a2 = 0, (16)
摇 摇 - N21b2 + N22棕b1 + N24棕a2 = 0, (17)
摇 摇 r棕2a2 + N21b1 + N22棕b2 + N23a2 - Z(a2)a2 = 0. (18)
将方程(17)代入方程(15)、(16)和(18),消去 b2 可得

摇 摇 N21(N12b1 + N14a2) - ( r棕2 + N11)(N22b1 + N24a2) = 0, (19)
摇 摇 N21[( r棕2 + N11)b1 + (字琢Z + N13)a2] + N12棕2(N22b1 + N24a2) = 0, (20)
摇 摇 [( r棕2 - Z + N23)a2 + N21b1]N21 + N22棕2(N22b1 + N24a2) = 0. (21)

由方程(20)和(21)可得无量纲振动频率

摇 摇 棕2 =
R1 + R2Z(a2)

R3
. (22)

由方程(19)和(20)可得

摇 摇 R4棕4 + (R5 + R6Z(a2))棕2 + R7 + R8Z(a2) = 0, (23)
系数 R i( i = 1,2,3,…,8) 的表达式见于附录中.

将方程(22)代入方程(23)可得

摇 摇 Q1Z2(a2) + Q2Z(a2) + Q3 = 0, (24)
系数 Qi( i = 1,2,3) 的表达式见于附录中.

因此,积分后的非线性函数又可由方程(24)求得

摇 摇 Z(a2) =
- Q2 依 Q2

2 - 4Q1Q3

2Q1
. (25)
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由方程(12)和(25)即可求得俯仰方向的 LCO 幅值 a2 . 然后将 a2 代回方程(13)即可求得沉浮

方向的 LCO 幅值及 LCO 的频率.

3摇 稳定性分析

上节已将方程(8)的周期解 X0 求出,其稳定性可由 Floquet 理论确定. 将摄动解 X = X0 +
啄X 代入方程(8),并略去 啄X 的高阶量,可得

摇 摇 啄X忆 = A(子)啄X, (26)
其中

摇 摇 A(子) = DX f(X0) .
因此,方程(8)的周期解的稳定性等价于方程(26)零解的稳定性. 由 Floquet 理论可知,方

程(26)零解的稳定性可由迁移矩阵 椎的特征值确定. 迁移矩阵通常难以求得精确表达式,本
文采用一种近似方法[29鄄30]求其近似解.

将周期解的周期 T = 2仔 / 棕 分为 N 个区间,每个区间的大小为 驻 = T / N .其中,第 k 个区间

可写为((k - 1)驻,驻) .当 驻 足够小时,第 k 个区间内的时变矩阵 A(子) 可由常数矩阵 Bk 代替.

摇 摇 Bk =
1
驻 乙

k驻

(k-1)驻
A(子)d子 = 1

r

0 r 0 0
N11 N12 N13 + 字 琢R N14

0 0 0 r
N21 N22 N23 - R N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

24

, (27)

其中

摇 摇 R =
3浊 琢a2

2

2V*2
N
2仔 cos (2k - 1) 2仔

N + 2兹( )2 sin 2仔
N +{ }1 + f

V*2,

摇 摇 f =

1, a2cos (2k - 1) 2仔
N + 兹( )2 < 琢 f,

Mf, 琢 f 臆 a2cos (2k - 1) 2仔
N + 兹( )2 臆 琢 f + 啄,

1, a2cos (2k - 1) 2仔
N + 兹( )2 > 琢 f + 啄

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

注意到气动弹性方程(8)为一自激振动系统,因此可令 兹2 = 0,则系数 R 和 f 可化简为

摇 摇 R =
3浊 琢a2

2

2V*2
N
2仔 cos (2k - 1) 2仔( )N

sin 2仔
N +{ }1 + f

V*2,

摇 摇 f =

1, a2cos (2k - 1) 2仔( )N
< 琢 f,

Mf, 琢 f 臆 a2cos (2k - 1) 2仔( )N
臆 琢 f + 啄,

1, a2cos (2k - 1) 2仔( )N
> 琢 f + 啄

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

因此,迁移矩阵可由下式近似求得:

摇 摇 椎 = 仪
N

i = 1
I + 移

Nj

j = 1

(驻Bi) j

j
é
ë
êê

ù
û
úú!
, (28)

其中, N j 为常系数矩阵 Bi 的 Taylor 展开项数, I 为单位矩阵.
由矩阵 椎的特征值即可确定解的稳定性. 若所有特征值的模都小于 1,则解是稳定;若有
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一个特征值的模大于 1,则是不稳定的.

4摇 结 果 分 析

前面两节中得到了气动弹性系统的周期解并分析了周期解的稳定性,下面将讨论系统在

各种参数下的动力学响应.
本文的系统参数取值如下:
摇 摇 r琢 = 0. 5, 字 琢 = 0. 25, 灼 孜 = 灼 琢 = 0. 05, c肄 = 300 m / s,
摇 摇 b = 1 m, 滋 = 100, 酌 = 1. 4, a = - 0. 15,
摇 摇 子 = 0. 05, 棕 琢 = 80, 棕- = 0. 8, 浊 琢 = 10.

此外,间隙参数 Mf,琢 f 和 啄 待定.

(a) 平均法结果 (b) 数值结果

(a) Averaging method result (b) Numerical result
图 4摇 LCO 幅值随 Mach 数的变化关系 (啄 = 0)

Fig. 4摇 LCO amplitude in pitch vs. Mach number (啄 = 0)

(a) 平均法结果 (b) 数值结果

(a) Averaging method result (b) Numerical result
图 5摇 LCO 幅值随 Mach 数的变化关系 (Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1, 琢 f = 0. 05)

Fig. 5摇 LCO amplitude in pitch vs. Mach number (Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1, 琢 f = 0. 05)

当间隙小到可以忽略时,即 啄 = 0, 系统只有立方非线性. 图 4(a)为由平均法得到动力学

响应曲线. 由图可知,系统在 P1 点(M肄 = 2. 1) 发生超临界 Hopf 分岔后,出现了 LCO,并且

LCO 的幅值随 Mach 数的增大而增大. 图 4(b)为数值结果. 其超临界 Hopf 分岔点 P忆
1(M肄 =

8 郭摇 摇 虎摇 摇 伦摇 摇 摇 陈摇 摇 予摇 摇 恕



2郾 1) 和 LCO 的幅值与平均法的结果吻合的很好.
取间隙参数 Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1 和 琢 f = 0. 05, 结果如图 5 所示. 其中,图 5(a)为平均法结

果,图 5(b)为数值结果. 图 5(a)中实线为稳定 LCO,虚线为不稳定 LCO . 由图 4 和图 5 可得,
存在间隙后,Hopf 分岔点 P1 没有改变,即间隙不影响机翼的线性颤振速度. 存在间隙后,除了

Hopf 分岔点 P1 外,系统还存在两个 Fold 分岔点 P2 和 P3 . 系统经过 Fold 分岔后,将分岔出一

个稳定 LCO 和一个不稳定 LCO,并伴随出现 LCO 幅值的跳跃现象. Dimitriadis[15] 用数值方法

研究了含立方非线性二元机翼的极限环幅值的跳跃现象,同时得到了 Fold 分岔点. LCO 幅值

的跳跃现象将严重影响飞行器的安全飞行. 之前的文献[2,26]表明,存在亚临界 Hopf 分岔的

机翼也会出现 LCO 幅值的跳跃现象. 本文的研究表明,存在间隙的机翼也会导致 LCO 幅值的

跳跃. 因此,应避免机翼间隙的出现,尤其须注意控制面板铰链的松动等容易出现间隙的位置.
图 5(b)的数值结果与平均法的结果吻合得很好.

(a) 平均法结果 (b) 数值结果

(a) Averaging method result (b) Numerical result
图 6摇 LCO 幅值随 Mach 数的变化关系 (Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1, 琢 f = 0. 1)

Fig. 6摇 LCO amplitude in pitch vs. Mach number (Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1, 琢 f = 0. 1)

图 7摇 LCO 幅值随 Mach 数的变化关系

(啄 = 0. 1, 琢 f = 0. 1)

Fig. 7摇 LCO amplitude in pitch vs. Mach
number (啄 = 0. 1, 琢 f = 0. 1)

取间隙参数 Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1 和 琢 f = 0. 1, 结

果如图 6 所示. 其中,图 6 ( a)为平均法结果,图 6
(b)为数值结果. 图 6( a)中实线为稳定 LCO,虚线

为不稳定 LCO . 此时,系统仍存在一个超临界 Hopf
分岔点 P1 和两个 Fold 分岔点 P2 和 P3 . 系统经过

Fold 分岔点后,也会出现 LCO 幅值的跳跃现象. 但
此时跳跃现象是在两个 LCO 之间跳跃. 图 6(b)的
数值结果也得到了 Hopf 分岔点和 Fold 分岔点,与
平均法的结果吻合的很好.

图 7 至图 9 给出了机翼俯仰方向的 LCO 幅值

在不同间隙参数下的响应曲线. 由此得到了各间隙

参数对 LCO 响应特性的影响.
图 7 对应的间隙参数为 琢 f = 0. 1, 啄 = 0. 1, Mf

分别取 0,0. 5 和 1. 实线对应的为 Mf = 1 的 LCO 响应曲线. 此时,也是一种无间隙状态,系统不
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存在幅值跳跃现象. 点线对应的为 Mf = 0. 5 的 LCO 响应曲线. 此时,在 a2 = 琢 f(琢 f = 0. 1) 处为

一变换点(TP),经过此点后, LCO 的幅值比无间隙时的大, 但该点处没有 Fold 分岔, 也无幅

值的跳跃现象. 虚线对应的为 Mf = 0 的 LCO 响应曲线. 此时,在变换点处为 Fold 分岔,对应的

系统也出现了幅值的跳跃现象.
图 8 对应的间隙参数为 Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1,琢 f 分别取 0. 05,0. 1 和 0. 15. 由图可知,变换点

随 琢 f 的变化而变化. 实线对应的为 琢 f = 0. 15 的 LCO 响应曲线. 此时,经过变换点后,幅值增大

了,但没有出现跳跃现象. 点线对应的为 琢 f = 0. 1 的 LCO 响应曲线. 此时,将会出现两个 LCO
之间的幅值跳跃现象. 虚线对应的为 琢 f = 0. 05 的 LCO 响应曲线. 此时,也会出现 LCO 幅值的

跳跃现象,而且是在低于颤振速度的时候,从零解突然跳跃到一个较大幅值的 LCO 上. 因此,
这种状况对飞行器安全飞行的危害尤其大. 此外,由图 8 还可知,间隙离平衡位置越近,LCO 幅

值越大.

图 8摇 LCO 幅值随 Mach 数的变化关系 图 9摇 LCO 幅值随 Mach 数的变化关系

(Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1) (Mf = 0. 1, 琢 f = 0. 1)

Fig. 8摇 LCO amplitude in pitch vs. Mach Fig. 9摇 LCO amplitude in pitch vs. Mach

number (Mf = 0. 1, 啄 = 0. 1) number (Mf = 0. 1, 琢 f = 0. 1)

图 9 对应的间隙参数为 琢 f = 0. 1,Mf = 0. 1,啄 分别取 0. 05,0. 1 和 0. 15. 实线对应的为 啄 =
0. 15 的 LCO 响应曲线,而点线和虚线分别对应 啄 = 0. 1 和 啄 = 0. 05. 由图可知,啄 的变化没有改

变变换点的特性,3 种情况都存在跳跃现象. 但是减小间隙量 啄 可以降低幅值的跳跃量.
因此,平均法可以有效地预测含间隙和立方非线性二元机翼的分岔点和 LCO 响应,包括

稳定的和不稳定的 LCO.

5摇 结摇 摇 论

本文研究了超声速流中含间隙和立方非线性二元机翼的气动弹性响应. 首先,由平均法得

到了气动弹性方程的极限环响应,然后用 Floquet 理论分析了极限环的稳定性. 在间隙系统得

到了一个超临界 Hopf 分岔、两个 Fold 分岔和幅值的跳跃现象. 数值解与平均法的结果进行了

对比,两者吻合的很好. 最后,详细研究了间隙参数对气动弹性响应的影响. 结果表明,间隙可

能会导致 LCO 幅值的跳跃现象. 但增大间隙的中心刚度或间隙的起始位置可以消除这种现

象;而改变间隙的大小却不能改变系统的跳跃特性,减小间隙量可以减小 LCO 幅值的跳跃量.
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附摇 录

方程(8)的系数表达式:

摇 摇 r = 1 -
字2
琢

r2琢
, N11 = - 棕- 2

V*2, N12 = - 2
棕- 灼 孜

V* - 1
4滋M肄 r2琢

(4a 字琢 + 4r2琢 + 字琢(酌 + 1)子M肄 ),

摇 摇 N13 = - 1
4滋M肄 r2琢

(4a 字琢 + 4r2琢 + 字琢(酌 + 1)子M肄 ),

摇 摇 N14 = 2
字琢 灼琢

V* + 1
4滋M肄

(4a + (酌 + 1)子M肄 ) +
字琢

6滋M肄 r2琢
(2(1 + 3a2) + 3a(酌 + 1)子M肄 ),

摇 摇 N21 =
字琢

r2琢
棕- 2

V*2, N22 = 2
字琢

r2琢
棕- 灼 孜

V* + 1
4滋M肄 r2琢

(4字琢 + 4a + (酌 + 1)子M肄 ),

摇 摇 N23 = 1
4滋M肄 r2琢

(4字琢 + 4a + (酌 + 1)子M肄 ),

摇 摇 N24 = - 2
灼琢

V* -
字琢

4滋M肄 r2琢
(4a + (酌 + 1)子M肄 ) - 1

6滋M肄 r2琢
(2(1 + 3a2) + 3a(酌 + 1)子M肄 ) .

方程(22)和(23)的系数表达式:
摇 摇 R1 = N14N21 - N11N24 + N22N13 - N12N23, R2 = N12 + 字琢N22,

摇 摇 R3 = r(N12 + N24), R4 = r 2N22,
摇 摇 R5 = r(N11N22 + N22N23 - N21N12 - N21N24) + N22(N14N22 - N12N24),
摇 摇 R6 = - rN22, R7 = N23(N11N22 - N12N21) + N21(N14N21 - N11N24),
摇 摇 R8 = N12N21 - N11N22 .
方程(24)的系数表达式:
摇 摇 Q1 = R2

2R4 + R2R3R6,

摇 摇 Q2 = 2R1R2R4 + R1R3R6 + R2R3R5 + R2
3R8,

摇 摇 Q3 = R2
1R4 + R1R3R5 + R2

3R7 .
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Dynamic Analysis of a Two鄄Degree鄄of鄄Freedom
Airfoil With Freeplay and Cubic Nonlinearities

in Supersonic Flow

GUO Hu鄄lun,摇 CHEN Yu鄄shu
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, P. R. China)

Abstract: The nonlinear aeroelastic response of a two鄄dimensional airfoil with freeplay and cu鄄
bic nonlinearities in supersonic flow were investigated. The second鄄order piston theory was em鄄
ployed to analyze a double wedge airfoil. Then, the fold bifurcation and the amplitude jump
phenomenon were detected using averaging method and multi鄄variable Floquet theory. The ana鄄
lytical results were further verified by numerical simulations. Lastly, the influence of the free鄄
play parameters on the aeroelastic response was analyzed in detail.

Key words: freeplay and cubic nonlinearity; averaging method; limit cycle oscillations; ampli鄄
tude jump phenomenon
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