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摘要:摇 当 Helmholtz 微分方程转化为非线性边界积分方程后,可以利用机械求积法求得近似解,
此方法具有较高的收敛精度阶 O(h3) 和较低的计算复杂度. 构造机械求积法时,一个非线性方程

系统通过离散非线性积分方程得到. 此外,每个矩阵元素的值都不需要计算任何奇异积分. 根据渐

近紧理论和 Stepleman 定理,整个系统的稳定性和收敛性得到了证明. 利用 h3 鄄Richardson 外推算

法,收敛精度阶可以提高到 O(h5) . 为了求解非线性方程组,利用 Ostrowski 不动点定理研究了

Newton 的解的收敛性. 几个算例从数值上说明了本算法的有效性.
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引摇 摇 言

调和波在绕过障碍物时的传播和发散本质上可以转换为一个两维的问题,通常可以通过

一个 Helmholtz 方程以及它对应的边界条件来描述这个物理过程. 本文主要讨论具有下述非线

性边界条件的 Helmholtz 方程:

摇 驻u - 琢2u = 0, 在 赘 内,
鄣u / 鄣n = - G(u) + f(x) = - g(x,u) + f(x), 在 祝 上

{ ,
(1)

其中, 琢 是一个描述传播系数的正实数,赘 奂 R2 是一个具有光滑边界 祝 的有界、单连通区域,
鄣 / (鄣n) 是边界 祝 上的单位外法向导数,以及 g(x,u), f(x) 是已知函数.

研究 Helmholtz 方程数值解的文献大量地采用了有限元方法[1鄄5],如 Hiptmair 和 Meury[2]

利用对偶有限元方法得到微分方程的数值模拟,以及 Sze 和 Liu[5]给出了杂交鄄Trefftz 三角有限

元方法求方程的数值解. Ruotsalainen 和 Wendland[6] 把具有非线性边界条件的 Helmholtz 方程

转化为边界积分方程并利用 Galerkin 方法近似积分方程,得到精度阶为 O(h2) 的数值解. At鄄
kinson 和 Chandler[7]利用求积方法得到具有非线性边界条件的 Laplace 方程的高精度解.
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Huang 和 Wang[8]为具有混合线性边界的 Helmholtz 方程构造机械求积法求解积分方程,得到

O(h3) 的收敛速度.
由转化为边界积分方程的 Green 公式[8鄄9],Helmholtz 方程可等价于

摇 摇 u(y) = 乙
祝
k*(y,x)u(x)dsx - 乙

祝
h*(y,x) 鄣u

鄣n dsx,摇 摇 y 沂 赘 . (2)

令 y 趋于边界 祝 上的点,并代人方程(1) 的边界条件,得到边界 祝 上的微分方程

摇 摇 1
2 u(y) - 乙

祝
k*(y,x)u(x)dsx - 乙

祝
h*(y,x)G(u)dsx =

摇 摇 摇 摇 - 乙
祝
h*(y,x) f(x)dsx,摇 摇 y 沂 祝, (3)

其中 x = (x1,x2),y = (y1,y2), | x - y | 2 = (x1 - y1) 2 + (x2 - y2) 2,h*(y,x) 是 Helmholtz 对
应的积分方程的基本解[10]

摇 摇 h*(y,x) =
- 1
2仔 K0(琢 | x - y | ), 当 琢 > 0,

- 1
2仔 ln | x - y | , 当 琢 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(4)

其中 K0 是 Bessel 函数

摇 摇 K0( z) = - ln z + ln 2 - 酌,摇 摇 z 寅0, (5)
酌 = 0. 577 21… 是 Euler 常数,以及 k*(y,x) = 鄣h*(y,x) / 鄣n . 根据等式(3),在边界 祝 上的边

界值 u可以求出,又由方程(1) 的边界条件,法向导数也可以求得. 因此,对于所有的 y沂 赘,根
据等式(2),都可以计算出对应的函数值 u(y) .

一些数值方法被提出来求解非线性边界积分方程(3). 林群[11]1958 年时就研究了具有光

滑核的非线性积分方程. Ismail[12]提出了一种特别的求积法求解具有 Hilbert 核的两维非线性

积分方程,但不太方便利用外推算法提高精度阶. Yan[13] 把求积方法和预迭代法相结合,用来

求解两维 Helmholtz 方程. Shen 和 Wang[14] 对于具有高传播数的 Helmholtz 方程作出了谱鄄
Galerkin 逼近的误差分析. Kress 和 Sloan[15]给出了一种求积方法求解边界积分方程,并且他们

的误差分析是建立在三角多项式插值基础之上的. 程攀等[16]利用机械求积法求解了具有非线

性边界条件的 Laplace 方程.
我们给出了建立在 Side 求积公式[8] 上的机械求积法,求解 Helmholtz 方程所对应的非线

性边界积分方程,在生成离散矩阵时不需要计算任何奇异积分. 根据渐近紧理论和 Stepleman
定理,我们证明了非线性系统的稳定性和收敛性. 并证明了 Newton 迭代法求解此非线性系统

的合理性. 既然具有 O(h3) 的三阶渐近误差展开式可以求得,利用外推算法[8,10,17],具有五阶

精度 O(h5) 的近似解也能通过外推得到. 因此,我们不仅极大的提高了近似解的精度阶,而且

还得到了一个后验误差估计,此估计可以用来构造一些自适应算法. 数值算例也说明了此方法

的实用性.
在本文第 1 节中,我们为非线性边界积分方程构造了机械求积法,当离散后,得到一个非

线性系统. 在第 2 节中,我们分析了 uh 的误差并得到一个渐近展开,进一步利用外推算法得到

高精度近似解. 在第 3 节中,利用 Ostrowski 不动点方法讨论 Newton 迭代法的可行性. 在第 4 节

中,用数值算例说明此方法的优越性.

1摇 机械求积法

假设 祝 是一条光滑闭曲线, 且有参数变换:x( s) = (x1( s), x2( s)) :[0,2仔] 寅 祝, 满足:

6041 程摇 摇 攀摇 摇 摇 黄摇 摇 晋摇 摇 摇 王摇 摇 柱



| x忆( s) | 2 =| x忆
1( s) | 2 +| x忆

2( s) | 2 > 0. 令C2m[0,2仔] 为具有周期2仔 的2m次可微的周期函数,
且有 xi( s) 沂 C2m[0,2仔],i = 1,2. 在 C2m[0,2仔] 中定义如下积分算子:

摇 摇
(Ku)( s) = 2乙 2仔

0
k( t,s)u( t)dt,

(Hu)( s) = 2乙 2仔

0
h( t,s)u( t)dt

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(6)

其中, u( t) = u(x1( t),x2( t)),k( t,s) = k*(x( t),x( s)) | x忆( t) | 是一个光滑核函数,以及 h( t,
s) = h*(x( t),x( s)) | x忆( t) | 是一个具有对数弱奇异的核函数. 则方程(3)可等价为

摇 摇 ( I - K)u + HG(u) = Hf . (7)
为了得到此方程的解,我们先给出 3 个假设条件[6鄄7]:

1) diag(赘) < 1;
2) 对于 u 沂 R,g(·,u) 是可测的,以及对于任意的 x 沂 祝,函数 g(x,·) 是连续的;
3) 鄣g(x,u) / 鄣u 是 Borel 可测的且满足: 0 < l < 鄣g(x,u) / 鄣u < L < 肄 .
显然,假设 3)表明 g(x,u) 是 Lipschitz 连续的且是强单调的. 由这 3 条假设条件,可以得

到解的唯一性.
引理 1[6] 摇 在这些假设条件下,若 f 沂 H -1 / 2(祝), 则在方程(7)中有唯一解.
令 h = 2仔 / n(n 沂 N) 为网格宽度,以及 t j = s j = jh ( j = 0,1,… ,n - 1) 为网格节点. 由于

算子 K 是具有周期 2仔 的光滑积分算子,由梯形公式[18鄄19],可得高精度的 Nystr觟m 近似:

摇 摇 (Khu)( s) = h移
n-1

j = 0
k( t j,s)u( t j), (8)

对应的误差为

摇 摇 (Ku)( s) - (Khu)( s) = O(h2m) . (9)
对于对数弱奇异算子 H, 由 Sidi[19]求积公式可得其 Nystr觟m 近似:

摇 摇 (HhG(u))( s) = h移
n-1

j = 0
hn( t j,s)G(u( t j)), (10)

其中它的近似连续核 hn( t,子) 被定义为

摇 摇 hn( t,s) =
h( t,s), | t - s | 逸 h,
1
2仔 ln 1

2仔 h | x忆( s)( )| + 着[ ]琢 | x忆( s) | , | t - s | < h{ ,
(11)

其中

摇 摇 着琢 = - ln(2琢) - 酌, 当 琢 > 0,
0, 当 琢 = 0{ .

(12)

算子 H 的误差为

摇 摇 (HG(u))( s) - (HhG(u))( s) =

摇 摇 摇 摇 2移
m-1

滋 = 1

灼 忆( - 2滋)
(2滋)! (G(u( s))) (2滋)h2滋 +1 + O(h2m), (13)

其中 灼 忆( t) 是 Riemann zeta 函数的导数. 因此,我们得到等式(7)的数值近似方程组

摇 摇 (I - Kh)uh + HhG(uh) = Hh fh . (14)
显然,等式(14)是含有未知变量 uh 的非线性方程系统. 当在边界 祝 上的 uh 被解出后,对于任

意的 y 沂 赘,我们可根据下式计算未知量 uh(y):
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摇 摇 uh(y) =
h | x忆( t j) |

2仔 移
n

j = 1
[uh( t j)k(x( t j),y) +

摇 摇 摇 摇 (G(u( t j)) + f( t j))hn(x( t j),y)],摇 摇 y 沂 赘 . (15)

2摇 渐近展开式和外推算法

由于算子 K 是一个连续算子, 根据对数容度理论[8,20], ( I - K) -1 是存在的且是一致有界

的. 分别定义记号 Lh = ( I - Kh) -1Hh 和 L = ( I - K) -1H, 则我们得到下面的渐近紧性质.
定理 1摇 在空间 C[0,2仔]中, {近似算子序列 L }h 是渐近紧的且收敛于 L, 即

摇 摇 Lh 寅
a. c.

L .
证明摇 由于 hn( t,子) 是对于积分核 h( t,子) 的连续近似,因此, {近似算子列 H }h 是一个渐

近紧序列且收敛于H,即在C[0,2仔] 中,当 n寅肄 时, 有Hh 寅
a. c.

H .
{

这表明对于任意的有界序列

ym 沂 C(m)[0,2仔 }] , {在 Hhy }m 中都存在一个收敛的子列. 不失一般性,不妨假设当 m 寅 肄
时,有 Hhym 寅 z . 由渐近紧性质以及求积规则[18鄄19],我们得

摇 摇 椰Lhym - ( I - K) -1 z椰 臆 椰( I - Kh) -1椰·椰Hhym - z椰 +
摇 摇 摇 摇 椰( I - Kh) -1(Kh - K)( I - K) -1 z椰 寅0,摇 摇 当 m 寅 肄 和 h 寅0,

其中椰·椰是 谊 (C(m)[0,2仔],C(m)[0,2仔]) 的范数. {这表明序列 L }h 是一个渐近紧算子列.
摇 摇 此外,我们将证明当 n 寅 肄 时,算子列 Lh 是逐点收敛于 L 的. 实际上,对于所有的 y 沂

C(m)[0,2仔],由于 Hh 寅
a. c.

H, 得

摇 摇 椰Hhy - Hy椰 寅0,摇 摇 当 h 寅0.
又由求积规则[19],还有性质

摇 摇 椰Lhy - Ly椰 臆 椰( I - Kh) -1椰·椰Hhy - Hy椰 +
摇 摇 摇 摇 椰( I - Kh) -1(Kh - K)( I - K) -1Hy椰 寅0,摇 摇 当 h 寅0.

因此,序列 Lh 是逐点收敛于 L 的.
既然序列 Lh 是渐近紧序列且逐点收敛于 L, 我们得到此定理的证明. 阴
根据非线性函数 G(u) 的假设,我们得到如下渐近紧收敛的性质[22]:

摇 摇
HhG忆(u) 寅

a. c.
HG忆(u),

( I - Kh) -1HhG忆(uh) 寅
a. c.

( I - K) -1HG忆(u)
{

.

定义记号 K
-
huh = ( I - Kh) -1uh,H

-
huh = HhG(uh), f

摇 -
h = Hh fh . 则等式(14)可以重新叙述

如下:

摇 摇 K
-
huh + H

-
huh = f

摇 -
h . (16)

引理 2[21](Stepleman 定理)摇 令映射 A: Rn 寅 L(Rn),B: Rn 寅 L(Rm,Rn),以及 F: Rn 寅
Rn 是连续的并假设对坌x沂Rn,有关系椰A(x) -1椰 < C1 < 肄,椰A(x) -1B(x) < C2 < 肄椰,
椰F(x)椰 < C3 < 肄 . 则对任意的 b沂 Rm,方程 A(x)x = B(x)b + F(x) 有唯一解,其中 B沂
L(Rm,Rn) 表示 n 伊 m 矩阵或一个线性算子.

引理 3[6] 摇 设 f 沂 H -1 / 2(祝) 已知. 则存在常数 R( f ) > 0 使得对如下等式:
摇 摇 At(u) = u + t( - Ku + HG(u) - Hf ) = 0, (17)

若当 椰u椰0 > R( f ) 时,对于任意的 t 沂 [0,1] 都无解.
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定理 2摇 假设函数 u, f 沂 C3[0,2仔], 则我们有如下性质:
1) 在方程(16)中解一定存在;
2) 对于近似解,一定存在一个渐近展开

摇 摇 u - uh = 鬃( s)h3 + o(h3), (18)
其中 鬃( s) 沂 C0[0,2仔] 是与 h 无关的函数.

证明摇 1) 显然,近似算子 K
-
h,H

-
h 是连续的. 由于算子 K 是连续算子,由对数容度理论,算

子( I - K) -1 是存在的且是一致有界的. 因此 椰K
- -1
h 椰 < C1 < 肄 .

由引理 3 以及关于非线性函数 G(u) 的假设,我们得

摇 摇 椰H
-

huh椰 = h max
1臆i臆n

移
n

j = 1
| hijG(u jh) | 臆

摇 摇 摇 摇 h max
1臆i臆n

移
n

j = 1
| hij | | G(u jh) | 臆 Ch max

1臆i臆n
移

n

j = 1
| hij | ,

其中, hij = hn( ti,t j) 和C > 0. 根据 Nystr觟m 近似算子Hh 的构成,我们有结论椰H
-

huh椰 < C2 <
肄 . 故引理 2 的条件成立,则在方程(16)中解一定存在.

2) 由等式(7)和等式(14),我们有如下关系:
摇 摇 (u - uh) + (Ku - Khuh) + (HG(u) - HhG(uh)) = (H - Hh) f .

由于算子 H 是一个对数弱奇异算子,由方程(13),我们有

摇 摇 Hf( s) - Hh f( s) = 2 灼 忆( - 2)
(2)! f (2)( s)h3 + o(h3) .

得等价的等式为

摇 摇 (u - uh) + (Ku - Khu + Khu - Khuh) +
摇 摇 摇 摇 (HG(u) - HhG(u) + HhG(u) - HhG(uh)) = 渍1( s)h3 + o(h3),

其中 渍1( s) = 灼 忆( - 2) f (2)( s) . 再由误差估计式(9)和(13),有
摇 摇 (u - uh) + Kh(u - uh) + Hh(G(u) - G(uh)) = 渍( s)h3 + o(h3),

其中 渍( s) = 渍1( s) + 灼 忆( - 2) (G(u( s))) (2)( s) . 利用微分中值定理,我们得

摇 摇 ( I - Kh + HhG忆(u- h))(u - uh) = 渍( s)h3 + o(h3), (19)
其中 u- h = uh + t(u - uh)(0 臆 t 臆1) . 又由于( I - Kh) -1 存在,等式(19)可被重新描述为

摇 摇 ( I - Wh)(u - uh) = 渍( s)h3 + o(h3),

其中 Wh = - ( I - Kh) -1HhG忆(u- h) 和 W =- ( I - K) -1HG忆(u-) .

因此,我们得到结论 Wh 寅
a. c.

W 和( I - Kh) -1 是存在和有界的. 即当我们令 鬃( s) = ( I -
Wh) -1渍( s) 时,由于( I - Wh) -1 是有界的[8,18] . 本定理成立. 阴

令 uh 和 uh / 2 是当网格宽度分别取 h 和 h / 2 时,等式(14)的解. 利用渐近展开式(18),得
h3 鄄Richardson 外推算法[8,10]:

摇 摇 u*
h ( s j) = 1

7 (8uh / 2( s j) - uh( s j)),摇 摇 s j = jh; j = 0,…,n - 1,

其对应误差为: 椰u*
h ( s j) - u( s j)椰 = o(h3) .

利用此外推结果,我们可以得到如下的后验误差估计:

摇 摇 椰uh / 2( s j) - u( s j)椰 臆 8
7 uh / 2( s j) - 1

7 uh( s j) - u( s j) +
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摇 摇 摇 摇 1
7 椰uh / 2( s j) - uh( s j)椰 臆 1

7 椰uh / 2( s j) - uh( s j)椰 + o(h3) .

显然,此不等式可以用来构造自适应算法. 同时我们可以发现,虽然外推算法不是太复杂,但在

提高精度阶时却非常有效.

3摇 非线性方程组的迭代解法

Newton 迭代法将被提出来求解此非线性方程组. 为了方便,我们记

摇 摇 追(z) = (渍1(z),…,渍 n(z)) T, (20)
其中摇 摇 z = ( z1,…,zn) T = uh,

摇 摇 渍 i(z) = zi - h移
n

j = 1
ki, jz j - h移

n

j = 1
hi, j(G( z j) - f j),

特别地, ki, j = kn( ti,t j) 和 hi, j = hn( ti,t j) .
则方程(14)可被重新叙述如下:
摇 摇 追(z) = 0. (21)
函数 追(z) 对应的 Jaccobi 矩阵为

摇 摇 A(z) = 追忆(z) = (鄣j渍 i(z)) n伊n . (22)
因此,Newton 迭代法描述如下:

摇 摇 zk+1 = 棕(zk), 棕(z) = z - (A(z)) -1追(z),摇 摇 k = 0,1,2,… . (23)
引理4[21](Ostrowski 定理)摇 假设有一固定点 z* 沂int(D) 满足映射关系棕: D奂Rn 寅Rn

和在点 z* 处的 F鄄 导数是存在的. 若 棕 忆(z*) 的谱半径满足

摇 摇 籽(棕 忆(z*)) = 啄 < 1, (24)
则必然存在一个开球 S = S(z*,啄0) 奂 D使得对于任意的 z0 沂 S,迭代序列(23) 都是稳定的且

收敛于 z* .
引理 5[21] 摇 假设 A,C 沂 L(Rn),椰A -1椰 < 茁,椰A - C椰 < 琢,琢茁 < 1,则 C 是可逆的且

有关系:椰C -1椰 < 茁 / (1 - 琢茁) .
定理 3摇 假设 追: D 奂 Rn 寅 Rn 是 F鄄 可导的,点 z*满足方程 追(z) = 0. 映射 A:S 奂 D 寅

L(Rn) 在点 z* 是连续的和可逆的,其中 S是点 z* 的邻域. 则必然存在一个闭球 S
-
= S

-
(z*,啄) 奂

S,使得 棕 在点 z* 处是 F鄄 可导的:
摇 摇 棕 忆(z*) = I - (A(z*)) -1追忆(z*) . (25)
证明摇 令 茁 =椰(A(z*)) -1椰 > 0,由于A(z*) 是可逆的,以及由于A(z) 在点 z* 处是连

续的,因此对于 0 < 着 < (2茁) -1,埚啄 > 0,当 z沂 S
-
(z*,啄),有性质 椰A(z) - A(z*)椰 < 着 .

考虑引理 5的结论,(A(z)) -1对任意的 z沂 S
-
,有不等式椰(A(z)) -1椰臆 茁 / (1 - 着茁) 成立. 因

此,可以构造如下等式:

摇 摇 棕(z) = z - (A(z)) -1F(z),摇 摇 z 沂 S
-
.

由于函数 追(z) 在点 z* 处是可导的,因此 埚啄 > 0,当 z沂 S
-
(z*,啄) 时,由 F鄄 导数的定义

可得如下不等式:
摇 摇 椰追(z) - 追(z*) - 追忆(z*)(z - z*)椰 臆 着椰z - z*椰 .
考虑函数 棕(z) 的导数有

摇 椰棕(z) - 棕(z*) - [ I - (A(z*)) -1追忆(z*)](z - z*)椰 =
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摇 摇 摇 摇 椰 - (A(z)) -1追(z) - (A(z*)) -1追忆(z*)(z - z*)椰 臆
摇 摇 摇 摇 椰(A(z)) -1(A(z*) - A(z))(A(z*)) -1追忆(z*)(z - z*)椰 +
摇 摇 摇 摇 椰(A(z)) -1(追(z) - 追(z*) - 追忆(z*)(z - z*))椰 臆
摇 摇 摇 摇 (2茁2着椰F忆(z*)椰 + 2茁着)椰z - z*椰 臆 c着椰z - z*椰, (26)

其中 c = 2茁(茁椰F忆(z*)椰 + 1) . 根据 F鄄 的定义,我们得到了函数 棕 在 z* 处的 F鄄 导数:
摇 摇 棕 忆(z*) = I - (A(z*)) -1追忆(z*) . 阴
利用等式(22)中关于矩阵 A的定义,我们有性质 籽(棕 忆(z*)) = 0 < 1. 与引理4 相结合,则

得迭代序列是稳定的且收敛于点 z* .

4摇 数 值 例 子

例 1摇 考虑定义在一个圆形平面区域上的 Helmholtz 方程 赘 {= (x1,x2) | x2
1 + x2

2 臆0. 5 }2 ,

其中 琢 = 2 . 边界祝可以描述为:(x1,x2) = (0. 5cos 兹,0. 5sin 兹),兹 沂[0,2仔] . 在边界祝上的

非线性边界条件描述如下:G( u) = u + sin( u) 以及 f = e0. 5cos兹 +0. 5sin兹(cos 兹 + sin 兹 + 1) +
sin(ex1+x2),则此方程的准确解为 ex1+x2 .

当设置迭代次数为 20 次时,根据等式(14)可以计算出变量 uh(y) 在边界 祝 上的值并列

出在表 1 中. 为描述方便,我们记误差为

摇 摇 eh(兹) =| uh(兹) - u(兹) | ,
外推后的误差为

摇 摇 eh(兹) =| u*
h (兹) - u(兹) | ,

误差之比为

摇 摇 rh(兹) = eh(兹) / eh / 2(兹),
以及后验误差估计为

摇 摇 ph(兹) = 椰uh / 2(兹) - uh(兹)椰 / 7.
表 1摇 在边界 祝 的误差 eh(兹),e h(兹) 和误差比 rh(兹),其中 兹1 = 仔 / 6,兹2 = 2仔 / 3

Table 1摇 The errors eh(兹),e h(兹) and errors ratio rh(兹), when 兹1 = 仔 / 6,兹2 = 2仔 / 3 on 祝

n 24 48 96 192 384

eh(兹1) 5. 32E-4 6. 44E-5 8. 01E-6 1. 01E-6 1. 26E-7

rh(兹1) 8. 26 8. 04 8. 00 8. 00

e h(兹1) 2. 74E-6 9. 89E-8 3. 44E-9 1. 15E-10

ph(兹1) 6. 47E-5 8. 02E-6 1. 01E-6 1. 26E-7

eh(兹2) 8. 61E-4 1. 04E-4 1. 31E-5 1. 64E-6 2. 05E-7

rh(兹2) 8. 27 8. 04 8. 01 8. 00

e h(兹2) 4. 95E-6 1. 77E-7 6. 10E-9 2. 01E-10

ph(兹2) 1. 07E-4 1. 33E-5 1. 65E-6 2. 05E-7

摇 摇 由表 1,从数值上可得结论: log2 rh(兹 i) 抑 3,和 log2 eh(兹 i) / eh / 2(兹 i) 抑 5, 这与等式(18)的
结论相一致.

当在边界 祝 上的函数值计算得到后,根据等式(15),可以计算得到任意点处的函数值 uh .
例 2[15] 摇 考虑平面上的波动函数 u 的散射传播问题. 其中障碍物为一个具有非凸回形边

界 祝 的柱状体,它的剖分面在图 1 中叙述. 对应边界的参数描述如下:
摇 摇 x( t) = (x1( t),x2( t)) = (cos t + 0. 65cos 2t + 0. 65,1. 5sin t),摇 摇 0 臆 t 臆2仔 .
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图 1摇 具有回形轮廓边界的数值例子

Fig. 1摇 Boomerang鄄shaped domain for
numerical example

关于散射波 u, 文献[15]求解了此方程的 Dirichlet
外问题. 此处,我们求解微分方程具有非线性边界条件

的 Neumann 问题. 我们令系数

摇 摇 琢 = 2 , G(u) = u + sin(u)
摇 摇 f = e -x1-x2[( - 1. 5cos t - sin t -

摇 摇 摇 摇 1. 3sin 2t) / w + 1] + sin(e -x1-x2),
其中

摇 摇 w = (1. 5cos t) 2 + (sin t + 1. 3sin 2t) 2 .
则本问题的解析解为: e -x1-x2 .

与例 1 相似,当设置迭代次数为 20 次时,根据等

式(14)可以计算出声波 uh(y) 在边界祝上的值并列出

在表 2 中. 且当在边界 祝 上的函数值计算得到后,根据

等式(15),可以计算得到 赘 内任意点处的函数值 uh . 其中,我们引用表 1 中相同的记号.
表 2摇 在边界 祝 上的误差 eh(兹),e h(兹) 和误差比 rh(兹),其中 兹1 = 0,兹2 = 仔 / 4

Table 2摇 The errors eh(兹),e h(兹) and errors ratio rh(兹), when 兹1 = 0,兹2 = 仔 / 4 on 祝

n 8 16 32 64 128

eh(兹1) 6. 13E-3 7. 32E-4 8. 92E-5 1. 10E-5 1. 38E-6

rh(兹1) 8. 37 8. 21 8. 10 8. 00

e h(兹1) 7. 49E-5 2. 71E-6 9. 43E-8 3. 15E-9

ph(兹1) 7. 41E-4 8. 95E-5 1. 11E-5 1. 38E-6

eh(兹2) 5. 41E-3 6. 48E-4 7. 91E-5 9. 77E-6 1. 22E-6

rh(兹2) 8. 35 8. 19 8. 10 8. 00

e h(兹2) 6. 85E-5 2. 47E-6 8. 58E-8 2. 85E-9

ph(兹2) 6. 55E-4 7. 95E-5 9. 78E-6 1. 22E-6

5摇 结摇 摇 论

一般地,利用机械求积法求解此微分方程主要有两个优点:1) 计算离散矩阵中的每个元

素都非常简单而直接,不需要计算任何奇异积分;2) 此算法具有高精度阶 O(h3) . 同时根据

数值结果可以发现,若问题离散的规模越大,则精确程度就越高. 同时本文只针对光滑边界上

的问题采用了机械求积法,此方法可以推广到非光滑边界上去.
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Mechanical Quadrature Methods and Extrapolation for
Solving Nonlinear Boundary Integral Equations

of Helmholtz Equation
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Abstract: Mechanical quadrature methods(MQMs) for solving nonlinear boundary integral
equations of Helmholtz equation, which possessed high accuracy order O(h3) and low compu鄄
ting complexities, were presented. Moreover, the mechanical quadrature methods were simple
without computing any singular integration. A nonlinear system was constructed by discretizing
the nonlinear boundary integral equations. The stability and convergence of the system were
proved based on asymptotical compact theory and Stepleman theorem. Using the h3 鄄Richardson
extrapolation algorithms(EAs), the accuracy order to O(h5 ) was improved. For solving the
nonlinear system, Newton iteration was discussed extensively by Ostrowski fixed point theo鄄
rem. The efficiency of the algorithms was illustrated by numerical examples.

Key words: Helmholtz equation; mechanical quadrature method; Newton iteration; nonlinear
boundary condition
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