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摘要:摇 仿样有限条法(spline finite strip method)是分析等截面结构最流行的数值方法之一. 在以

往的研究中,与一些基准问题的解析结果相比较,论证了该方法数值结果的有效性和收敛性,但至

今未对该方法的精确解和显式误差项进行过数学推导,解析地论证过其收敛性. 该文在对平板的

分析中,使用酉变换(简称 U 变换)逼近法,导出了仿样有限条法精确的数学解,这是首次在公开文

献中给出的精确解. 和常规的仿样有限条法相比较,总矩阵方程的集成及其数值解都不同,U 变换

法的总矩阵方程,减少为仅含有 2 个未知量的方程,然后导出仿样有限条法显式的精确解. 精确解

按 Taylor 级数展开,导出误差项和收敛率,并和其他数值方法直接比较. 在这一点上可以发现,仿
样有限条法收敛速度和非协调有限元相同时,包含的未知量少得多,收敛率比常规的有限差分法

快得多.
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引摇 摇 言

U 变换最初是 Chan,Cai 和 Cheung[1] 针对周期性结构的精确分析发展起来的,随后 Cai,
Liu 和 Chan[2]将它推广到双周期性系统. 这种方法的有效性取决于一个复酉矩阵 U,当它被应

用于一个循环矩阵时,循环矩阵被完全对角化. 这种循环矩阵出现在许多科学和工程学分支,
以及结构工程领域中,它们对应着周期结构的刚度矩阵. 于是,U 变换法成为周期的或循环对

称结构系统解耦的数学工具,从而使求得相应显式精确解成为可能. 该方法还成功地应用于大

量线性周期转动的结构系统,如连续梁和连续板、折叠板、桁架、缆索的网状结构和弹簧鄄质点

系统等. 最近,Cai 等[3]还将该方法用于板的应力集中问题.
自从 Cheung 教授于 1968 年首次提出有限条法(FSM)以来,一直为研究团体所特别重视,

并在全世界的土木工程中得到广泛运用,相关的论述报告陆续问世[4鄄7] . 不同版本的有限条法

之一,是由 Cheung[8]首先提出的经典的有限条法,由于控制的刚度矩阵方程得到解耦,计算量

显著地减少,而受到了广泛的关注. 但是,经典的有限条法仅限于具有“简单支承冶端的结构,
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对于一般的边界条件问题,仿样有限条法(spline finite strip method)更为通用,因而成为经典有

限条法的补充. 就作者所知,尽管 Smith 和 Allen[9]、Li[10]对经典有限条法的精确性和收敛率进

行过研究,但在文献中论证仿样有限条法的功能时,仅限于与解析解或其他数值解的比较,并
没有在文献中对仿样有限条法的精确解形式以及收敛率,进行过明确的数学推导. 本文以简单

支承板的弯曲问题为例,使用 U 变换逼近法,给出推导过程,并试图对仿样有限条法的有效性

和收敛率进行深入地讨论.
首先举例(问题包含样条函数)说明 U 变换的应用,考虑一个一维简支梁的弯曲、振动和

屈曲问题. 梁的变形由三次 B3样条函数近似,构造出一个线性周期性系统,得到相对应的循环

刚度矩阵. 应用 U 变换,将循环矩阵对角化,从而得到显式的精确解. 将精确解按 Taylor 级数

展开,得到三次 B3样条近似的误差项和收敛率. 然后以相同的步骤处理二维简支矩形板的弯

曲、振动和屈曲问题,将矩形板分割成三次 B3仿样有限条[4],用 U 变换得到显式解,随后将收

敛率与非协调有限元法[1]和有限差分法的结果进行比较[11鄄12] .

1摇 U 变换

给定一个有 N 个数 K1, j( j = 1,…,N) 的循环矩阵 K, 矩阵如下:

摇 摇 K =

K1,1 K1,2 K1,3 … K1,N

K1,N K1,1 K1,2 … K1,N-1

K1,N-1 K1,N K1,1 … K1,N-2

左 左 左 … 左
K1,2 K1,3 K1,4 … K1,

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

1

, (1)

循环矩阵有一个非常重要的性质:整个循环矩阵可以被对角化. 设 N 阶 U 矩阵如下给出

摇 摇 U 以 [U1,U2,…,UN], (2a)
其中

摇 摇 Um = (1 / N )[1,eim渍,ei2m渍,…,ei(N-1)m渍] T, (2b)

摇 摇 渍 = 2仔 / N,摇 摇 i = - 1 . (2c)

用 U
-
表示 U 的复共轭矩阵,则有

摇 摇 U
- TKU = diag(k1,k2,…,kN), (3a)

其中

摇 摇 kr = 移
N

j = 1
K1, jei( j -1) r渍, (3b)

摇 摇 U
- TU = I . (3c)

2摇 三次样条函数和梁的 U 变换

考虑一个跨度为 l 的等截面简支梁,抗挠刚度为 EI,单位长度的质量为 m,梁上有任意荷

载 q(x),如图 1. 梁被分成 n个等节长,h = l / n 的三次样条节,形成一个如图 2 的线性周期性系

统:在原跨度梁的两端,延伸出两个假想的跨度,相对于原跨度梁,假想跨上的变形曲线呈反对

称,其上有反对称荷载作用,即
摇 摇 q(x) = - q( - x) = - q(2l - x),摇 摇 当 x 沂 [0,l] . (4)
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图 1摇 荷载 q(x) 作用下跨度 l 的简支梁(分成等节长的三次样条节)
Fig. 1摇 A simply supported beam of span l and subject to load q(x) (the beam is

divided into cubic spline sections with equal section length)

图 2摇 假设原简支梁夹在中间向两边延伸成假想跨度(假想跨度的挠曲变形(相对于原梁)呈反对称)
Fig. 2摇 Two hypothetical spans are appended to the original simply鄄supported span in the middle

(deflection profiles of the hypothetical spans are anti-symmetrical to the original span)

图 3摇 梁的线性周期系统(每个周期由 2n 个三次样条节构成)
Fig. 3摇 A linear periodic system of beam(each period is divided into 2n cubic spline sections)

显然,反对称的挠曲变形,自动地满足了原跨度梁两端的边界条件. 同样,反对称变形可以

在所有延伸的假想跨度梁的两端不断重复,原跨度梁挠曲变形每一次交替出现,如图 3 所示.
下面考虑上述具有 2n 个三次样条节 B3线性周期系统的 2 个连续跨. 采用 Euler 的梁理

论,并且挠度变形近似于三次 B3样条函数 准i(x) [4], 刚度矩阵元素可以写成

摇 摇 K i, j = EI乙 L

0

d2准i

dx2

d2准 j

dx2 dx, (5)

其中摇 摇 L = 2l .
一般来说,每个三次局部样条函数 准i(x),仅和 7 个相邻的样条函数有关,见图 4. 同样地,

周期系统循环刚度矩阵的第 i 行可以写成

摇 摇 K i,i -3w i -3 + K i,i -2w i -2 + K i,i -1w i -1 + K i,iw i + K i,i +1w i +1 +
摇 摇 摇 摇 K i,i +2w i +2 + K i,i +3w i +3 = F i, (6)

其中

摇 摇
K i,i -3 = 6EI / 36h3 = K i,i +3, K i,i -2 = 0 = K i,i +2,

K i,i -1 = - 54EI / 36h3 = K i,i +1, K i,i = 96EI / 36h3,
K i, j = 0,摇 摇 如果 | i - j | 逸4

ì

î

í

ïï

ïï .

(7)

方程(6)中, w j 表示每个样条节点的挠曲变量,很容易算出方程(5)中样条函数的闭式积

分[4] .
对于均匀分布载荷 p,方程(6) 中的输入荷载 F i 为
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图 4摇 等节长三次样条函数(每个样条函数 准i 与从 准i-3 到 准i+3 的 7 个相邻样条函数有关)

Fig. 4摇 Cubic spline functions with equal section length(each spline function 准i

couples with seven consecutive splines 准i-3 to 准i+3)

摇 摇 F i = p乙 L

0
准i(x)dx, (8)

其中摇 摇 F1 = 0 = Fn+1 = F2n+1 .
完成上面的积分,得到

摇 摇 F2 = 22hp
24 = Fn = - Fn+2 = - F2n; (9)

其余的 F i = hp .
应用 U 变换方程(2),我们就可以写出广义坐标 qr 以及关联的对称模态 ei( j -1) r渍 下挠曲变

形项 w j, 即

摇 摇 w j = 移
N

r = 1

1
N

ei( j -1) r渍qr, (10)

其中摇 摇 N = 2n .
应用式(3)、(6)和(7),刚度矩阵可以被对角化为

摇 摇 kr = 移
N

j = 1
K1jei( j -1) r渍 =

摇 摇 摇 摇 K1,1ei(1-1) r渍 + K1,2ei(2-1) r渍 + K1,3ei(3-1) r渍 + K1,4ei(4-1) r渍 +
摇 摇 摇 摇 K1,Nei(N-1) r渍 + K1,N-1ei(N-2) r渍 + K1,N-2ei(N-3) r渍 =
摇 摇 摇 摇 K1,1 + K1,2eir渍 + K1,3ei2r渍 + K1,4ei3r渍 +
摇 摇 摇 摇 K1,Ne -ir渍 + K1,N-1e -2ir渍 + K1,N-2e -3ir渍 =
摇 摇 摇 摇 (96 - 54eir渍 + 0ei2r渍 + 6ei3r渍 - 54e - ir渍 + 0e -2ir渍 + 6e -3ir渍) / 36h3 =
摇 摇 摇 摇 (96 - 108cos r渍 + 12cos 3r渍) / 36h3 . (11)

对荷载向量作复共轭型变换:

摇 摇 f r =
1
N
移
N

j = 1
e - i( j -1) r渍F j =

摇 摇 摇 摇 hp {
N

移
n

j = 2
e - i( j -1) r渍 - 移

N

j = n+2
e - i( j -1) r渍 -
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摇 摇 摇 摇 2
24(e

- i(2-1) r渍 + e - i(n-1) r渍) + 2
24(e

- i(n+1) r渍 + e - i(N-1) r渍 }) =

摇 摇 摇 摇 hp {
N

移
n

j = 2
e - i( j -1) r渍 - 移

n

j = 2
e - i(n+j-1) r渍 + 2

24(e
- ir渍 - eir渍)(cos m仔 - 1 }) =

摇 摇 摇 摇

hp {
N

移
n

j = 2
e - i( j -1) r渍 + 移

n

j = 2
e - i( j -1) r渍 + 2

24( - 2i sin r渍)( - 2 }) ,

摇 摇 如果 r 为奇数,
0, 如果 r 为偶数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

=

摇 摇 摇 摇
2hp {
N

移
n

j = 1
e - i( j -1) r渍 - }1 + hp

N
1
3 (i sin r渍),摇 摇 如果 r 为奇数,

0, 如果 r 为偶数
{

.
(12)

当 r 为奇数时,大括号中第 1 项的几何级数可以表示为

摇 摇 移
n

j = 1
e - i( j -1) r渍 - 1 = - i sin r渍

1 - cos r渍 .

利用对角刚度矩阵(11),和变换后的荷载向量(12),解出广义坐标 qr( r = 1,3,5,…,N - 1):
摇 摇 (96 - 108cos r渍 + 12cos 3r渍)qr / 36h3 =

摇 摇 摇 摇 - 2hp
N

i sin r渍
1 - cos r渍 + hp

N
1
3 (i sin r渍), (13)

即

摇 摇 qr = -
h4p

EI N
i sin r渍(5 + cos r渍)

(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) . (14)

从而很容易得到挠曲变量:

摇 摇 w j = 移
N-1

r = 1,3,5,…

1
N

ei( j -1) r渍 - h4p
EI N

i sin r渍(5 + cos r渍)
(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) =

摇 摇 摇 摇 - h4p
EIN 移

N-1

r = 1,3,5,…

ei( j -1) r渍 i sin r渍(5 + cos r渍)
(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) . (15)

假设梁被分成偶数个样条节,即 n 为偶数时,原跨度梁中点处的挠度为

摇 摇 wx = l / 2 = (1 / 6)(wn / 2 + 4wn / 2+1 + wn / 2+2) =

摇 摇 摇 摇 h4p
EIN 移

N-1

r = 1,3,5,…

sin( r仔 / 2)sin r渍(5 + cos r渍)(e - ir渍 + 4 + eir渍)
6(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) =

摇 摇 摇 摇 h4p
EIN 移

N-1

r = 1,3,5,…

sin( r仔 / 2)sin r渍(5 + cos r渍)(2 + cos r渍)
3(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) . (16)

假设

摇 摇 f( r) = sin( r仔 / 2)sin r渍(5 + cos r渍)(2 + cos r渍)
(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) , (17)

则有

摇 摇 f( r) = f(N - r) . (18)
这样,梁中点处的实际挠度为

摇 摇 wx = l / 2 = h4p
3EIn 移

n-1

r = 1,3,5,…

sin( r仔 / 2)sin r渍(5 + cos r渍)(2 + cos r渍)
(1 - cos r渍)(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍) . (19)

将方程(19)的右端按 Taylor 级数展开,得到
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摇 摇 wx = l / 2 = l4p
3EI 移

n-1

r = 1,3,5,…
sin r仔

2
12
r5仔5 + O(n4[ ]) . (20)

当 n 趋近于无穷大时,由上式第 1 项知道,挠度收敛于梁的解析解:

摇 摇 wx = l / 2 = l4p
3EI 移

肄

r = 1,3,5,…
sin r仔

2
12
r5仔[ ]5 = 5pl4

384EI . (21)

由公式(20)的第 2 项知道,三次样条解以 n -4 的渐近率收敛于梁的解析解.
值得注意的是,一个任意分布的荷载 q(x),作用在任何任意的样条节上时,都可以通过相

应的、邻近跨度反对称加载的办法,找到同样的线性周期系统. 荷载向量通过包含样条函数的

积分,随后按方程(12)变换得到. 遵循方程(13)到(21)给出的步骤,能够得到精确的挠度解.
从而根据叠加原理,找到梁在任何任意分布荷载作用下的精确解.

同样的原因,对于振动问题,周期梁相应的质量矩阵元素为

摇 摇 Mij = m乙 L

0
准i 准 jdx . (22)

然后将它变换成一个类似于刚度矩阵的式样:

摇 摇 mr = 移
N

j = 1
M1jei( j -1) r渍 =

摇 摇 摇 摇 (2 416 + 1 191eir渍 + 120ei2r渍 + 1ei3r渍 +
摇 摇 摇 摇 1 191e - ir渍 + 120e -2ir渍 + 1e -3ir渍)mh / 5 040 =
摇 摇 摇 摇 (2 416 + 2 382cos r渍 + 240cos 2r渍 + 2cos 3r渍)mh / 5 040. (23)

从方程(11)和(23),可以找到梁的固有频率 棕:
摇 摇 (8 - 9cos r渍 + cos 3r渍)qrEI / 3h3 =
摇 摇 摇 摇 棕2(1 208 + 1 191cos r渍 + 120cos 2r渍 + cos 3r渍)qrmh / 2 520,

即

摇 摇 棕2 = EI
mh4

840(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍)
1 208 + 1 191cos r渍 + 120cos 2r渍 + cos 3r渍 . (24)

用 Taylor 级数展开,我们可以得到固有频率的显式解,及其相应的误差项

摇 摇 棕2 = 140EI
mh4

r4渍4

140 + r8渍8

100 800 + O(渍10( )) , (25)

略去高阶项,将它改写为

摇 摇 棕2 = EI
m

( r仔) 4

l4
+ EI( r仔) 4

ml4
r4仔4

720n( )4 , (26)

同样显示出,特征值以 n -4 的渐近率收敛于简支梁的解析解.
与梁在轴向压力 姿P 下屈曲相应的几何矩阵元素为

摇 摇 G ij = 姿P乙 L

0

d准i

dx
d准 j

dx dx, (27)

变换成刚度矩阵类似的式样,得到对角化的几何矩阵元素

摇 摇 gr = 移
N

j = 1
G1jei( j -1) r渍 =

摇 摇 摇 摇 (240 - 45eir渍 - 72ei2r渍 - 3ei3r渍 - 45e - ir渍 -
摇 摇 摇 摇 72e -2ir渍 - 3e -3ir渍)姿P / 360h =
摇 摇 摇 摇 (240 - 90cos r渍 - 144cos 2r渍 - 6cos 3r渍)姿P / 360h . (28)
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由方程(11)和(28),得到屈曲载荷系数 姿:
摇 摇 (8 - 9cos r渍 + cos 3r渍)qr EI / 3h3 =
摇 摇 摇 摇 姿(40 - 15cos r渍 - 24cos 2r渍 - cos 3r渍)qr P / 60h,

即

摇 摇 姿 = EI
Ph2

20(8 - 9cos r渍 + cos 3r渍)
40 - 15cos r渍 - 24cos 2r渍 - cos 3r渍 . (29)

用 Taylor 级数展开,得到

摇 摇 姿 = 10EI
Ph2

r2渍2

10 + r6渍6

7 200 + O(渍8( )) , (30)

简化为

摇 摇 姿 = EI
P

r2仔2

l( )2 + EI
P

r2仔2

l( )2
r4仔4

720n( )4 . (31)

取 r = 1,则屈曲载荷系数 姿 以 n -4 的渐近率,收敛于简支梁的 Euler 屈曲载荷.
与使用三次 Hermite 梁单元[1]的收敛率相比较,从方程(20)、(26)和(31)可以看出,三次

样条函数的挠度、固有频率和屈曲载荷的收敛率,在梁单元数相同时,所包含的未知量个数只

有前者的一半(假设梁单元数和样条节数相同). 另外,和有限差分法[11] 相比较, 两种方法所

包含的未知数相同(假设两种方法使用相同的节数), 但是, 有限差分法的收敛率要低得,多
仅为 n -2 .

3摇 仿样有限条和 U 变换

考虑二维的、边界简单支承的平板弯曲问题,假设平板宽度方向分成 m 个完全相同的仿

样有限条,长度方向分成 n 个样条节(具有相同的节长 h = l / n),见图 5. 按前 1 节相同的方法,
假设如图 6 所示,向两个方向延伸的假想板,出现反对称的弯曲变形. 形成 4 个相邻的、方形排

列面的周期平板系统,沿 X 轴有 2n 个样条节,沿 Y 轴有 2m 个仿样有限条,见图 7.

图 5摇 简支板分成 m 个仿样有限条和 n 个样条节(每个仿样有限条有 2 条节线 1 和 2)
Fig. 5摇 A simply鄄supported plate is divided into m spline finite strips and n

number of spline sections(each finite strip has two nodal lines 1 and 2)

根据常规的薄板理论,厚度 t 样条的刚度矩阵元为[4]

摇 摇 ki, j = 乙乙BT
i DB jdydx, (32)
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图 6摇 原始板沿 2 个正交方向 图 7摇 4 个相邻板面沿宽度方向分成 2m 个仿样

延伸后的假想板面 有限条,沿长度方向分成 2n 个样条节

Fig. 6摇 Hypothetical panels are appended to Fig. 7摇 Four contiguous panels are divided into
the original plate along the two 2m strips across the width and
orthogonal directions 2n spline sections along the span

其中

摇 摇 Bi =

- d2N(y)
dy2 准i(x)

- N(y)
d2准i(x)

dx2

2 dN(y)
dy

d准i(x)
d

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïïx

; (33)

又,各向同性材料矩阵 D 如下:

摇 摇 D = Et3

12(1 - 淄2)

1 淄 0
淄 1 0

0 0 1 - 淄

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú2

=
D11 D12 0
D21 D22 0
0 0 D

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

33

. (34)

在方程(33)中,行向量 N(y) 表示梁的三次形状函数,显然 ki, j 可以表示为

摇 摇 ki, j = D11I22乙 L

0
准i(x)准 j(x)dx + D12 I20乙 L

0
准i(x)

d2准 j(x)
dx2 dx +

摇 摇 摇 摇 D21I02乙 L

0

d2准i(x)
dx2 准 j(x)dx + D22I00乙 L

0

d2准i(x)
dx2

d2准 j(x)
dx2 dx +

摇 摇 摇 摇 4D33I11乙 L

0

d准i(x)
dx

d准 j(x)
dx dx, (35)

其中

摇 摇 I琢茁 = 乙 d

0

d琢

dy琢 NT(y) d茁

dy茁 N(y)dy, (36)

同时, L = 2l,d 为每个仿样有限条的宽度.
使用 Mathematica 软件得到仿样有限条刚度矩阵的显式形式,和前面的一维梁问题相类

似,内部稀疏的仿样有限条刚度矩阵由下式给出

摇 摇 ki,i -3啄 i -3 + ki,i -2啄 i -2 + ki,i -1啄 i -1 + ki,i啄 i +
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摇 摇 摇 摇 ki,i +1啄 i +1 + ki,i +2啄 i +2 + ki,i +3啄 i +3 = f i, (37)
其中

摇 摇

ki,i = 2 416D11I22h / 5 040 - 240(D12I21 + D21I12) / 360h +

摇 摇 96D22I00 / 36h3 + 960D33I11 / 360h,
ki,i +1 = 1 191D11I22h / 5 040 + 45(D12I21 + D21I12) / 360h -

摇 摇 54D22I00 / 36h3 - 180D33I11 / 360h = ki,i -1,
ki,i +2 = 120D11I22h / 5 040 - 72(D12I21 + D21I12) / 360h +

摇 摇 0D22I00 / 36h3 - 288D33I11 / 360h = ki,i -2,
ki,i +3 = D11I22 h / 5 040 + 3(D12I21 + D21I12) / 360h +

摇 摇 6D22I00 / 36h3 - 12D33I11 / 360h = ki,i -3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(38)

和

摇 摇 ki, j = 0,摇 摇 | i - j | 逸4.
在方程(37)中,样条节点 i 处的仿样有限条位移变量向量由 啄 i {= w1,兹1,w2,兹 }2

T
i 表示.

每个 ki, j (见方程(35))为 4伊4 的矩阵,可依照节线 1 和 2 将矩阵分块:

摇 摇 ki, j =
ka kb

kd k
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

c i, j

. (39)

2m 个仿样有限条周期平板系统的总刚度矩阵,可以用通常的方式集成,矩阵元用 Ki, j 表

示:

摇 摇 Ki, j =

ka + kc kb 0 … kd

kd ka + kc kb 0 …
0 kd ka + kc kb 0
左 左 左 左 左
kb 0 … kd ka + k

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

c i, j

, (40)

这里,如果 | i - j | 逸4,则 Ki, j = 0.
和 Ki,j 相对应,灼 j 表示样条节点 j 处的节线变量向量,即

摇 摇 灼 j {= w1, 兹1, w2, 兹2, …,wk, 兹 k, …, w2m, 兹2 }m

T

j
. (41)

由于系统在两个方向上的周期性,相继在长度方向和宽度方向应用 U 变换,本质上是一个双 U
变换:

摇 摇
wk

兹
æ

è
ç

ö

ø
÷

k j

= 移
N

r = 1
移
M

s = 1

1
M

1
N

ei( j -1) r渍ei(k-1) s子 q1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 rs

, (42)

其中, 渍 = 仔 / n, 子 = 仔 / m,N = 2n 和 M = 2m .
由此可见,总刚度矩阵可以对角化为

摇 摇 krs = 移
N

j = 1
移
M

k = 1
K1jei( j -1) r渍ei(k-1) s子 =

摇 摇 摇 摇 移
M

k = 1
(K1,1ei(1-1) r渍 + K1,2ei(2-1) r渍 + K1,3ei(3-1) r渍 + K1,4ei(4-1) r渍 +

摇 摇 摇 摇 K1,Nei(N-1) r渍 + K1,N-1ei(N-2) r渍 + K1,N-2ei(N-3) r渍)ei(k-1) s子 =
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摇 摇 摇 摇 移
M

k = 1
(K1,1 + K1,2ei( r) r渍 + K1,3ei(2r) r渍 + K1,4ei(3r) r渍 + K1,Nei( -1) r渍 +

摇 摇 摇 摇 K1,N-1ei( -2) r渍 + K1,N-2ei( -3) r渍)ei(k-1) s子 =

摇 摇 摇 摇 移
M

k = 1
(K1,1 + 2K1,2cos r渍 + 2K1,3cos 2r渍 + 2K1,4cos 3r渍 )ei(k-1) s子 =

摇 摇 摇 摇 [(ka + kc) 1,1 + 2(ka + kc) 1,2cos r渍 + 2(ka + kc) 1,3cos 2r渍 +
摇 摇 摇 摇 2(ka + kc) 1,4cos 3r渍 ]ei(1-1) s子 +
摇 摇 摇 摇 [(kb) 1,1 + 2(kb) 1,2cos r渍 + 2(kb) 1,3cos 2r渍 + 2(kb) 1,4cos 3r渍 ]ei(2-1) s子 +
摇 摇 摇 摇 [(kd) 1,1 + 2(kd) 1,2cos r渍 + 2(kd) 1,3cos 2r渍 + 2(kd) 1,4cos 3r渍]ei(M-1) s子 =
摇 摇 摇 摇 (kra + krc) + krbeis子 + krde - is子, (43)

其中

摇 摇

(kra + krc) = (ka + kc) 1,1 + 2(ka + kc) 1,2cos r渍 +
摇 摇 2(ka + kc) 1,3cos 2r渍 + 2(ka + kc) 1,4cos 3r渍,
krb = (kb) 1,1 + 2(kb) 1,2cos r渍 + 2(kb) 1,3cos 2r渍 + 2(kb) 1,4cos 3r渍,
krd = (kd) 1,1 + 2(kd) 1,2cos r渍 + 2(kd) 1,3cos 2r渍 + 2(kd) 1,4 cos 3r渍

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(44)

假设原平板的整个表面上都受到均匀的分布荷载 p 作用,仿样有限条荷载向量为

摇 摇 f i = p乙 d

0
乙 L

0
准i(x)NT(y)dxdy . (45)

周期平板系统集成后得到总荷载向量

摇 摇 Fk,1 = 0 = Fk,n+1 = Fk,N+1; (46)
摇 摇 Fk,2 = Fk,n = - Fk,n+2 = - Fk,N =

摇 摇 摇 摇

22
24 {hp 0,d

2

}6
T
, 当 k = 1,

22
24 {hp 0, - d2

}6
T
, 当 k = m + 1,

22
24 {hp d, }0

T
, 当 k = 2,3,…,m,

- 22
24 {hp d, }0

T
, 当 k = m + 2,m + 3,…,2m

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï ;

(47)

其余的

摇 摇 Fk, j =

{hp 0,d
2

}6
T
, 当 k = 1,

{hp 0, - d2

}6
T
, 当 k = m + 1,

{hp d, }0
T
, 当 k = 2,3,. . . . m,

{- hp d, }0
T
, 当 k = m + 2,m + 3,. . . . ,2m

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

(48)

方程(46) ~ (48)中的 Fk, j,表示节线 k 和样条节点 j 上的荷载向量分量,见图 5.
对荷载向量应用 U 变换,则

摇 摇 f rs =
1
N

1
M
移
N

j = 1
移
M

k = 1
e - i( j -1) r渍e - i(k-1) s子Fk, j =
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摇 摇 摇 摇
2hp
N

- i sin r渍
1 - cos r( )渍

+ hp
N

1
3 (i sin r渍é

ë
êê

ù

û
úú) 1

M

- 2i sins子
1 - coss子 d

2d2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï6

, 当 r,s 为奇数,

0, 其它

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(49)
利用方程(43)和(44)中的变换刚度矩阵,以及方程(49)中的变换荷载向量,可以写成

摇 摇 [(kra + krc) + krbeis渍 + krde - is渍]
q1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 rs

=

摇 摇 摇 摇 2hp
N

- i sin r渍
1 - cos r( )渍

+ hp
N

1
3 (i sin r渍é

ë
êê

ù

û
úú) 1

M

- 2i sins子
1 - coss子 d

2d2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï6

, (50)

可以得到闭式解 q1 和 q2 . 假设 m 和 n 均为偶数,平板中心处的挠度变量为

摇 摇 wæ

è
ç

ö

ø
÷

兹 x = l / 2,y = H / 2

=
wm/ 2+1

兹m/ 2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 n / 2

+
wm/ 2+1

兹m/ 2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 n / 2+1

+
wm/ 2+1

兹m/ 2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 n / 2+2

=

摇 摇 摇 摇 - 1
3 移

M-1

s = 1,3,5,…
移
N-1

r = 1,3,5,…

1
N

1
M

sin r仔
2 sin s仔

2 (2 + cos r渍)
q1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

. (51)

因而(具体推导过程见附录):

摇 摇 wx = l / 2,y = H / 2 = - 4
3 移

m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5,…

1
N

1
M

sin r仔
2 sin s仔

2 (2 + cos r渍)q1 (52)

和

摇 摇 兹 x = l / 2,y = H / 2 = 0. (53)
将 q1 和 q2 按 Taylor 级数展开,并仅考虑前 3 项,可得平板中心处的挠度为

摇 摇 w = 192(1 - 淄2)p
E仔6 t3 移

m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5
{

,…
sin r仔

2 sin s仔
2

1
rs( r2 / l2 + s2 / H2)( )2 +

摇 摇 摇 摇 p(1 - 淄2)( r / l)( s / H)
15E仔2 t3( r2 / l2 + s2 / H2) 4HL

s( )H
2 r2

l2
+ 2 s2

H( )2 d 4[ +

摇 摇 摇 摇 r( )l
2
2 r2

l2
+ s2

H( )2 h ] }4 + 高阶项. (54)

第 1 项与薄板经典的 Navier 解[13]相对应,第 2 个误差项表明,当 n 趋近于无穷大时,挠度以 h4

和 d4 的渐近率收敛.
正如前面第 2 节所讨论的,任意荷载 q(x,y) 作用在仿样有限条的任意样条节上时,通过

在邻近平板面上施加对应的反对称荷载,同样形成线性的周期系统. 通过含仿样有限条形状函

数和样条函数的积分,得到荷载向量,随后对其作方程(49)的变换. 遵循方程(49) ~ (54)给出

的同样步骤,可得到精确的挠度解. 根据叠加原理,可以得到任意分布荷载作用下平板的精确

解.
类似地处理振动问题,很容易得到样条质量矩阵:

摇 摇 mi, j = 籽t乙乙NT(y)N(y)准i(x)准 j(x)dydx . (55)

和刚度矩阵一样,该矩阵内部是稀疏的,即
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摇 摇

mi,i = 2 416I00 籽t / 5 040,
mi,i +1 = 1 191I00 籽t / 5 040 = mi,i -1,
mi,i +2 = 120I00 籽t / 5 040 = mi,i -2,
mi,i +3 = I00 籽t / 5 040 = mi,i -3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(56)

可将该矩阵分块:

摇 摇 mi, j =
ma mb

md m
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

c i, j

. (57)

和方程(43)类似,总质量矩阵可以对角化为

摇 摇 mrs = 移
N

j = 1
移
M

k-1
M1jei( j -1) r渍ei(k-1) s子 = (mra + mrc) + mrbeis子 + mrde - is子, (58)

其中

摇 摇 (mra + mrc) = (ma + mc) 1,1 + 2(ma + mc) 1,2cos r渍 +
摇 摇 摇 摇 2(ma + mc) 1,3cos 2r渍 + 2(ma + mc) 1,4cos 3r渍,
摇 摇 mrb = (mb) 1,1 + 2(mb) 1,2cos r渍 + 2(mb) 1,3cos 2r渍 + 2(mb) 1,4cos 3r渍,
摇 摇 mrd = (md) 1,1 + 2(md) 1,2cos r渍 + 2(md) 1,3cos 2r渍 + 2(md) 1,4cos 3r渍 .
根据方程(43)、(44)和(58),固有频率及其振型,可以求解 2伊2 特征值问题得到

{摇 摇 [(kra + krc) + krbeis渍 + krde - is渍] -

摇 摇 摇 摇 棕2[(mra + mrc) + mrbeis子 + mrde - is子 }]
q1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 rs

{= }0 . (59)

特征值可以求解 棕2 的二次方程直接得到,并将特征根按 Taylor 级数展开,得到

摇 摇 棕2 = 仔4D
籽t

r2

H2 + s2

l( )2

2
+ D
720籽t

仔s( )l
8
d 4 + 仔r( )H

8
h[ ]4 + 高阶项. (60)

当平板面内受到沿 X 轴的均匀压应力 姿滓 x 作用时,对应的几何矩阵为

摇 摇 gi, j = 姿滓 x乙乙NT(y)N(y)准i(x)准 j(x)dydx . (61)

该矩阵同样是内部稀疏的:

摇 摇

gi,i = 240滓 xI00 / 360h,
gi,i +1 = - 45滓 xI00 / 360h = gi,i -1,
gi,i +2 = - 72滓 xI00 / 360h = gi,i -2,
gi,i +3 = - 3I00 / 360h = gi,i -3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(62)

遵循振动问题相同的步骤,几何矩阵也可以通过双 U 变换对角化,直接求解 2伊2 特征值

问题,得到屈曲载荷系数 姿:

摇 摇 姿滓 x =
仔4D

( r仔 / H) 2
r2

H2 + s2

l( )2

2
+

摇 摇 摇 摇 D
720( r仔 / H) 2

s仔( )l
8
d4 + r仔( )H

8
h[ ]4 + 高阶项. (63)

显然,从方程(60)和(63)的第 1 项可以看到,仿样有限条的解,分别收敛于解析频率和屈

曲载荷[13] . 方程的第 2 项显示了仿样有限条法解的误差和收敛率.
将方程(54)、(60)和(63)中挠度、固有频率和屈曲载荷的收敛率,和熟知的 12 个自由度

非协调矩形平板[1]有限单元法的结果相比较,很容易看到,前者的收敛率 m -4(假设 m = n) 要
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快得多,收敛率 m -2 时,未知量少得多. 与有限差分法[12]相比较,也可以得到同样的结论,后者

达到非协调有限元同样的渐近率.

4摇 总摇 摇 结

使用 U 变换,导出薄板弯曲、振动和屈曲分析时的仿样有限条的精确解. 当样条的节数和

仿样有限条的数值趋近于无穷大时,收敛解与解析解相一致. 同时导出了显式的误差项以及收

敛的率,并且与有限单元法和有限差分法进行了比较发现,仿样有限条法的收敛速度远快于常

规的非协调有限元,而所包含的未知量少得多;同样可应用于常规有限差分法收敛性的比较.
本方法已经被推广到高阶平板理论和任意分布荷载作用下的任意折叠的板结构.
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附摇 摇 录

令 f( r,s) 和 g( r,s) 为

摇 摇
f( r,s) = sin r仔

2 sin s仔
2 (2 + cos r渍)q1,

g( r,s) = sin r仔
2 sin s仔

2 (2 + cos r渍)q2

ì

î

í

ïï

ïï .
(A1)

如果 n 和 m 为偶数,则满足

摇 摇
f(2n - r,s) = f( r,s),
f( r,2m - s) = f( r,s),
f(2n - r,2m - s) = f( r,s

{
)

(A2)

和

摇 摇
g(2n - r,s) = f( r,s),
g( r,2m - s) = - g( r,s),
g(2n - r,2m - s) = - g( r,s)

{
.

(A3)

于是有

摇 摇 wx = l / 2,y = H / 2 = - 1
3 移

M-1

s = 1,3,5,…
移
N-1

r = 1,3,5,…

1
N

1
M

sin r仔
2 sin s仔

2 (2 + cos r渍)q1 =

摇 摇 摇 摇 - 1
3 NM

移
M-1

s = 1,3,5,…
移
N-1

r = 1,3,5,…
f( r,s) =

摇 摇 摇 摇 - 1
3 NM

移
m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5,…
( f( r,s) + f(2n - r,s) + f( r,2m - s) + f(2n - r,2m - s)) =

摇 摇 摇 摇 - 1
3 NM

移
m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5,…
( f( r,s) + f( r,s) + f( r,s) + f( r,s)) =

摇 摇 摇 摇 - 4
3 NM

移
m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5,…
f( r,s), (A4)

摇 摇 兹 x = l / 2,y = H / 2 = - 1
3 移

M-1

s = 1,3,5,…
移
N-1

r = 1,3,5,…

1
N

1
M

sin r仔
2 sin s仔

2 (2 + cos r渍)q2 =

摇 摇 摇 摇 - 1
3 NM

移
M-1

s = 1,3,5,…
移
N-1

r = 1,3,5,…
g( r,s) =

摇 摇 摇 摇 - 1
3 NM

移
m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5,…
(g( r,s) + g(2n - r,s) + g( r,2m - s) + g(2n - r,2m - s)) =
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摇 摇 摇 摇 - 1
3 NM

移
m-1

s = 1,3,5,…
移
n-1

r = 1,3,5,…
(g( r,s) + g( r,s) - g( r,s) - g( r,s)) = 0. (A5)
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Convergence and Exact Solutions of the Spline
Finite Strip Method Using a Unitary

Transformation Approach

Jackson KONG1,摇 Dick THUNG2

(1. Division of Building Science and Technology, City University of Hong Kong,
Hong Kong, P. R. China;

2. School of Creative Media, City University of Hong Kong,
Hong Kong, P. R. China)

Abstract: The spline finite strip method was one of the most popular numerical methods for
analyzing prismatic structures. Efficacy and convergence of the method had been demonstrated
in previous studies by comparing only numerical results with analytical results of some bench鄄
mark problems. To date, no mathematical exact solutions of the method or its explicit forms of
error terms had been derived to demonstrate analytically its convergence. As such, mathemati鄄
cal exact solutions of spline finite strips in plate analysis were derived using a unitary transfor鄄
mation approach (abbreviated as the U鄄transformation method herein) . These exact solutions
were presented for the first time in open literature. Unlike the conventional spline finite strip
method which involves assembly of the global system of matrix equation and its numerical solu鄄
tion, the U鄄transformation method decoupled the global matrix equation into one involving only
two unknowns, thus rendering exact solutions of the spline finite strip to be derived explicitly.
By taking Taylor爷 s series expansion of the exact solution, error terms and convergence rates
were also derived explicitly and compared directly with other numerical methods. In this re鄄
gard, it was found that the spline finite strip method converged at the same rate as a non鄄con鄄
forming finite element, yet involving smaller number of unknowns compared to the latter. The
convergence rate was also found superior to the conventional finite difference method.

Key words: spline finite strips; U鄄transformation; plates; symmetry
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