
文章编号:1000鄄0887(2011)11鄄1283鄄11 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

残余界面应力对粒子填充热弹性纳米
复合材料有效热膨胀系数的影响
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摘要:摇 根据黄筑平等人提出的基于“三个构形冶的表 /界面能理论,研究了热弹性纳米复合材料的

有效性质,重点讨论了残余界面应力对纳米尺度夹杂填充的热弹性复合材料有效热膨胀系数的影

响. 首先,给出了由第一类 Piola鄄Kirchhoff 界面应力表示的热弹性界面本构关系和 Lagrange 描述下

的 Young鄄Laplace 方程;其次,采用 Hashin 复合球作为代表性体积单元,推导了在参考构形下复合

球内部由残余界面应力诱导的残余弹性场,并进一步计算了从参考构形到当前构形的变形场;最
后,基于以上计算得到了热弹性复合材料有效体积模量和有效热膨胀系数的解析表达式. 研究表

明,残余表 /界面应力对复合材料的热膨胀系数有重要影响.
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引摇 摇 言

经典细观力学是研究多相复合材料性能的有效方法. 自 20 世纪 80 年代以来,在这一领域

已经取得了很多进展,已有一些专著和综述文章对其主要方法和结果进行了总结和评论,例如

Mura[1],Nemat鄄Nasser 和 Hori[2],Milton[3],Torquato[4] 等的专著,以及 Buryachenko[5],胡更开

等[6]的综述. 复合材料的热学性质同样也受到了广泛关注. Levin[7] 推导了两相复合材料的有

效热膨胀系数 琢- L 的表达式:
摇 摇 琢- L = 琢0 + f(琢1 - 琢0) 颐 B1, (1)

式中, f是夹杂的体积分数;琢0 和琢1 分别是基体和夹杂的热膨胀系数张量,B1 是夹杂的四阶应

力集中系数张量. 如果基体和夹杂的热弹性性质均为各向同性,则在式(1) 中有 琢r = 琢 rI( r =
0,1),琢- L = 琢- LI,I 是二阶单位张量;进一步,当夹杂为球形时,I:B1 = BmI, 其中

摇 摇 Bm =
K1(3K0 + 4滋0)

(1 - f )K0(3K1 + 4滋0) + f K1(3K0 + 4滋0)
,

K0, 滋0 和 K1, 滋1 分别为基体和粒子的体积模量和剪切模量. 因此,式(1)所表示的两相复合材
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料有效热膨胀系数可以具体写为

摇 摇 琢- L =
K0琢0(1 - f )(3K1 + 4滋0) + f K1琢1(3K0 + 4滋0)

K0(1 - f )(3K1 + 4滋0) + f K1(3K0 + 4滋0)
. (2)

对于纳米复合材料,由于其夹杂尺寸很小,材料中不同相之间的界面面积与复合材料的体

积之比相对较大,所以界面能对纳米复合材料宏观有效性质的影响也将变得十分显著. 近年

来,表 /界面能效应对纳米复合材料力学性能影响的研究已经吸引了很多学者的关注,例如可

参考文献[8鄄15]. 式(2)是在假定界面两侧的位移和应力都连续的条件下导出的. 为了考虑界

面效应的影响,必须引入界面的本构关系和平衡条件. Chen 等[16] 及 Duan 和 Karihaloo[17] 讨论

了界面效应对热弹性纳米复合材料的有效热膨胀系数的影响,但是没有考虑残余界面应力对

有效热膨胀系数的影响. 下面我们会看到这一影响也很重要.
事实上, 表面或者界面的形成一般会伴随着表 /界面应力的产生(称为“残余界面应

力冶), 因此即使在没有外载的情况下, 该表 /界面应力也会在材料内部诱导产生一个残余应

力场. 基于以上考虑, Huang 等[18鄄21]提出了针对多相超弹性材料的表 /界面能理论, 该理论的

要点总结如下:
a) 首次引进“虚设的无应力构形冶的概念[18鄄19],因此在研究多相材料表 /界面能效应问题

时共采用三个构形,即使对小变形情况也是如此. 这三个构形分别是:虚设的无应力构形 资*,
存在由残余表 / 界面应力引起的弹性场的参考构形 资0 以及当前构形 资;此外还应强调:计算物

体内弹性能时,应基于无应力构形 资*,而在计算表 / 界面能和建立表 / 界面本构关系时,应该

基于参考构形 资0 .
b) 给出了有限变形下超弹性表 /界面本构关系的具体表达式[19],这可以看作是对著名的

Shuttleworth 关系在小变形情况下的推广. 可以看到,即使在小变形条件下,表 /界面上的第一

类和第二类 Piola鄄Kirchhoff 应力,以及表 /界面 Cauchy 应力都是互不相等的[20,22] .
c) 建立了新的能量泛函,并根据其驻值条件同时导出了 Lagrange 描述和 Euler 描述下的

Young鄄Laplace 方程[19,23] . 这一方法的优点是可以有效地用于建立复杂介质的表 /界面平衡方

程,如微极介质的表 /界面 Young鄄Laplace 方程[24] .
d) 因为通常我们事先并不知道表 /界面在变形后的位置(例如,变形后曲面的曲率张

量),Huang 和 Sun 等[20]指出应该采用 Lagrange 描述下的 Young鄄Laplace 方程来建立表 /界面

的平衡方程. 而且,由于在该描述中使用了第一类 Piola鄄Kirchhoff 界面应力,所以界面的本构关

系应该采用第一类 Piola鄄Kirchhoff 表 /界面应力来表示. 由此得到与以前文献不同的结论是,残
余表 /界面应力对微纳米结构和纳米复合材料的力学性能是有影响的(参见文献[20,25]). 这
个结果也已经被 Park 和 Klein 等[26鄄27]验证.

本文将上述表 /界面能理论应用于纳米颗粒填充的热弹性复合材料有效性质的研究,讨论

了残余界面应力对其有效热膨胀系数的影响. 本文首先给出了表 /界面的热弹性本构方程,然
后利用“三个构形冶的概念,计算了 Hashin 复合球在残余界面应力诱导下的变形以及由参考构

形到当前构形的变形,最后给出了复合材料的有效体积模量和有效热膨胀系数的解析表达式.
不同于前人的工作,本文的结果表明,残余表 /界面应力对热弹性纳米复合材料的有效性质是

有显著影响的.

1摇 界面基本方程

表 /界面的基本方程有两类:一类是界面的本构关系,另一类是界面的平衡方程(或称为
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Young鄄Laplace 方程).
考虑在参考构形 资0 中的光滑曲面 / 界面 A0,经过变形,A0 变为 A . A0 和 A的切平面上的协

变基向量分别为 A茁 = r0,茁 和 a茁 = r0,茁 + u,茁(茁 = 1,2),其中 u 为位移向量. A0 和 A 上的单位法

向量分别记为 A3 和 a3 . 假定位移 u 在界面 A0 上可以分成两部分:在 A0 的切平面内的 u0s 和在

A0 的法线方向的 u0n, 于是,界面变形梯度可写为[23]

摇 摇 Fs = F(in)
s + F(ou)

s , (3)
其中, F(in)

s = i0 + u Ñ0s,F(ou)
s = d茁A3 茚 A茁,分别对应于界面变形梯度的面内项和面外项,u Ñ0s

是界面上的位移梯度:
摇 摇 u Ñ0s = u0s Ñ0s - un

0b0 = u姿
0 茁 A姿 茚 A茁 - un

0b0, (4)

d茁 = u姿
0 b0姿茁 + un

0,茁,b0姿茁 分别是 A0 上的曲率张量 b0 的协变分量[28],i0 为 A0 切平面上的二阶单位

张量,Ñ0s 为界面上的梯度算子[28] .
通过 Cs = FT

s·Fs 和 Us = C1 / 2
s , 可定义 Lagrange 型的界面应变 Es

[19,23] . 假定在当前构形界

面 A上单位面积的表 / 界面能 酌 依赖于温度 兹 和界面应变Es,酌 = 酌(兹,Es) . 这时,在参考构形

界面 A0 上单位面积的表 / 界面能应为 J2酌,其中 J2 = detUs 表示变形后与变形前的曲面单元面

积之比. 于是,与 Es 相共轭的界面应力为

摇 摇 Ts =
鄣(J2酌)
鄣Es

. (5)

特别地,下文中将把 Es 取为界面的 Green 应变: Es = (Cs - i0) / 2. 这时,界面上的第一类

和第二类 Piola鄄Kirchhoff 应力可分别写为[19,23]

摇 摇 Ss = 2Fs·
鄣(J2酌)
鄣Cs

, (6)

摇 摇 T(1)
s = 2

鄣(J2酌)
鄣Cs

. (7)

而表 /界面上的 Cauchy 应力为

摇 摇 滓s =
1
J2

Fs·T(1)
s ·FT

s , (8)

显然, Ss 也可以分解为面内项和面外项之和,Ss = S(in)
s + S(ou)

s , 其中

摇 摇 S(in)
s = 2F(in)

s ·
鄣(J2酌)
鄣Cs

, S(ou)
s = 2F(ou)

s ·
鄣(J2酌)
鄣Cs

.

对于各向同性界面, 酌 = 酌(兹,J1,J2),其中 J1 = tr Us 和 J2 = det Us 分别为 Us 的第 1 和第

2 不变量. 当变形和温度变化较小时,界面应力与温度之间可以近似为线性关系[29鄄30] . 因此,当
略去高阶小量后, 酌 在参考温度 兹0 附近的展开式可类似于文献[20,22]写为

摇 摇 酌 = 酌0 + 酌1(J1 - 2) + 酌2(J2 - 1) - 酌 (1)
0 (兹 - 兹0) +

摇 摇 摇 摇 1
2 酌11(J1 - 2) 2 + 1

2 酌22(J2 - 1) 2 - 酌 (2)
0 (兹 - 兹0) 2 +

摇 摇 摇 摇 酌12(J1 - 2)(J2 - 1) - 酌 (1)
1 (J1 - 2)(兹 - 兹0) - 酌 (1)

2 (J2 - 1)(兹 - 兹0) . (9)
这时式(6)为

摇 摇 Ss = 酌- 0 i0 + 酌- 1Es - 酌- 0 Ñ0su + 酌- 0F(ou)
s , (10)

其中
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摇 摇 酌- 0 = J2
鄣酌
鄣J1

+ J2
鄣酌
鄣J2

+( )酌 , 酌- 1 = J2
鄣酌
鄣J1

, Es =
1
2 (Ñ0su + u Ñ0s) .

把式(9)代入式(10),有
摇 摇 Ss = 酌*

0 i0 - 酌0(兹 - 兹0) i0 + (酌*
0 + 酌*

1 )(tr Es) i0 +
摇 摇 摇 摇 酌1Es - 酌*

0 Ñ0su + 酌*
0 F(ou)

s , (11)
式中, 酌*

0 = 酌0 + 酌1 + 酌2, 酌*
1 = 酌1 + 2酌2 + 酌11 + 2酌12 + 酌22, 酌0 = 酌 (1)

0 + 酌 (1)
1 + 酌 (1)

2 , 酌*
0 i0 对

应于残余的界面应力. 如果把式(9)分别代入式(7)和式(8),我们还可以得到含有残余界面应

力的第二类 Piola-Kirchhoff 应力和表 /界面 Cauchy 应力[20,22] . 不难验证,由于残余表 /界面应

力 酌*
0 的存在,由式(11)表示的表 /界面第一类 Piola鄄Kirchhoff 应力并不等于表 /界面的第二类

Piola鄄Kirchhoff 应力,也不等于表 /界面的 Cauchy 应力.
为了与现有文献中的记法相比较,本文采用以下记号: 姿*

s = 酌*
1 + 酌*

0 ,2滋*
s = 酌1 - 酌*

0 ,K*
s

= 2(姿*
s + 滋*

s );此外,热膨胀系数 琢 s 与 酌0 相关,酌0 = 琢 sK*
s . 特别地,如果忽略残余界面应力的

影响,则上述记号简化为 姿 s = 酌*
1 , 2滋 s = 酌1 以及 Ks = 2(姿 s + 滋 s) .

下面考虑界面的平衡方程,也就是 Young鄄Laplace 方程. 根据文献[23],Lagrange 描述下的

Young鄄Laplace 方程的具体表达式为

摇 摇
A3·主S 0著·A3 = - S(in)

s : b0 - [A3·S(ou)
s ]·Ñ0s,

P0·主S 0著·A3 = - S(in)
s ·Ñ0s + [A3·S(ou)

s ·b0
{ ],

(12)

式中, S 0 是三维物体内基于参考构形的第一类 Piola鄄Kirchhoff 应力, 主S 0著 表示S 0 在曲面A0 上

的间断值. b0 是参考构形下界面的曲率张量, P0 = I - A3 茚A3, 而 I是三维空间中的二阶单位

张量.
需要指出,式(12)中的 S 0 不仅与从参考构形 资0 到当前构形 资 的变形梯度F有关,还与从

虚设的无应力构形 资* 到参考构形 资0 的变形梯度 F* 有关. 当前构形 资 相对于无应力构形 资*

的总的变形梯度为 F = F·F*,由此可分别定义相对于 资0 和 资* 的 Green 应变[19,23]

摇 摇 E = 1
2 (FT·F - I), (13)

摇 摇 E = 1
2 (FT·F - I) = F*T·E·F* + E*, (14)

其中 E* = (F*T·F* - I) / 2 为残余 Green 应变.
Huang 等[19]强调,物体内的 Helmholtz 自由能密度应基于无应力构形 资*,故可写为 鬃 =

鬃(兹,E) . 这时,基于参考构形 资0 的第一类和第二类 Piola鄄Kirchhoff 应力可写为[19,23]

摇 摇 S 0 = F·T 0 = 籽0F·F*·鄣鬃
鄣E

·F*T, T 0 = 籽0F*·鄣鬃
鄣E

·F*T, (15)

其中 籽0 为参考构形中的质量密度.
由式(11)和式(12)可见,体内的残余应力场 滓* = S 0 F = I

兹 = 兹0
,它是由残余界面应力 Ss = 酌*

0 i0

引起的.
假设由 资0 到 资 的变形很小,这时物体内的应变可近似写为

摇 摇 着 = 1
2 (u Ñ0 + Ñ0u), (16)

其中, u 是由 资0 到 资 的位移,Ñ0 表示三维空间的梯度算子.
式(15)的 T 0 在参考温度 兹0 和 F = I附近对 着和 兹 - 兹0 展开后,有 T 0 = 滓* + L:[着 - 琢(兹
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- 兹0)] . 其中 L = 籽0(鄣2鬃 / 鄣E鄣E) E = 0 为四阶弹性张量,它通常还依赖于 F*,L = L(F*);琢 为

热膨胀张量. 于是,略去高阶小量后有

摇 摇 S 0 = (I + u Ñ0)·[滓* + L(F*):着 - L(F*):琢(兹 - 兹0)] 芊
摇 摇 摇 摇 滓* + (u Ñ0)·滓* + L(F*):着 - L(F*):琢(兹 - 兹0) . (17)
如果我们进一步假定由无应力构形到参考构形的变形也很小,式(14)可近似写为

摇 摇 着 = 着* + 着 . (18)
因此 L(F*) 可近似看作常量,式(17)右端第 2 项的高阶小量也可略去,于是得到

摇 摇 S 0 = 滓* + L:[着 - 琢(兹 - 兹0)] = 滓* + 滓, (19)
其中, L 是一个不依赖于 F* 的弹性张量.

2摇 粒子填充热弹性复合材料的等效性质

2. 1摇 Hashin复合球代表单元位移场

下面考虑球形粒子填充的热弹性复合材料. 粒子和基体均为各向同性的线性热弹性材料.
采用文献[18]中的方法, 取 Hashin 复合球(composite sphere assemblage, CSA)模型作为代表

性单元. 假定在参考构形下, 粒子和复合球的半径分别是 a 和 b, 则粒子的体积分数为 f =
(a / b) 3 . 由于在计算有效热膨胀系数时只涉及到体积模量,因此只需要分析球对称加载的情

况,这时复合球的球对称变形可以用径向位移 ur 来表示. 在小变形和均匀温度改变的条件下,
其应变分量与应力分量分别为

摇 摇 着 r =
dur

dr , 着 兹 = 着准 =
ur

r , 着 r兹 = 着 兹准 = 着准r = 0, (20)

摇 摇

滓 r = K + 4滋( )3
dur

dr + 2K - 4滋( )3
ur

r - 3K琢驻兹,

滓 兹 = 滓准 = K - 2滋( )3
dur

dr + 2K + 2滋( )3
ur

r - 3K琢驻兹,

子 r兹 = 子 兹准 = 子准r = 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(21)

式中, 琢 为线性热膨胀系数;K 和 滋 分别是体积模量和剪切模量,在粒子中和基体中的取值不

同;驻兹 = 兹 - 兹0 为温度的改变.
平衡方程

摇 摇 r2
d2ur

dr2
+ 2r

dur

dr - 2ur = 0 (22)

的通解为

摇 摇 ur = Fr + G / r2, (23)
其中,在粒子中的位移和应力分别是

摇 摇 u1
r = F1 r, 滓1

rr = 3K1(F1 - 琢1驻兹) . (24)
在基体中的位移和应力场分别是

摇 摇 u0
r = F0 r +

G0

r2
, 滓0

rr = 3K0F0 - 3K0琢0驻兹 -
4滋0G0

r3
, (25)

式(24)和(25)中的 3 个常系数 F1,F0,G0 可以根据粒子与基体间的界面 r = a处的连接条件及

外边界 r = b 处的边界条件来确定. 显然,在球对称变形条件下,式(3)和式(11)的面外项都为

0,即 F(ou)
s = 0, S(ou)

s = 酌*
0 F(ou)

s = 0.
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式(19)中,体内的残余应力场 滓* 可由式(11)的残余界面应力 S*
s = 酌*

0 i0 确定,故式(12)
可具体写为

摇 摇 主滓*
rr 著 r = a =

2酌*
0

a , (26)

其中,界面的曲率张量 b0 = - i0 / a 由参考构形下粒子的半径 a 表示. 由式(24)和(25),上式可

写为

摇 摇 主滓*
rr 著 r = a = 3K0F(*)

0 - 3K1F(*)
1 -

4滋0G(*)
0

a3 =
2酌*

0

a , (27)

式中, F(*)
0 ,G(*)

0 ,F(*)
1 为待定常数.

在参考构形中,Hashin 复合球的外边界 r = b 处没有施加载荷,故有

摇 摇 滓 (0*)
rr r = b = 3K0F(*)

0 - 4滋0G(*)
0 / b3 = 0. (28)

再由界面 r = a 处的位移连续性条件

摇 摇 F(*)
1 a = F(*)

0 a +
G(*)

0

a2 . (29)

联立式(27)、(28)和(29)便可求出 F(*)
0 ,G(*)

0 ,F(*)
1 , 例如:

摇 摇 F(*)
1 = -

2酌*
0

3a
4a3滋0 + 3b3K0

4K0滋0(b3 - a3) + K1(4a3滋0 + 3b3K0)
,

特别地,在参考构形中界面 r = a 和边界 r = b 处的残余位移可写为

摇 摇
u(0*)
r r = a = - 2

3
(4a3滋0 + 3b3K0)酌*

0

4K0滋0(b3 - a3) + K1(4a3滋0 + 3b3K0)
,

u(0*)
r r = b = -

2
3

a2b(4滋0 + 3K0)酌*
0

4K0滋0(b3 - a3) + K1(4a3滋0 + 3b3K0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(30)

2. 2摇 热弹性复合材料的有效体积模量和有效热膨胀系数

下面我们将仅关注复合材料从参考构形 资0 到当前构形 资 的力学响应,式(12) 中的 S 0 和

Ss 可分别用 驻S0 = S0 - 滓* = 滓和 驻Ss = Ss - 酌*
0 i0 代替,由式(19)和式(11),这时的式(12)可

写为

摇 摇 A3·主滓著·A3 = - 驻S(in)
s 颐 b0 (31)

或具体写为

摇 摇 主滓 rr著 r = a = 2
a2 (酌

*
0 + 2酌*

1 + 酌1)ur
r = a

- 2
a 酌0驻兹, (32)

其中,位移 ur 表示的是从参考构形到当前构形的相对位移. 把式(24)和(25)代入方程(32)中
得到

摇 摇 3K0F0 - 3K0琢0驻兹 - 4滋0G0 / a3 - 3K1(F1 - 琢1驻兹) =

摇 摇 摇 摇 2
a F1(酌*

0 + 2酌*
1 + 酌1) - 2

a 酌0驻兹 . (33)

在界面 r = a 处的位移连续条件为

摇 摇 F1a = F0a +
G0

a2 . (34)

如果在外边界 r = b 处施加法向面力 撞m / 3 = tr 撞 / 3, 则有

摇 摇 3K0F0 - 3K0琢0驻兹 -
4滋0G0

b3 = 1
3 撞m, (35)
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由式(33)、(34)和(35)可联立求解出待定常数 F0,G0,F1 .
由此,复合球从参考构形到当前构形的应变的球量部分可由 r = b 处的径向位移表示:

摇 摇 1
3 Em = 1

3 tr E =
u0
r r = b

b , (36)

其中

摇 摇 u0
r r = b = F0b + G0 / b2 . (37)

式(36)中的 Em 可分解成两部分:Em = E(1)
m + E(2)

m 驻兹, 其中

摇 摇 E(1)
m =

( - 2f K*
s + 2K*

s + 4a滋0 + 3af K0 - 3af K1 + 3aK1)撞m

4f滋0(2K*
s + 3aK1) + 3K0( - 4af滋0 + 2(K*

s + 2a滋0) + 3aK1)
, (38)

摇 摇 E(2)
m = [24f酌0滋0 + 18f酌0K0 + 36af滋0琢1K1 + 27af琢1K0K1 +

摇 摇 摇 摇 9(1 - f )琢0K0(2K*
s + 4a滋0 + 3aK1)] / [4f滋0(2K*

s + 3aK1) +
摇 摇 摇 摇 3K0( - 4af滋0 + 2K*

s + 4a滋0 + 3aK1)] . (39)

这里用到了 K*
s = 2(姿*

s + 滋*
s ) = 酌*

0 + 2酌*
1 + 酌1 . 复合材料的等效体积模量 K

-
和等效热膨

胀系数 琢- 可由式(38)和(39)计算出来. 因为

摇 摇 tr 撞 = 3K
-
tr Em - 9K

-
琢-驻兹,或 撞m = 3K

-
E(1)

m + 3K
-
(E(2)

m - 3琢- )驻兹

对任意的 驻兹 都成立,所以 撞m = 3K
-
E(1)

m + 3K
-
(E(2)

m - 3琢- )驻兹, 因此有

摇 摇 K
-
= 1

3
撞m

E(1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

(40)

和

摇 摇 琢- = 1
3 E(2)

m . (41)

将式(38)代入式(40)后可求得等效体积模量为

摇 摇 K
-
= K0 +

f(4滋0 + 3K0)(2K*
s / (3a) + K1 - K0)

4滋0 + 3f K0 + 3(1 - f )(K1 + 2K*
s / (3a))

. (42)

这个结果曾在文献 [20] 中得到. 需要指出,上式中包含与残余界面应力有关的项

2K*
s / (3a) . 如果忽略残余界面应力 酌*

0 的影响,则 K*
s 退化到 Ks,这时上式可退化为文献[16]

中的式(33)或文献[14]中的式(36).
把式(39)代入式(41),可求得复合材料的有效热膨胀系数为

琢- =
K0琢0(1 - f )[(3K1 + 4滋0) + 2K*

s / a] + f (K1琢1 + 2琢 sK*
s / 3a)(3K0 + 4滋0)

K0(1 - f )[(3K1 + 4滋0) + 2K*
s / a] + f (K1 + 2K*

s / 3a)(3K0 + 4滋0)
, (43)

其中,我们将 酌0 表示为 琢 sK*
s . 如果不考虑残余应力 酌*

0 的影响,K*
s 将退化成 Ks, 上式的结果

将退化为 Chen 等文献[16]中的式(31)和文献[17]中的式(9). 如果完全忽略界面应力的影

响,即令 K*
s = 0, 上式将与 Levin[7]的结果相一致,即本文的式(2).

3摇 算摇 摇 例

下面考察残余表 /界面应力对有效热膨胀系数的影响. 考虑包含球形孔洞的热弹性纳米复

合材料,基体材料为聚乙烯,其体积模量、剪切模量和热膨胀系数分别是 KM = 3. 33 伊 109 Pa,
滋M = 0. 345 伊 109 Pa, 琢M = 2. 0(10 -4 / K) [31] . 根据文献[32],在本文中取 酌*

0 = 0. 036 J / m2;由
于 酌1 和 酌*

1 在现有文献中缺乏实验数据,假定 酌1 和 酌*
1 与界面能 酌 为同一量级,并取 酌1 = 酌*

1
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= 酌*
0 / 2,据此可以得到 K*

s = 0. 09 J / m2,Ks = 0. 054 J / m2 . 同样,界面的热膨胀系数也缺乏有关

的实验数据,不妨将界面的热膨胀系数分别取为 琢 s = 4琢M 或 0. 5琢M 以作对比.
残余界面应力对有效热膨胀系数的影响见图 1 至图 4. 这里将本文方法求得的有效热膨

胀系数记为 琢- , 将文献[16鄄17]中的有效热膨胀系数记为 琢- ISM . 图 1 至图 4 中,我们用 Levin 给

出的有效热膨胀系数 琢- L 分别对 琢- 和 琢- ISM 进行了归一化.
图 1 和图 2 给出了在两种不同的孔洞体积分数下, 琢- / 琢- L 和 琢- ISM / 琢- L 随着孔洞半径的变化

(1 ~ 50 nm)曲线;图 3 和图 4 则给出了在两种不同的孔洞半径下, 琢- / 琢- L 和 琢- ISM / 琢- L 随着孔洞

体积分数(5% ~95% )的变化曲线. 在图 1 和图 3 中,界面的热膨胀系数取 琢 s = 4. 0琢M,在图 2
和图 4 中,取 琢 s = 0. 5琢M .

图 1摇 规一化的有效热膨胀系数 琢- / 琢- L 和 琢- ISM / 琢- L 图 2摇 规一化的有效热膨胀系数 琢- / 琢- L 和 琢- ISM / 琢- L

随孔洞半径的变化关系 (琢 s = 4琢M) 随孔洞半径的变化关系 (琢 s = 0. 5琢M)

Fig. 1摇 Normalized effective thermal expansion Fig. 2摇 Normalized effective thermal expansion

coefficients 琢- / 琢- L and 琢- ISM / 琢- L versus coefficients 琢- / 琢- L and 琢- ISM / 琢- L versus

the radius of voids (琢 s = 4琢M) the radius of voids (琢 s = 0. 5琢M)

图 3摇 规一化的有效热膨胀系数 琢- / 琢- L 和 琢- ISM / 琢- L 图 4摇 规一化的有效热膨胀系数 琢- / 琢- L 和 琢- ISM / 琢- L

随孔洞体积分数的变化关系 (琢 s = 4琢M) 随孔洞体积分数的变化关系 (琢 s = 0. 5琢M)

Fig. 3摇 Normalized effective thermal expansion Fig. 4摇 Normalized effective thermal expansion

coefficients 琢- / 琢- L and 琢- ISM / 琢- L versus the coefficients 琢- / 琢- L and 琢- ISM / 琢- L versus the

volume fraction of voids (琢 s = 4琢M) volume fraction of voids (琢 s = 0. 5琢M)

由以上 4 图中可以看出,不论是本文还是文献中给出的有效热膨胀系数均表现出尺度效

应. 尽管有效热膨胀系数的变化趋势是不同的:当取 琢 s = 4琢M 时,琢- / 琢- L > 琢- ISM / 琢- L > 1,当 琢 s =
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0. 5琢M 时,琢- / 琢- L < 琢- ISM / 琢- L < 1, 但是随着孔洞半径减小(或孔洞体积分数的增加),残余表 /界
面应力对有效热膨胀系数的影响是越来越明显的.

4摇 结 束 语

本文根据黄筑平等提出的基于三个构形概念的表 /界面能理论,研究了粒子填充纳米复合

材料的有效热膨胀系数,给出了包含残余界面应力效应的有效热膨胀系数解析表达式.
首先,本文给出了关于表 /界面的两类基本方程:即表 /界面的本构关系和平衡方程;然后

基于三个构形概念,利用 Hashin 复合球模型作为代表性体积单元,推导出热弹性复合材料有

效热膨胀系数的解析表达式. 在本文推导中,考虑了界面残余应力,结果表明残余界面应力对

有效热膨胀系数有显著的影响,而且在忽略残余界面应力的情况下,本文的结果可以退化到文

献[16鄄17]得到的结果.
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Effects of Residual Interface Stress on Effective
Thermal Expansion Coefficient of

Particle鄄Filled Composite

HUANG Ru鄄chao,摇 CHEN Yong鄄qiang
(LTCS &Department of Mechanics and Engineering Science, College of Engineering,

Peking University, Beijing 100871, P. R. China)

Abstract: The “ three configurations 冶 based surface / interface energy theory proposed by
Huang et al was used to study the effective properties of thermal elastic nanocomposites. Parti鄄
cular emphasis was placed on the discussions of the influence of the residual interface stress on
the thermal expansion coefficient of the said composites. First, the thermo鄄elastic interface
constitutive relations expressed in terms of the first kind Piola鄄Kirchhoff interface stress and the
Lagrangian description of the generalized Young鄄Laplace equation were presented. Second, the
Hashin爷s composite sphere assemblage (CSA) was taken as the representative volume element
(RVE), and the elastic deformations from the stress鄄free configuration to the reference config鄄
uration and from the reference configuration to the current configuration were calculated.
Based on the above calculations, an analytical expression of the effective thermal expansion co鄄
efficient of thermo鄄elastic composite was derived. It is shown that the “ residual冶 interface
stress has a significant effect on the thermal expansion properties of the thermo鄄elastic nano鄄
composites.

Key words: nanocomposites; effective thermal expansion; residual interface stress; size鄄de鄄
pendent
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