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摘要:摇 建立了一个投影次梯度方法来求解一类集值混合变分不等式,其中相关的映象不必是

Lipschitz 连续的. 在合适的条件下,证明了在 Hilbert 空间中该方法产生的序列强收敛于问题的唯

一解.
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引摇 摇 言

设 H 是一个 Hilbert 空间且 K 是 H 中的一个非空闭凸子集. 设 T: K 寅2H 是一个集值映象

且 f: H寅R {胰 + }肄 是一个真凸下半连续函数. 我们考虑如下的集值混合变分不等式(简记

为 SMVI(T,K)):找 x*沂 K 和 w*沂 T(x*) 使得

摇 摇 掖w*,x - x*业 + f(x) - f(x*) 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K . (1)
集值混合变分不等式(1)在很多应用领域中会遇到,比如,力学问题(如文献[1])和均衡问题

(如文献[2]).
众所周知,问题(1)包含大量的问题作为特例. 比如,如果 T 是定义在 Hilbert 空间 H 上的

取有限值的连续凸函数 渍 的次微分,那么问题(1)退化为如下的不可微优化问题:
摇 摇 min

x沂
{

K
f(x) + 渍(x }) .

此外,如果 f = 0,则问题(1) 退化为如下的集值变分不等式问题:找 x*沂K和w*沂 T(x*) 使得

摇 摇 掖w*,x - x*业 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K . (2)
如果 T 是单值的且 f = 0,则不等式(1) 变为经典的变分不等式问题:找 x*沂 K 使得

摇 摇 掖T(x*),x - x*业 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K . (3)
在变分不等式理论中,发展有效的迭代算法来计算近似解和研究算法的收敛性是最为有
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意义和重要的问题之一(如文献[3鄄25]). 在已有的方法中,最简单的是投影类方法,它已经被

许多学者广泛研究过(如文献[3鄄4]). 然而,经典的投影方法并不能用于求解集值混合变分不

等式(1). 因此,为了求解问题(1),一些学者开始研究其它容易实现的方法. 特别是,通过使用

类似于 Alber 等[26]的思想,在 Hilbert 空间中,Xia 等[5]考虑了一个投影次梯度方法来求解问题

(1). 在每一个迭代步骤中,他们选取函数 f的一个 着 j 次梯度 p j和集值映象 T中的一个点 v j,然

后再垂直投影到可行集上. 更具体地,他们给出了如下算法:
算法 A (见文献[5]的算法 3. 1)
步骤 0摇 取初始点 x0沂 K 和 v0沂 T(x0) . 置 j = 0.
步骤 1摇 如果 0 沂 T(x j) + 鄣f(x j), 停止;否则执行步骤 2.
步骤 2摇 取 p j 沂 鄣着 j f(x

j),浊 j = {max 1,椰v j椰 + 椰p j }椰 , 计算

摇 摇 x j +1 = PK x j -
籽 j

浊 j
(v j + p jé

ë
êê

ù
û
úú) , (4)

其中, 籽 j,着 j 满足

摇 摇 移
肄

j = 0
籽 j = + 肄,移

肄

j = 0
籽2
j < + 肄,着 j 臆 滋籽 j 摇 摇 (滋 > 0) .

步骤 3摇 取 v j +1 沂 T(x j +1) 使得

摇 摇 椰v j +1 - v j椰 臆 1 + 1
j +( )1

H(T(x j +1),T(x j)) .

令 j = j + 1 并转回步骤 1.
如果 T 在 K 上是仿单调且弱闭的,并且在 K 上的有界子集上是 Lipschitz 连续的,Xia 等[5]

证明了算法 A 产生的序列弱收敛于问题(1)的一个解.
然而,一般地, T 的 Lipschitz 常数并不容易计算. 为了克服这个困难,最近,Anh 等[9] 在有

限维空间中推广了投影算法来求解强单调集值变分不等式(2),其中 T 不必是 Lipschitz 的. 并
且在每一个迭代步骤中,最多只需一次投影到可行集上.

受以上研究工作的启发,我们在本文中建立一个新的投影次梯度方法来求解集值混合变

分不等式(1),其中 T 不必是 Lipschitz 的. 如果 T 满足某种广义单调的条件,该条件不同于 Xia
等[5]使用的仿单调假设,那么我们可以证明新方法产生的序列在 Hilbert 空间中是强收敛的,
而在文献[5]中只获得弱收敛结果. 本文的结果把 Anh 等[9] 的相应结果从集值变分不等式

(2)推广到集值混合变分不等式(1)和从有限维空间推广到无穷维空间,并且改善了相应结

果.

1摇 预 备 知 识

定义 1摇 设 T: K 奂 H 寅2H 是一个取非空值的集值映象, f: K 寅 R {胰 + }肄 是一个真

凸下半连续函数. 映象 T 称为

蚵 在 K上是强单调的当且仅当,存在 茁 > 0使得对于 graph T中所有的(x,x*),(y,y*) 有

下式成立:
摇 摇 掖y* - x*,y - x业 逸 茁椰y - x椰2;
蛎 在 K 上单调当且仅当,对 graph T 中所有的(x,x*),(y,y*) 有下式成立:
摇 摇 掖y* - x*,y - x业 逸 0;
蚰 在 K 上仿单调当且仅当,T 是单调的且掖y* - x*,y - x业 = 0 和(x,x*), (y,y*) 沂
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graphT 可推出(x,y*),(y,x*) 沂 graph T;
蚺 在 K 上伪单调当且仅当,对 graph T 中所有的(x,x*),(y,y*) 有下式成立:
摇 摇 掖x*,y - x业 逸 0 圯 掖y*,y - x业 逸 0;
蚱 在 K 上强伪单调当且仅当,存在 茁 > 0 使得对于 graph T 中所有的(x,x*),(y,y*) 有

下式成立:
摇 摇 掖x*,y - x业 逸 0 圯 掖y*,y - x业 逸 茁椰y - x椰2;
蚯 在 K 上 f鄄 伪单调当且仅当,对 graph T 中所有的(x,x*),(y,y*) 有下式成立:
摇 摇 掖x*,y - x业 + f(y) - f(x) 逸 0 圯 掖y*,y - x业 + f(y) - f(x) 逸 0;
蛉 在 K上 f鄄强伪单调当且仅当,存在 茁 > 0使得对于 graph T中所有的(x,x*),(y,y*) 有

下式成立:
摇 摇 掖x*,y - x业 + f(y) - f(x) 逸 0 圯 掖y*,y - x业 + f(y) - f(x) 逸 茁椰y - x椰2;
蛏 在 K 中的子集 B 上是 Lipschitz 连续的当且仅当,存在 L > 0 使得

摇 摇 H(T(x),T(y)) 臆 L椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 B,
其中 H(·,·) 是 H 中的非空有界闭子集的 Hausdorff 度量,即

摇 摇 H(T(x),T(y)) = {max sup
r沂T(x)

inf
s沂T(y)

椰r - s椰, sup
s沂T(y)

inf
r沂T(x)

椰r - s }椰 ,

摇 摇 坌x,y 沂 B .

注 1
蚵 我们把单调性与一些广义单调性之间的蕴含关系说明如下:
摇 摇 强伪单调摇 坩摇 强单调摇 圯摇 f鄄 强伪单调

摇 摇 摇 摇 摇 摇 墼摇 摇 摇 摇 摇 墼摇 摇 摇 摇 摇 摇 墼
摇 摇 摇 摇 摇 伪单调摇 坩摇 单调摇 圯摇 f鄄 伪单调

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 垩
摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 仿单调

蛎 如果 f 以 const,那么 f鄄 伪单调和 f鄄 强伪单调分别退化为伪单调和强伪单调的定义.
蚰 f鄄 伪单调映象被 Yin 等[27]在 Banach 空间中用来研究 F鄄补问题,Zhong 和 Huang[28]在 Banach 空间中用

来研究 Minty 型的混合变分不等式的稳定性,何[6]在有限维空间中用来分析混合变分不等式的一个算法的收

敛性. 伪单调与 f鄄伪单调之间的关系被 Zhong 和 Huang[28]讨论过. 类似地,我们将讨论强伪单调与 f鄄强伪单调

的关系.

下面的例子说明 f鄄 强伪单调映象不必是伪单调的. 这样,由注 1蚵中的图表可知, f鄄 强伪

单调映象不必是强伪单调的(如果 f 屹 const), 或强单调、或单调、或仿单调的.
例 1摇 设 H = R = ( - 肄, + 肄),K = [3,5] . 令
摇 摇 f(x) = x2,摇 摇 x 沂 K 和 T(x) 以 [ - 1,1],摇 摇 x 沂 K .

容易看到 T 在 K 上不是伪单调的. 然而, 我们可以证明 T 在 K 上是 f鄄 强伪单调的. 事实上, 设

(x,x*),(y,y*) 沂 graph T 满足

摇 摇 掖x*,y - x业 + f(y) - f(x) = (x* + y + x)(y - x) 逸 0.
那么 x*, y*沂 [ - 1, 1] 和 x, y 沂 [3, 5] 可推出 x* + y + x > 0, y* + y + x > y - x, 因此

y - x 逸0. 这样,我们可得到

摇 摇 掖y*,y - x业 + f(y) - f(x) = (y* + y + x)(y - x) 逸 (y - x) 2,
这说明 T 在 K 上是 f鄄 强伪单调的(模为 1).

下面的例子说明强伪单调映象不必是 f鄄伪单调的. 这样,由注 1蚵 的图表可知强伪单调映
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象不必是 f鄄 强伪单调的,或者强单调、或者单调、或者仿单调的.
例 2摇 设 H = R = ( - 肄, + 肄),K = [ - 2,2] . 令
摇 摇 f(x) = x2,摇 摇 x 沂 K 和 T(x) 以 [2,4],摇 摇 x 沂 K .

我们可以证明 T 在 K 上是强伪单调的. 事实上,设(x,x*),(y,y*) 沂 graph T 满足

摇 摇 掖x*,y - x业 = x*(y - x) 逸 0.
那么 x*,y*沂 [2,4] 和 x,y 沂 [ - 2,2] 可推出 y* 逸 (y - x) / 2 和 y - x 逸0. 这样,我们有

摇 摇 掖y*,y - x业 = y*(y - x) 逸 1
2 (y - x) 2,

这意味着 T在 K 上是强伪单调的(模为 1 / 2) . 然而,T在 K 上不是 f鄄伪单调的. 事实上,我们在

graph T 中取(x,x*) = ( - 2,4),(y,y*) = ( - 1,2) . 那么

摇 摇 掖x*,y - x业 + f(y) - f(x) = (4 - 1 - 2)( - 1 + 2) 逸 0.
然而

摇 摇 掖y*,y - x业 + f(y) - f(x) = (2 - 1 - 2)( - 1 + 2) < 0.
这意味着 T 在 K 上不是 f鄄 伪单调的.

定义 2摇 对于一个凸函数 f: H 寅( - 肄, + 肄],dom {f = x沂 H: f(x) < + }肄 表示其有

效域. 对于给定的点 x 沂 dom f,
摇 摇 鄣f(x) {= p 沂 H: f(y) - f(x) 逸 掖p,y - x业,坌y 沂 }H

表示 f 在点 x 的次微分,点 p 沂 鄣f(x) 称为 f 在点 x 的次梯度.
设 K 是 Hilbert 空间 H 上的非空闭凸子集. 点 z 到 K 的距离定义为

摇 摇 dist( z,K) inf
x沂K

椰z - x椰 .

用 PK( z) 表示点 z 到 K 上的投影,也就是说,PK( z) 满足条件

摇 摇 椰z - PK( z)椰 = dist( z,K) .
引理 1[5] 摇 设 K 是 Hilbert 空间 H 上的非空闭凸子集. 那么有如下性质成立:
蚵 掖x - y,x - PK(x)业 逸 0, 坌x 沂 H,y 沂 K;
蛎 椰PK(x) - PK(y)椰 臆 椰x - y椰, 坌x,y 沂 H .
引理 2[9] 摇 {设 琢 }j 是非负的数列使得

摇 摇 琢 j +1 臆 (1 - 姿 j)琢 j + 着 j,摇 摇 坌j,
其中,对任意的 j,姿 j 沂 (0,1) 和 着 j > 0 分别满足

摇 摇 移
肄

j = 0
姿 j = + 肄,移

肄

j = 0
着 j < + 肄 .

那么 lim j寅肄 琢 j = 0.

2摇 一个新的投影次梯度方法

投影次梯度方法(如文献[26])起源于求解如下优化问题的最速下降法:
摇 摇 min

x沂K
f(x), (5)

其中, K 是 H中的闭凸子集且 f: K 寅 R是一个连续凸函数. 投影次梯度方法在每一个迭代中,
从 x j沿着 f 在 x j的次梯度的反方向取点,然后再垂直投影到 K, {这样产生序列 x }j . 更确切

地,其迭代格式为

摇 摇 x j +1 = PK(x j - 琢 jp j), (6)
其中, 琢 j 表示步长且 p j 沂鄣f (x j) . 当 K = H且 f是可微的,正好就是最速下降法. 如果在式(6)
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中用算子 T 代替次梯度,那么投影次梯度方法就被推广用来求解变分不等式问题(3). 其相应

的迭代格式变为

摇 摇 x j +1 = PK[x j - 琢 jT(x j)] . (7)
众所周知,如果 T 是 Lipschitz 连续且强单调的,那么由式(7)产生的序列收敛于问题(3)的一

个解. 最近,Xia 等[5]推广投影次梯度方法来求解问题(1). 其基本迭代格式变为

摇 摇 x j +1 = PK[x j - 琢 j(v j + p j)], (8)
其中, v j 沂 T(x j),p j 沂鄣f(x j) . 在文献[5] 中,T的强收敛性被放松为仿单调性. 但是 T的 Lip鄄
schitz 连续性仍然需要. 现在我们的目的是在 Hilbert 空间中,在没有 T 的 Lipschitz 连续性假设

条件下,建立一个迭代序列使其强收敛于问题(1)的一个解. 对于给定的 x j 沂 K,我们借用文

献[9] 的思想寻找一个 x j +1 所在的方向 w j,它包含方向 - (v j + p j) 作为特例. 因此,新方法比

式(8)更广泛. 现在具体描述我们的方法如下:
算法 1
步骤 1摇 {取数列 籽 }j 使得

摇 摇 0 < 籽 j < 1,移
肄

j = 0
籽 j = + 肄,移

肄

j = 0
籽2
j < + 肄 . (9)

取 x0沂 K . 令 j 0.
步骤 2摇 对于给定的点 p j 沂 鄣f(x j),取 v j 沂 T(x j) .
如果 v j = - p j, 那么停止.
如果 v j 屹- p j,那么找 w j 使得

摇 摇 掖v j,x - x j业 + 掖w j,x - x j业 + f(x) - f(x j) 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K . (10)
如果 w j = 0, 停止. 否则,执行步骤 3.
步骤 3摇 计算

摇 摇 x j +1 = PK(x j + 籽 jw j) . (11)

注2摇 在这个算法中, 主要的子问题是找 w j 屹0 满足式(10) . 如果取 w j = - (v j + p j), 那么式(10) 成

立. 事实上,由于 p j沂 鄣f (x j),即 f(x) - f(x j) 逸 掖p j,x - x j业,坌x 沂 H, 我们有

摇 摇 掖v j,x - x j业 + 掖w j,x - x j业 + f(x) - f(x j) 逸
摇 摇 摇 摇 掖v j,x - x j业 + 掖w j,x - x j业 + 掖p j,x - x j业 =
摇 摇 摇 摇 掖v j + w j + p j,x - x j业 .

如果取 w j = - (v j + p j), 则可推出

摇 摇 掖v j,x - x j业 + 掖w j,x - x j业 + f(x) - f(x j) 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K .
这说明算法 1 是可行的.

注 3摇 如果 H = Rn, f以 const,并且取 p j = 0 沂 鄣f(x j), 那么算法 1 退化为文献[9]的算法 2. 1. 这样,算
法 1 可看作是文献[9]的算法 2. 1 的推广.

现在我们在 Hilbert 空间中分析算法 1 产生的序列的收敛性.
定理 1摇 设由算法 1 {产生的序列 x }j 只有有限个元. 那么最后 1 项是问题(1)的解.
证明摇 如果序列只有有限个元,那么算法必须在步骤 2 的某个 x j 停止. 有两种可能情况.
情况 1摇 如果 v j = - p j,那么由 p j 沂 鄣f (x j) 可推出

摇 摇 掖v j,x - x j业 + f(x) - f(x j) 逸 掖v j,x - x j业 + 掖p j,x - x j业 = 0.
也就是说, x j 是问题(1)的解.

情况 2摇 如果 w j = 0,则由式(10) 可推出 x j 是问题(1)的一个解. 证毕.
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从现在开始,我们假设算法 1 {产生的序列 x }j 有无穷多个元.
定理 2摇 设 f: H 寅 R {胰 + }肄 是一个真凸下半连续函数,T:K 寅2H 是一个 f鄄强伪单调

映象(模为 茁 > 0) . 设问题(1) 的解集 S 是非空的. 那么由算法 1 {产生的序列 x }j 满足

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 (1 - 2茁籽 j)椰x j - x*椰2 + 籽2
j 椰w j椰2, (12)

其中, x* 是问题(1) 的一个解. 此外,如果对每个 j,0 < 籽 j < 1 / (2茁), {且序列 w }j 是有界的,
那么当 j 寅 肄 时,我们有 x j寅 x* 且 x* 是问题(1)的唯一解.

证明摇 设 x* 是问题(1) 的任一解. 由 x j +1 = PK(x j + 籽 jw j),x* = PK(x*) 和引理 1 可推出

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 = 椰PK(x j + 籽 jw j) - PK(x*)椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰x j + 籽 jw j - x*椰2 = 椰x j - x*椰2 + 2籽 j掖w j,x j - x*业 + 籽2

j 椰w j椰2 . (13)
在不等式(10)中取 x = x*, 我们可得到

摇 摇 掖v j, x* - x j业 + 掖w j, x* - x j业 + f(x*) - f(x j) 逸 0,
这意味着

摇 摇 掖w j, x j - x*业 臆 掖v j, x* - x j业 + f(x*) - f(x j) . (14)
由于 x*沂 K 是问题(1) 的一个解,所以存在 w*沂 T(x*) 使得

摇 摇 掖w*, x j - x*业 + f(x j) - f(x*) 逸 0. (15)
由于 T 是 f鄄 强伪单调的,我们可推出

摇 摇 掖v j, x j - x*业 + f(x j) - f(x*) 逸 茁椰x j - x*椰2 . (16)
把式(16)代入式(14),可得到

摇 摇 掖w j,x j - x*业 臆- 茁椰x j - x*椰2 . (17)
再结合式(13)和(17),我们可推出

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 椰x j - x*椰2 - 2籽 j 茁椰x j - x*椰2 + 籽2
j 椰w j椰2 =

摇 摇 摇 摇 (1 - 2籽 j 茁)椰x j - x*椰2 + 籽2
j 椰w j椰2 .

在引理 2 中令 姿 j 2籽 j 茁,琢 j 椰x j - x*椰2 和 着 j 籽2
j 椰w j椰2 . 由于每个 j,0 < 籽 j < 1 / (2茁) 且

移肄

j = 0
籽 j = + 肄,我们可得到对每个 j,0 < 姿 j < 1 且移肄

j = 0
姿 j = + 肄 . 此外, {由于序列 椰w j }椰

是有界的且移肄

j = 0
籽2
j < + 肄,所以移肄

j = 0
着 j < + 肄 . 因此,应用引理 2 可推出 lim j寅肄 椰x j - x*椰

= 0. 由于 x* 是问题(1) 的任一解,所以可推出 x* 是该问题的唯一解. 证毕.
在定理 2 中,如果 f = 0, 那么我们有下面的结果:
推论 1摇 设 T: K 寅2H 是强伪单调映象(模为 茁 > 0) . 设问题(2) 的解集 S 非空. 那么算

法 1( f = 0 且每个 j,p j = 0) {产生的序列 x }j 满足

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 (1 - 2茁籽 j)椰x j - x*椰2 + 籽2
j 椰w j椰2,

其中, x* 是问题(2) 的一个解. 此外,如果对每个 j,0 < 籽 j < 1 / (2茁), {且序列 w }j 是有界的,
那么当 j 寅 肄 时,x j寅 x* 且 x* 是问题(2)的唯一解.

注 4摇 推论 1 在以下方面推广和改善了文献[9]中的定理 2. 1:
蚵 文献[9]中的强单调假设被放松为强伪单调;
蛎 推论 1 表明在 Hilbert 空间中算法 1 产生的序列强收敛于问题(2)的唯一解. 因此,推论 1 把文献[9]

中的定理 2. 1 从有限维空间推广到无穷维空间.

为了保证算法 1 的序列的收敛性,我们在定理 2 {中假设了 w }j 是有界的. 通过引入另外

的参数 子 j 以及 f和 T在合适的假设下, {我们可以保证 w }j 有界是自然成立的. 从现在开始,我

9521唐摇 摇 国摇 摇 吉摇 摇 摇 黄摇 摇 南摇 摇 京



们采用如下的假设(H1) ~ (H3):
(H1) 问题(1)的解集是非空的;
(H2) f: H寅 R {胰 + }肄 是一个真凸下半连续函数且 K奂 int(dom f),鄣f在 K 上是有界

的;
(H3) T: K 寅2H 在 K 上是一个 f鄄 强伪单调映象(模为 茁 > 0) 且 T 在 K 上是有界的.

注 5
蚵 假设(H1)和(H2)与文献[5,8]中的假设一样. 众所周知,如果 H是有限维的, 那么 鄣f在K上总是有界

的. 不过, 一般地, 这个结论在无穷维 Hilbert 空间中不真. 我们知道, 鄣f在 K上有界的一个充分条件是 | f | 在

K 上有界(见文献[5]中的注 3. 1(2));
蛎 与文献[5]中的假设(A3)作比较,我们在假设(H3)中不需要 T 是 Lipschitz 连续的.

下面的例子说明假设(H3)是合理的.
例 3摇 设 H = R = ( - 肄, + 肄),K = [3,5] . 令

摇 摇 f(x) = x2,摇 摇 x 沂 K 和 T(x) = [ - 1,1], x 沂 [3,4],
[2,3], x 沂 (4,5]{ .

容易看到 T在 K 上是有界的且非单调的. 用例 1 的方法,我们可以证明 T在 K上是 f鄄强伪单调

的. 然而,T 在 K 上不是 Lipschitz 连续的. 事实上,对任意的 x 沂 [3,4],y 沂 (4,5], 我们有

摇 摇 H(T(x),T(y)) = {max sup
r沂T(x)

inf
s沂T(y)

椰r - s椰, sup
s沂T(y)

inf
r沂T(x)

椰r - s }椰 = 3.

因此,对任意的 L > 0,存在 x0 沂 [3,4],y0 沂 (4,5] 满足 椰x0 - y0椰 < 3 / L 使得

摇 摇 H(T(x0),T(y0)) > L椰x0 - y0椰 .
这意味着 T 在 K 上不是 Lipschitz 连续的,因此文献[5]中的假设(A3)不满足.

现在我们给出算法 1 在引入参数 子 j( j = 0,1,2,…) 后的修改版本:
算法 1忆
步骤 1摇 取 x0沂 K . 令 j 0.
步骤 2摇 对于任给的 p j 沂 鄣f(x j),取 v j 沂 T(x j) .
如果 v j = - p j, 则停止.
如果 v j 屹- p j,则选取序列 籽 j 沂 (0,1) 和

摇 0 < 子 j < {min 1
2茁籽 j

, 1
椰v j椰 + 椰p j }椰

. (18)

{使得序列 籽 }j {和 子 }j 满足

摇 摇 移
肄

j = 0
籽 j子 j = + 肄 (19)

和

摇 摇 移
肄

j = 0
籽2
j < + 肄 . (20)

步骤 3摇 找 w j 满足

摇 摇 椰w j椰 臆 子 j(椰v j椰 + 椰p j椰) (21)
和

摇 摇 掖子 jv j,x - x j业 + 掖w j,x - x j业 + 子 j[ f(x) - f(x j)] 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K . (22)
如果 w j = 0, 停止. 否则,执行步骤 4.
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步骤 4摇 计算

摇 摇 x j +1 = PK(x j + 籽 jw j) . (23)

注 6摇 如果 H = Rn, f以const且 p j = 0沂鄣f(x j),则算法 1忆退化为文献[9]中的算法 2. 1 的修改版本(见
文献[9]的注 2. 2).

注 7摇 我们需要回答步骤 2 中的 籽 j, 子 j 和步骤 3 中的 w j 是否可行. 首先, 类似于注 2,容易验证如果 w j

= - 子 j(v j + p j),那么式(22) 成立. 其次,如果 籽 j = 1 / j,则有移肄

j = 0
籽2
j < + 肄 . 为了证明 子 j 是可行的,我们需要

下面的引理.

引理 3摇 如果假设(H1) ~ (H3)成立. 那么在算法 1忆中,即使不需要条件(19),它产生的

{序列 x }j 也是有界的.
证明摇 令 x*沂 S,z j = x j + 籽 jw j 和 滋 j = 掖w j,x* - x j业 . 由式(23) 可推出 x j 沂K,因此PK(x j)

= x j . 由于 椰w j椰 臆 子 j(椰v j椰 + 椰p j椰) < 1(根据式(18)),利用引理 1蛎,可推出

摇 摇 椰x j +1 - x j椰 = 椰PK( z j) - PK(x j)椰 臆 椰z j - x j椰 = 籽 j椰w j椰 臆 籽 j . (24)
因此

摇 摇 籽2
j + 椰x j - x*椰2 - 椰x j +1 - x*椰2 逸

摇 摇 摇 摇 椰x j +1 - x j椰2 + 椰x j - x*椰2 - 椰x j +1 - x*椰2 =
根据式(24)

摇 摇 摇 摇 2掖x j - x*,x j - x j +1业 =
摇 摇 摇 摇 2掖x j - x*,x j - z j业 + 2掖x j - x*,z j - x j +1业 =
摇 摇 摇 摇 2掖x j - x*, - 籽 jw j业 + 2掖x j - z j,z j - x j +1业 + 2掖 z j - x*,z j - x j +1业 逸

摇 摇 摇 摇 2籽 j掖x* - x j,w j业 + 2掖x j - z j,z j - x j +1业 =
根据引理1蚵

摇 摇 摇 摇 2籽 j掖x* - x j,w j业 + 2掖x j - z j,z j - x j业 + 2掖x j - z j,x j - x j +1业 逸
摇 摇 摇 摇 2籽 j掖x* - x j,w j业 - 2椰x j - z j椰2 - 2椰x j - z j椰椰x j - x j +1椰 逸

摇 摇 摇 摇 2籽 j掖x* - x j,w j业 - 2籽2
j 椰w j椰2 - 2籽2

j 椰w j椰 逸
根据式(24)

摇 摇 摇 摇 2籽 j掖x* - x j,w j业 - 4籽2
j =

根据椰w j椰 < 1

摇 摇 摇 摇 2籽 j 滋 j - 4籽2
j . (25)

因为 x*沂 S,所以存在 v*沂 T(x*) 使得

摇 摇 掖v*,x - x*业 + f(x) - f(x*) 逸 0,摇 摇 坌x 沂 K . (26)
在式(26)中取 x = x j, 可得到

摇 摇 掖v*,x j - x*业 + f(x j) - f(x*) 逸 0.
由 T 是 f鄄 强伪单调的,可知

摇 摇 掖v j,x j - x*业 + f(x j) - f(x*) 逸 茁椰x j - x*椰2 逸0,摇 摇 坌v j 沂 T(x j) . (27)
结合式(22)和(27),我们有

摇 摇 滋 j = 掖w j,x* - x j业 逸 子 j[掖v j,x j - x*业 + f(x j) - f(x*)] 逸 0.
这样,式(25)意味着

摇 摇 0 臆 2籽 j 滋 j 臆 椰x j - x*椰2 - 椰x j +1 - x*椰2 + 5籽2
j ,摇 摇 坌j,

即

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 椰x j - x*椰2 + 5籽2
j ,摇 摇 坌j .

用归纳法,我们可推出
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摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 椰x0 - x*椰2 + 5移
j

i = 0
籽2
i 臆 椰x0 - x*椰2 + 5移

肄

j = 0
籽2
j ,

{这说明 x }j 是有界的. 证毕.
{由于 x }j 是有界的,由假设(H2)和(H3), {我们知道 p }j {和 v }j 都是有界的,因此存

在 酌 > 0 使得对每个 j,椰v j椰 + 椰p j椰 臆 酌 . 这样,如果 籽 j = 1 / j 和

摇 摇 子 j =

1
4茁籽 j

, 1
2茁籽 j

臆 1
椰v j椰 + 椰p j椰

,

1
2酌,

1
2茁籽 j

> 1
椰v j椰 + 椰p j椰

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(28)

那么式(18)至(20)满足. 因此,算法 1忆是可行的.

注 8摇 现在我们把算法 1忆与算法 A(也就是文献[5]中的算法 3. 1)进行比较. 事实上,如果 浊 j = 1 / 子 j, 则

式(18)至式(20)退化为下面的条件:

摇 摇 浊 j > {max 2茁籽 j,椰v j椰 + 椰p j }椰 , 移
肄

j = 0

籽 j

浊 j
= + 肄, 移

肄

j = 0
籽2
j < + 肄 .

此外,如果在式(22)中取

摇 摇 w j = - 子 j(v j + p j) = - v j + p j

浊 j
,

那么式(23)变为式(4). 这样,容易看到算法 1忆与算法 A 非常相似.

现在我们在 Hilbert 空间中分析算法 1忆产生的序列的收敛性.
定理 4摇 如果假设(H1) ~ (H3)成立. 那么由算法 1忆 {产生的序列 x }j 满足

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 (1 - 2茁籽 j子 j)椰x j - x*椰2 + 籽2
j 椰w j椰2 . (29)

其中, x* 是问题(1) 的一个解. 此外,当 j 寅 肄 时,x j 寅 x* 且 x* 是问题(1)的唯一解.
证明摇 由式(18)和式(21)可知

摇 摇 椰w j椰 臆 子 j(椰v j椰 + 椰p j椰) < 1.
设 x* 是问题(1) 的任一解. 在不等式(22) 中取 x = x* 可得

摇 摇 掖子 jv j,x* - x j业 + 掖w j,x* - x j业 + 子 j[ f(x*) - f(x j)] 逸 0.
这意味着

摇 摇 掖w j,x j - x*业 臆 掖子 jv j,x* - x j业 + 子 j f(x*) - 子 j f(x j),
它与式(14)的作用类似. 那么类似于定理 3 的证明可得

摇 摇 掖w j,x j - x*业 臆- 茁子 j椰x j - x*椰2,
因此

摇 摇 椰x j +1 - x*椰2 臆 椰x j - x*椰2 - 2籽 j 茁子 j椰x j - x*椰2 + 籽2
j 椰w j椰2 臆

摇 摇 摇 摇 (1 - 2籽 j 茁子 j)椰x j - x*椰2 + 籽2
j .

再由式(18)可知,对所有的 j 有 2籽 j 茁子 j < 1. 令 姿 j 2籽 j 茁子 j < 1,琢 j 椰x j - x*椰2 和 着 j 籽2
j ,

应用引理 2 可推出当 j 寅 肄 有 x j寅 x* . 又由于 x* 是问题(1) 的任一解,所以 x* 是该问题的

唯一解. 证毕.

注 9摇 我们通过以下方面与文献[5]的定理 3. 5 作比较:
蚵 在定理 4 中, T 是 f鄄强伪单调的,而文献[5] 的定理 3. 5 中要求 T 是一个仿单调映象. f鄄 强伪单调与仿

单调的关系见注 1;
蛎 文献[5]的假设(A3)中, T在 K上是弱闭的以及在 K 上的有界子集上是 Lipschitz 连续的条件被去掉了;
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蚰 定理 4 证明了序列的强收敛,而文献[5]的定理 3. 5 只获得了弱收敛结果.
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A Projected Subgradient Method for Non鄄Lipschitz
Set鄄Valued Mixed Variational Inequalities

TANG Guo鄄ji,摇 HUANG Nan鄄jing
(Department of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, P. R. China)

Abstract: A projected subgradient method for solving a class of set鄄valued mixed variational in鄄
equalities when the mapping was not necessarily Lipschitz was proposed. Under some suitable
conditions, it is proved that the sequence generated by the method was strongly convergent to
the unique solution of the problem in Hilbert spaces.

Key words: set鄄valued mixed variational inequality; projected subgradient method; non鄄Lips鄄
chitz mapping; convergence

4621 非 Lipschitz 集值混合变分不等式的一个投影次梯度方法


