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摘要:摇 研究热源和体力作用下的横观各向同性厚板的二维问题,板的上表面无应力作用,但有规

定的表面温度作用;板的下表面置于刚性基础之上,并处于绝热状态. 采用 Green 和 Naghdi 提出的

广义热弹性理论,通过 Laplace 和 Fourier 双重变换,在 Laplace鄄Fourier 变换域中,得到位移和温度

场的控制方程. 数值求解双重变换的逆变换,采用一个基于 Fourier 级数展开的方法,数值地求解

Laplace 变换的逆变换. 对材料镁(Mg)进行数值计算,并用图形表示其结果. 推演出各向同性材料

铜(Cu)的数值结果,并用图形与横观各向同性材料镁进行比较. 同时研究了体力的影响.
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引摇 摇 言

在过去的 30 年里,这样的一些热弹性理论———认为热信号(第 2 个声音信号)的传播速

度是有限的———引起了人们极大的关注. 传统的耦合热弹性理论,以抛物线型热传导方程为基

础[1鄄3],预测热的传播速度是无限的. 与之相比较,这些理论包含一个双曲线型的热传导方程,
通称为广义热弹性理论. 在这些广义理论中,Lord 和 Shulman[4]提出了包括了一个弛豫时间的

理论;Green 和 Lindsay[5]经过大量的调查研究,发展了该理论,提出了包括两个弛豫时间的理

论. 在 Lord鄄Shulman[4]的理论中,提出了一个修正的 Fourier 热传导定律,将热量以及热量对时

间的导数同时考虑进去,取代传统的 Fourier 热传导定律. 在 Green鄄Lindsay 模型中,传统的

Fourier 热传导定律并没有发生变化,但是,修正了经典的能量方程,以及应力鄄应变的温度关

系. 有限的热传导速度已为一些实验证据所证实,在短的时间间隔内,处理超大热通量的实际

问题,诸如在激光装置和能量通道发生的实际问题,广义的热弹性理论比传统的热弹性理论更

接近真实情况,相关的文献可以参见文献[6鄄14].
从试验角度来看,尽管在 40 年前,已有学者开展绝缘固体中第二声信号的研究,并提出相
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应的报告(如 Ackerman 和 Guyer 的文献[15]、Jackson 等的文献[16]、Jackson 和 Walker 的文

献[17]、Rogers 的文献[18]、Narayanmurti 和 Dynes 的文献[19]),但是支持固体中热波速度有

限的实验证据仍然相当稀少. 大多数工程材料,诸如金属材料,拥有较高的热传导阻尼率,不适

合在有关第二声信号传播的实验中使用. 但是,随着最近材料科学的发展,将来也许可以找到

(甚至可以为试验目的而制造出)热波以有限速度传播的、理想的研究材料.
Green 和 Naghdi[20鄄22]对相关理论的发展上作出了贡献,他们对各向同性匀质材料提出 3

个广义热弹性理论模型,称为模型玉、域和芋. 该理论的本质是各自理论的线性化:模型

玉[20鄄21]简化了经典的热传导理论———Fourier 定律,线性化的模型域和芋,容许热波以有限的

速度传播. 特别地,模型 II 容许热能的耗散[22],这是其它已有的热弹性模型所没有的. 在该模

型本构方程的推导中,开始使用简化了的能量方程,并将热位移梯度作为变量之一. Green 和

Naghdi 的模型芋[21]容许热能的耗散,在该模型本构方程的推导中,同样始于简化了的能量方

程,除温度梯度外,将热位移梯度作为变量之一. Green 和 Naghdi 的论文(见文献[22]),对各

向同性匀质材料,位移场和温度场项的热弹性线性化理论,给出了所有控制方程的推导过程,
以及相应初边值问题解的唯一性证明. 在 Green 和 Naghdi[22]的线性化理论中,Chandrasekhara鄄
iah[7鄄8]建立起解的唯一性定理. Chandrasekharaiah[9] 以 GN 模型域为基础,由于边界上突加的

温度和应力 /应变,研究了半空间中热波的一维传播. Chandrasekharaiah 和 Srinath[10] 使用没有

能量耗散的热弹性线性理论(TEWOED),对一个各向同性均质的无界热弹性体,研究由连续

点热源引起的热弹性交互作用. Mallik 和 Kanoria[23]利用广义热弹性理论[22],在一个无限转动

的弹性介质中,研究热源引起的热弹性交互作用,应用特征值法求解该问题. Taheri 等应用域
型和芋型的 GN 理论,在一个环形域中,研究了热波和机械波的传播. Roychoudhuri 和 Dutta[24]

以 TEWOED 为基础,在一个各向同性匀质的热弹性固体中,热源依赖时间连续分布,在有限的

时间间隔内呈现周期性变化时,研究热弹性交互作用. Green 和 Naghdi[22]提出的广义热弹性理

论问题,为众多学者所研究(例如 Mallik 和 Kanoria 的文献[25鄄27]、Banik 等的文献[28]、
Bondyopadhyay 和 Roychoudhuri 的文献[29]等). 在 Lord 和 Shulman[4] 提出的广义热弹性理论

的基础上,Verma 和 Hasebe[30]研究了横观各向同性板中波的传播.
本文研究横观各向同性厚板,在热源和体力的共同作用下的二维问题,板的上表面没有应

力,但有给定表面温度分布;板的下表面置于刚性基础之上,但绝热. 采用 Green 和 Naghdi[21鄄22]

提出的广义热弹性理论,求解决该问题,应用 Laplace 变换和 Fourier 变换,在 Laplace鄄Fourier 双
重变换域中,求解位移场和温度场的控制方程. 数值地求解双重变换的逆变换,使用一个以

Fourier 级数展开为基础的方法(Hoing 和 Hirdes 的文献[31]),数值地求解 Laplace 变换的逆

变换. 对材料镁(Mg)进行数值计算,结果以两个 GN[20鄄22]模型的图形给出. 作为特例相应导出

各向同性材料铜(Cu)的图形结果,并与 GN 模型域(TEWOED),横观各向同性镁(Mg)的结果

进行比较. 最后还研究了体力的影响,并以图形给出.

1摇 问题的公式化

考虑一个可传热的、横观各向同性的、无限均匀的厚板,在一个空间变化的热源作用下,初
始状态热源的参考温度同为 T0 . 板的上表面无应力,但受到已知的温度分布作用,板的下表面

置于刚性基础之上,且是绝热的. 设厚板的上下表面取为坐标面 x = 依 h,以此来建立直角坐标

系 Oxyz . 考虑厚板平行于 xOy 平面的二维变形,位移矢量 u 和温度 T 可表示为

摇 摇 u = (u(x,y,t),v(x,y,t),0), T = T(x,y,t) . (1)
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这时候的本构方程为

摇 摇
滓 xx = c11exx + c12eyy - 茁1(T - T0),
滓 yy = c12exx + c11eyy - 茁1(T - T0),
滓 xy = (c11 - c12)exy

ì

î

í

ïï

ïï ;

(2)

沿 x 和 y 方向的运动方程为

摇 摇 c11
鄣2u
鄣x2 +

c11 - c12
2

鄣2u
鄣y2 +

c11 + c12
2

鄣2v
鄣x鄣y + 籽Fx = 籽 鄣2u

鄣t2
+ 茁1

鄣T
鄣x, (3)

摇 摇
c11 - c12

2
鄣2v
鄣x2 + c11

鄣2v
鄣y2 +

c11 + c12
2

鄣2u
鄣x鄣y + 籽Fy = 籽 鄣2v

鄣t2
+ 茁1

鄣T
鄣y; (4)

根据 Green鄄Naghdi 理论,这时候的热传导方程和 Fourier 定律可表示成

摇 摇 K* 鄣2T
鄣x2 + 鄣2T

鄣y( )2 + 字K1
鄣2T
鄣x2 + 鄣2T

鄣y( )2 + 籽Q = 籽cvT + T0 茁1
鄣u
鄣x + 鄣v

鄣( )y , (5)

摇 摇 qx = - 字K1
鄣T
鄣x + K* 鄣淄

鄣( )x ; (6)

其中, 字 = 0(GN 模型域), 字 = 1(GN 模型芋), 籽 为密度,cij 为横观各向同性材料的弹性常数,
K1 为沿 x 和 y 方向的导热率, K* 为 GN 理论的附加材料常数, 茁1 为温度应力系数, cv 为定容

热容. Q 为热源,且 淄 = T,其中 淄 为热位移.
引入以下无量纲变量:

摇 摇

x忆 = c1浊x, y忆 = c1浊y , u忆 = c1浊u, v忆 = c1浊v, t忆 = c21浊t,

t忆0 = c21浊t0, q忆
x忆 =

qx 茁1

c11K1
, h忆 = c1浊h,

滓 忆
ij =

滓 ij

c11
, 兹 =

(T - T0)茁1

c11
,

Q忆 =
籽茁1Q

K1c21浊2c11
, F忆

x =
籽Fx

(姿 + 2滋)c1浊
, F忆

y =
籽Fy

(姿 + 2滋)c1浊
, K*忆 = K*

K1c21浊

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ,

(7)

其中

摇 摇 浊 =
籽cv
K1

, c21 =
c11
籽 .

若省略上角的撇号,方程(2) ~ (6)可改写为如下的无量纲形式:

摇 摇 滓 xx =
鄣u
鄣x + (a2 - a1)

鄣v
鄣y - 兹, (8)

摇 摇 滓 yy = (a2 - a1)
鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y - 兹, (9)

摇 摇 滓 xy =
(1 + a1 - a2)

2
鄣u
鄣y + 鄣v

鄣( )x , (10)

摇 摇 鄣2u
鄣x2 + a1

鄣2u
鄣y2 + a2

鄣2v
鄣x鄣y + Fx =

鄣2u
鄣t2

+ 鄣兹
鄣x, (11)

摇 摇 a1
鄣2v
鄣x2 + 鄣2v

鄣y2 + a2
鄣2u
鄣x鄣y + Fy =

鄣2v
鄣t2

+ 鄣兹
鄣y, (12)

摇 摇 K* 鄣2兹
鄣x2 + 鄣2兹

鄣y( )2 + 字 鄣2兹
鄣x2 + 鄣2兹

鄣y( )2 + Q = 兹 + 着 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣( )y , (13)
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摇 摇 qx = - 字 鄣兹
鄣x + K* 鄣兹

鄣( )x , (14)

其中

摇 摇 a1 =
c11 - c12
2c11

, a2 =
c11 + c12
2c11

, 着 =
T0茁2

1

K1c11浊
. (15)

在如下的初始条件下求解上述方程:

摇 摇 兹 = u = v = 0; 鄣兹
鄣t = 鄣u

鄣t = 鄣v
鄣t = 0,摇 摇 t = 0. (16)

问题的边界条件可以取为

摇 摇

兹(h,y,t) = 兹0H(g -| y | ),
滓 xx(h,y,t) = 0,
滓 xy(h,y,t) = 0,
u( - h,y,t) = 0,
v( - h,y,t) = 0,
qx( - h,y,t) = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(17)

式(17)的第 1 个方程中, 兹0 和 g 为常数,函数 H(·)为 Heaviside 单位阶梯函数. 表面 x = h上没

有应力作用,上表面 y 轴两侧宽度 2g 为一条加热带,而表面的其余部分温度保持为 0.
函数 f(x,y,t) 的 Laplace鄄Fourier 双重变换为

摇 摇
f
摇 -
(x,y,p) = 乙肄

0
f(x,y,t)e -ptdt, Re(p) > 0,

f
摇 -
(x,q,p) = 1

2仔 乙
肄

-肄
f
摇 -
(x,y,p)e - iqydy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(18)

对方程(8) ~ (14)作 Laplace鄄Fourier 双重变换:

摇 摇 滓- xx =
du-
dx + (a2 - a1)iqv- - 兹

-
, (19)

摇 摇 滓- yy = (a2 - a1)
du-
dx + iqv- - 兹

-
, (20)

摇 摇 滓- xy =
1 + a1 - a2

2
dv-
dx + iqu-( ) , (21)

摇 摇 d2u-

dx2 - (p2 + a1q2)u- + iqa2
dv-
dx + F

-
x =

d兹
-

dx, (22)

摇 摇 a1
d2 v-

dx2 - (p2 + q2) v- + iqa2
du-
dx + F

-
y = iq兹

-
, (23)

摇 摇 (K* + 字p) d2兹
-

dx2 {- (K* + 字)q2 + p }2 兹
-
+ pQ

-
= 着p2 du-

dx + iqv-( ) , (24)

摇 摇 q- x = - (p 字 + K*) d兹
-

dx . (25)

从方程(22) ~ (24)中消去 u- 和 兹
-
后,得到

摇 摇 A(q,p) d6 v-

dx6 + B(q,p) d4 v-

dx4 + C(q,p) d2 v-

dx2 + D(q,p) v- = R(x,q,p), (26)

再从方程(22) ~ (24)中消去 u- 和 v- 后,得到
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摇 摇 A(q,p) d6兹
-

dx6 + B(q,p) d4兹
-

dx4 + C(q,p) d2兹
-

dx2 + D(q,p)兹
-
= R1(x,q,p), (27)

其中

摇 摇

A(q,p) = - a1a2,

B(q,p) = a2[(K* + 字)(1 + a1) + a1(1 + 着)p2 + 3a1(K* + 字)q2],

C(q,p) {= (1 + a1)p2 + 2a1q } {2 a2(K* + 字)q2 + (a2 + 着)p }2 -

摇 摇 a2(K* + 字)(p2 + q2)(p2 + a1q2),

D(q,p) = (p2 + q2)(p2 + a1q2 {) a2q2(K* + 字) + (a2 + 着)p }2 -

摇 摇 着p2(p2 + a1q2 {) (p2 + q2) - iq3(K* + 字 }) ,

R(x,q,p) = - pa2q [2 (a2 - 1) d2Q
-

dx2 + (p2 + a1q2)Q
- ] +

摇 摇 a2 i [q (K* + 字)
d3F

-
x

dx3 - i {q (K* + 字)a2q2 + (a2 + 着)p }2 dF
-
x

d ]x ,

R1(x,q,p) = - a2 i [qp a1
d4Q

-
x

dx4 {- (p2 + q2) + (p2 + a1q2)a1 -

摇 摇 a2
2q }2 d2Q

-

dx2 + (p2 + q2)(p2 + a1q2)Q
- ] +

摇 摇 iqa2着p2 - a1
d3F

-
x

dx3 {+ (1 - a2)q2 + p }2 dF
-
x

d
é

ë
êê

ù

û
úúx

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(28)

2摇 热源的空间分布

热源 Q(x,y,t) 表示为

摇 摇 Q(x,y,t) = H( t)cosh(bx)
y2 + a2 ,

其中 a 和 b 为常数.

3摇 体摇 摇 力

从现在开始,取体力如下:

摇 摇 Fx(x,y,t) = H( t)e -bx

a2 + y2 , Fy(x,y,t) = 0,

其中 a 和 b 为常数.
于是有

摇 摇 Q
-
(x,q,p) = 仔

2 e -a|q| cosh(bx)
ap ,

摇 摇 F
-
x(x,q,p) = 仔

2 e -a|q| e -bx

ap
和

摇 摇 F
-
y(x,q,p) = 0.
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然后得到

摇 摇 R(x,q,p) = - 1
a

仔
2 a2q2e -a|q| cosh(bx)[(a2 - 1)b2 + (p2 + a1q2)] +

摇 摇 摇 摇
ba2q2

ap
仔
2 e -bxe -a|q| [a2(K* + 字)(b2 - q2) - (a2 + 着)p2] , (29)

摇 摇 R1(x,q,p) = - 1
a

仔
2 a2 iqe -a|q| cosh(bx)[a1b4 -

{摇 摇 摇 摇 (p2 + q2) + (p2 + a1q2)a1 - a2
2q }2 b2 + (p2 + q2)(p2 + a1q2)] +

摇 摇 摇 摇 1
a

仔
2 a2 iqe -a|q| bpe -bx着[a1b2 + (a2 - 1)q2 - p2] . (30)

从而可以分别得到方程(26)和(27)的解

摇 摇 v-(x,q,p) = 移
3

j = 1
[B j(q,p)ek j x + B -j(q,p)e -k j x] +

摇 摇 摇 摇 G(q,p)cosh(bx) + G1(q,p)e -bx (31)
和

摇 摇 兹
-
(x,q,p) = 移

3

j = 1
[A j(q,p)ek j x + A -j(q,p)e -k j x] +

摇 摇 摇 摇 G2(q,p)cosh(bx) + G3(q,p)e -bx, (32)
其中

摇 摇 G(q,p) = - 仔
2

a2q2e -a|q| [(a2 - 1)b2 + (p2 + a1q2)]
a(b2 - k2

1)(b2 - k2
2)(b2 - k2

3)
, (33)

摇 摇 G1(q,p) = 仔
2

e -a|q| a2q2b[a2(K* + 字)(b2 - q2) - (a2 + 着)p2]
ap(b2 - k2

1)(b2 - k2
2)(b2 - k2

3)
, (34)

摇 摇 G2(q,p) = - 仔
2

a2 iqe -a|q|

a(b2 - k2
1)(b2 - k2

2)(b2 - k2
3)

[a1b4 -

{摇 摇 摇 摇 (p2 + q2) + (p2 + a1q2)a1 - a2
2q }2 b2 + (p2 + q2)(p2 + a1q2)], (35)

摇 摇 G3(q,p) = 仔
2

a2 iqe -a|q| bp着[a1b2 + (a2 - 1)q2 - p2]
a(b2 - k2

1)(b2 - k2
2)(b2 - k2

3)
. (36)

同时, k j 和 - k j( j = 1,2,3) 是下面方程的根:
摇 摇 A(q,p)k6 + B(q,p)k4 + C(q,p)k2 + D(q,p) = 0. (37)

将 v- 和 兹
-
的表达式代入方程(22),得到

摇 摇 d2u-

dx2 - (p2 + a1q2)u- =

摇 摇 摇 摇 移
3

j = 1
{[ A j(q,p) - iqa2B j(q,p }) ek j x -

{摇 摇 摇 摇 A -j(q,p) - iqa2B -j(q,p }) e -k j x]k j + b sinh(bx)[G2(q,p) - iqa2G(q,p)] -

摇 摇 摇 摇 [G3(q,p) + iqa2G1(q,p)]be -bx - 仔
2

e -bxe -a|q|

ap . (38)

得到该方程的解

摇 摇 u-(x,q,p) = C1(q,p)ek4 x + C -1(q,p)e -k4 x +
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摇 摇 摇 摇 移
3

j = 1

{[ A j(q,p) - iqa2B j(q,p }) ek j x]k j

k2
j - k2

4

é

ë
êê -

摇 摇 摇 摇
{[ A -j(q,p) - iqa2B -j(q,p }) e -k j x]k j

k2
j - k

ù

û
úú2

4

+

摇 摇 摇 摇
b sinh(bx)[G2(q,p) - iqa2G(q,p)]

b2 - k2
4

+
[G3(q,p) + iqa2G1(q,p)]be -bx

b2 - k2
4

+

摇 摇 摇 摇 仔
2

e -bxe -a|q|

ap(b2 - k2
4)

, (39)

其中摇 摇 k4 = p2 + a1q2 .

得到和方程(23)兼容的解 u-,v-,兹
-
:

摇 摇 u-(x,q,p) =

摇 摇 摇 摇 移
3

j = 1

{[ 1 - iqa2 f j(q,p }) A j(q,p)ek j x {- 1 - iqa2 f j(q,p }) A -j(q,p)e -k j x]k j

k2
j - k2

4
+

摇 摇 摇 摇
b sinh(bx)[G2(q,p) - iqa2G(q,p)]

b2 - k2
4

+

摇 摇 摇 摇
[G3(q,p) + iqa2G1(q,p)]be -bx

b2 - k2
4

+ 仔
2

e -bxe -a|q|

ap(b2 - k2
4)

, (40)

摇 摇 v-(x,q,p) = 移
3

j = 1
f j(q,p)[A j(q,p)ek j x + A -j(q,p)e -k j x] +

摇 摇 摇 摇 G(q,p)cosh(bx) + G1(q,p)e -bx, (41)

摇 摇 兹
-
(x,q,p) = 移

3

j = 1
[A j(q,p)ek j x + A -j(q,p)e -k j x] +

摇 摇 摇 摇 G2(q,p)cosh(bx) + G3(q,p)e -bx, (42)
其中

摇 摇 f j(q,p) = iq
k2
j - (p2 + q2)

,摇 摇 j = 1,2,3. (43)

从方程(19) ~ (21)和方程(40) ~ (42),可以得到 滓- xx,滓- yy,滓- xy:

摇 摇 滓- xx = 移
3

j =

{

1

1 - iqa2 f j(q,p }) k2
j

k2
j - k2

4
+ (a2 - a1)iq f j(q,p) -é

ë
êê

ù

û
úú1 伊

摇 摇 摇 摇 [A j(q,p)ek j x + A -j(q,p)e -k j x] +

摇 摇 摇 摇 b {2 G2(q,p) - iqa2G(q,p })
b2 - k2

4
+ (a2 - a1)iqG(q,p) - G2(q,p

é

ë
êê

ù

û
úú) cosh(bx) -

[
{

摇 摇 摇 摇
G3(q,p) + iqa2G1(q,p }) b2

b2 - k2
4

+ 仔
2

be -a|q|

ap(b2 - k2
4)

-

摇 摇 摇 摇 (a2 - a1)iqG1(q,p) - G3(q,p ]) e -bx, (44)

摇 摇 滓- yy = 移
3

j = 1

(a2 - a1 {) 1 - iqa2 f j(q,p }) k2
j

k2
j - k2

4
+ iq f j(q,p) -é

ë
êê

ù

û
úú1 伊

摇 摇 摇 摇 [A j(q,p)ek j x + A -j(q,p)e -k j x] +
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摇 摇 摇 摇 b2(a2 - a1 {) G2(q,p) - iqa2G(q,p })
b2 - k2

4
+ iqG(q,p) - G2(q,p

é

ë
êê

ù

û
úú) cosh(bx) -

{
摇 摇 摇 摇 G3(q,p) + iqa2G1(q,p }) (a2 - a1)b2

b2 - k2
4

é

ë
êê +

摇 摇 摇 摇 仔
2

b(a2 - a1)e -a|q|

ap(b2 - k2
4)

+ iqG1(q,p) - G3(q,p
ù

û
úú) e -bx, (45)

摇 摇 滓- xy =
1 + a1 - a2 [2 移

3

j =
[

{

1

1 - iqa2 f j(q,p }) iq
k2
j - k2

4
+ f j(q,p ]) 伊

摇 摇 摇 摇 k j[A j(q,p)ek j x - A -j(q,p)e -k j x] +
{

摇 摇 摇 摇 G2(q,p) - iqa2G(q,p }) iq
b2 - k2

4
+ G(q,pé

ë
êê

ù

û
úú) b sinh(bx) +

{摇 摇 摇 摇 G3(q,p) + iqa2G1(q,p }) iqb
b2 - k2

4
+ 仔

2
e -a|q|

b2 - k2
4
- bG1(q,p

é

ë
êê

ù

û
úú) e ù

û
úú

-bx . (46)

边界条件的 Laplace鄄Fourier 双重变换域为

摇 摇

兹
-
(h,q,p) = 2

仔
兹0sin(qg)

pq ,

滓- xx(h,q,p) = 0,
滓- xy(h,q,p) = 0,
u-( - h,q,p) = 0,
v-( - h,q,p) = 0,
q- x( - h,q,p) = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(47)

利用边界条件(47),得到

摇 摇 移
3

j = 1
[A j(q,p)ek j h + A -j(q,p)e -k j h] =

摇 摇 摇 摇 2
仔

兹0sin(qg)
pq - G2(q,p)cosh(bh) - G3(q,p)e -bh, (48a)

摇 摇 移
3

j = 1
[A j(q,p)ek j h + A -j(q,p)e -k j h] 伊

{
摇 摇 摇 摇 1 - iqa2 f j(q,p }) k2

j

k2
j - k2

4
+ (a2 - a1)iq f j(q,p) -é

ë
êê

ù

û
úú1 =

摇 摇 摇 摇 - b {2 G2(q,p) - iqa2G(q,p })
b2 - k2

4
+ (a2 - a1)iqG(q,p) - G2(q,p

é

ë
êê

ù

û
úú) cosh(bh) +

{摇 摇 摇 摇 G3(q,p) + iqa2G1(q,p }) b2

b2 - k2
4

+ 仔
2

be -a|q|

ap(b2 - k2
4)

é

ë
êê -

摇 摇 摇 摇 (a2 - a1)iqG1(q,p) + G3(q,p ]) e -bh, (48b)

摇 摇 移
3

j = 1
[A j(q,p)ek j h - A -j(q,p)e -k j h

{
] 1 - iqa2 f j(q,p }) iq

k2
j - k2

4
+ f j(q,p

é

ë
êê

ù

û
úú) k j =

摇 摇 摇 摇
{

- G2(q,p) - iqa2G(q,p }) iq
b2 - k2

4
+ G(q,pé

ë
êê

ù

û
úú) b sinh(bh) -
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{摇 摇 摇 摇 G3(q,p) + iqa2G1(q,p }) iqb
b2 - k2

4
+ 仔

2
e -a|q|

b2 - k2
4
- bG1(q,p

é

ë
êê

ù

û
úú) e -bh, (48c)

摇 摇 移
3

j = 1
[A j(q,p)e -k j h - A -j(q,p)ek j h

{
]

1 - iqa2 f j(q,p }) k j

k2
j - k2

4
=

摇 摇 摇 摇
b sinh(bh)[G2(q,p) - iqa2G(q,p)]

b2 - k2
4

-

摇 摇 摇 摇
[G3(q,p) + iqa2G1(q,p)]bebh

b2 - k2
4

- 仔
2

ebhe -a|q|

ap(b2 - k2
4)

, (48d)

摇 摇 移
3

j = 1
[A j(q,p)e -k j h + A -j(q,p)ek j h] f j = - G(q,p)cosh(bh) - G1(q,p)ebh, (48e)

摇 摇 移
3

j = 1
[A j(q,p)e -k j h - A -j(q,p)ek j h]k j = bG2(q,p)sinh(bh) + bG3(q,p)ebh . (48f)

上述线性方程组的解包含未知参数 A j(q,p),A -j(q,p), j = 1,2,3. 上面完成了变换域中的

求解过程. 计算中作简单的替换:

摇 摇 a1 = 姿
姿 + 2滋, a2 = 姿 + 滋

姿 + 2滋, 缀 =
酌2T0

籽cv(姿 + 2滋), 酌 = (3姿 + 2滋)琢 t,

就可以将本问题推演出各向同性材料的结果,其中 姿, 滋 为 Lame 常数, 籽,cv 和 琢 t 分别为密度、
定容热容和各向同性材料的线性膨胀系数.

4摇 双重变换的逆变换

函数 f
摇 -
(x,q,p) 在 Laplace 变换域中的表达式为

摇 摇 f
摇 -
(x,y,p) = 1

2仔 乙
肄

-肄
eiqy f

摇 -
(x,q,p)dq =

摇 摇 摇 摇 2
仔 乙

肄

0
[cos(qy) f

摇 -
e(x,q,p) + i sin(qy) f

摇 -
o(x,q,p)]dq, (49)

其中 f
摇 -

e 和 f
摇 -

o 分别表示 f
摇 -
(x,q,p) 的偶数部分和奇数部分,为了得到空间鄄时间域中的解,对方

程(49)作 Laplace 逆变换,从而可以利用基于 Fourier 级数展开方法的数值求解.
数值逆变换解法的概要介绍如下.

设函数 f(x,y,t) 的 Laplace 变换为 f
摇 -
(x,y,p), 则 Laplace 变换的逆变换公式为

摇 摇 f(x,y,t) = 1
2仔i乙

d+ i肄

d- i肄
ept f

摇 -
(x,y,p)dp, (50)

其中 d 为任意实数,比 f
摇 -
(x,y,p) 的所有奇点的实部都大. 取 p = d + iw, 则上面的积分变为

摇 摇 f(x,y,t) = edt

2仔乙
肄

-肄
eitw f

摇 -
(x,y,d + iw)dw . (51)

将 e -dt f(x,y,t) 在区间[0,2T] 中,用 Fourier 级数展开,得到近似公式[31]:
摇 摇 f(x,y,t) = f肄(x,y,t) + ED, (52)

其中

摇 摇 f肄(x,y,t) = 1
2 c0 + 移

肄

k = 1
ck,摇 摇 0 臆 T 臆2T, (53)

摇 摇 ck =
edt

T eik仔t / T f
摇 -

x,y,d + ik仔t( )[ ]T
, (54)
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而 ED 为离散误差. 选取足够大的 d,将误差 ED 控制到任意小[31] . 可将方程(53)中的无穷级数

取有限 N 项,则 f(x,y,t) 的近似值变为

摇 摇 fN(x,y,t) = 1
2 c0 + 移

N

k = 1
ck,摇 摇 0 臆 t 臆2T . (55)

使用该公式来估计 f(x,y,t) 时,截断误差 ET 必须加上离散误差. 有两种方法用来减少全局误

差,第 1 种称为 Korrecktur 法,用来减少离散误差;第 2 种称为 着鄄算法,用于加速收敛过程. Kor鄄
recktur 法使用下面的公式来估计函数 f(x,y,t):

摇 摇 f(x,y,t) = f肄(x,y,t) - e -2dT f肄(x,y,2T + 浊) + E忆
D, (56)

其中离散误差 | E忆
D | 垲| ED | ,因而, f(x,y,t) 的近似值变为

摇 摇 fNK(x,y,t) = fN(x,y,t) - e -2dT f 忆
N(x,y,2T + 浊) . (57)

下面叙述 着鄄 算法,加快方程(53) 中级数的收敛速度. 令 N = 2q + 1,其中 q 为自然数,sm =

移m

k = 1
ck 为式(55) 中级数部分和的序列,序列 着 的定义如下:

摇 摇 着0,m = 0, 着1,m = sm
和

摇 摇 着 l +1,m = 着 l -1,m+1 + 1
着 l,m+1 - 着 l,m

,摇 摇 l = 1,2,3,… .

可以发现[31],序列 着1,1,着3,1,着5,1,. . . ,着N,1 收敛于 f(x,y,t) + ED - c0 / 2,比部分和序列 sm(m =
1,2,3,…) 的收敛速度快. 在使用由方程(54)组成的 Laplace 逆变换的实际过程中,同时使用

着鄄算法,d 和 T 值的选取参考了 Honig 和 Hirdes[31]给出的准则.

5摇 数值结果和讨论

为了图示数值结果,选择板的材料为镁(Mg),其物理参数如下[32]:
摇 摇 c11 = 5. 974 伊 1010 N·m -2, c12 = 2. 624 伊 1010 N·m -2,
摇 摇 c13 = 2. 17 伊 1010 N·m -2, c33 = 6. 17 伊 1010 N·m -2,
摇 摇 c44 = 1. 510 伊 1010 N·m -2, 茁1 = 2. 68 伊 106 N·m -2·K -1,
摇 摇 cv = 1. 04 伊 103 J·kg -1·K -1, K1 = 1. 7 伊 102 W·m -1·K -1,
摇 摇 缀 = 2. 02 伊 10 -2, 籽 = 1. 74 伊 103 kg·m -3, T0 = 298 K .
使用 Laguerre 法得到多项式方程(37)在复数域中的根,在数值计算时取 K* = 200. 使用

一个基于 Fourier 级数展开的方法,数值地计算 Laplace 逆变换[31] . 图 1 至图 6 在 y = 0 和 t =
0郾 25 时,就 Green 和 Naghdi[21鄄22]的两个模型,即模型域和模型芋,分有体力(WBF)和无体力

(WOBF)两种情况,给出了位移、温度和应力随板厚 x 变化结果的比较. 图 7 至图 12 给出了各

向同性铜材的位移、温度和应力结果的比较,铜材的材料参数取自 El鄄Maghraby 的文献[33]:
摇 摇 姿 = 7. 76 伊 1010 N·m -2, 滋 = 3. 86 伊 1010 N·m -2, 籽 = 8 954 kg·m -3,
摇 摇 K = 386 W·m -1·K -1, cv = 383. 1 J·kg -1·K -1,
摇 摇 T0 = 293 K, 琢 t = 1. 78 伊 10 -5 N·m -2·K -1,
摇 摇 缀 = 0. 016 8, 兹0 = 1, h = 0. 5, g = 1, a = 1, b = 1.
图 1 和图 2 中,当 y = 0,t = 0. 25, GN 模型域(TEWOED)和 GN 模型芋(TEWED)时,分别

给出了位移分量 u 和 v 随板厚 x 的变化情况. 从图 1 和图 2 可以看出,刚性基础 x = - 0. 5 处的

位移为0,这与边界条件相符;上表面 x = 0. 5 处的位移最大,与物理支撑相符. 模型域的位移大
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于模型芋的位移,因为模型 III 中出现能量耗散项 T (见方程(5)). 图 1 和图 2 中还可以看到,
在模型域和模型芋中,有体力(WBF)比无体力(WOBF)时,振荡更为明显.

图 1摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,位移分量 u 图 2摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,位移分量 v
随 x 的变化 随 x 的变化

Fig. 1摇 Variation of displacement component u Fig. 2摇 Variation of displacement component v
against x for t = 0. 25 and y = 0 against x for t = 0. 25 and y = 0

图 3摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,温度 兹 图 4摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,应力分量 滓 xx

随 x 的变化 随 x 的变化

Fig. 3摇 Variation of temperature 兹 Fig. 4摇 Variation of stress component 滓 xx

for t = 0. 25 and y = 0 for t = 0. 25 and y = 0

图 3 在 y = 0 和 t = 0. 25 时,给出了温度 兹 随 x 的分布. 从图 3 可以看到,上表面处的 兹 =
1, 这与边界条件相符. 下表面置于刚性基础上,又是绝热的,温度最高,并且在下表面附近出

现明显的振荡,是因为热波的反射. 图 4 在相同的模型域和模型芋参数下,绘出了正应力 滓 xx

随 x 的变化. 从图中可以看到,上表面无应力,这正是期待的;下表面附近出现明显的振荡,原
因和图 2 是一样的. 对正应力 滓 xx 来说,模型域和模型芋有体力(WBF)比无体力(WOBF)时,
振荡明显减弱.

图 5 和图 6 分别给出剪应力 滓 xy 和正应力 滓 yy 随 x 的变化. 上述两个图给出了横观各向同

性材料镁,有体力(WBF)和无体力(WOBF)时结果的比较.
图 7 和图 8 描绘出 y = 0,t = 0. 25, 各向同性材料铜(Cu),GN 模型域WBF 和 WOBF 两种

情况时,位移分量 u 和 v 随 x 的变化,并将结果与横观各向同性材料镁(Mg)相比较. 从图 7 和

图 8 可以看到,两种情况(WBF 和 WOBF)下的下边界位移均为 0,与理论条件相符;两种情况

(WBF 和 WOBF)下,横观各向同性材料镁的位移均大于各向同性材料铜,这与实际完全相符.
还可以看到,对于各向同性材料铜,WBF 时的振荡幅度比 WOBF 大得多.
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图 5摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,应力分量 滓 xy 图 6摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,应力分量 滓 yy

随 x 的变化 随 x 的变化

Fig. 5摇 Variation of stress component 滓 xy Fig. 6摇 Variation of stress component 滓 yy

for t = 0. 25 and y = 0 for t = 0. 25 and y = 0

图 7摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,位移分量 u 图 8摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,位移分量 v
随 x 的变化 随 x 的变化

Fig. 7摇 Variation of displacement component u Fig. 8摇 Variation of displacement component v
against x for t = 0. 25 and y = 0 against x for t = 0. 25 and y = 0

图 9摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,温度 兹 图 10摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,应力分量 滓 xx

随 x 的变化 随 x 的变化

Fig. 9摇 Variation of temperature 兹 Fig. 10摇 Variation of stress component 滓 xx

for t = 0. 25 and y = 0 for t = 0. 25 and y = 0

图 9 在与图 8 取相同参数时,给出温度 兹 随 x 的变化情况. 从图 8 可以看到,WBF 和

WOBF 两种情况下,下边界处的温度最大,而上边界处为 兹 = 1, 与边界条件是一致的. 正如前
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图 11摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,应力分量 滓 xy 图 12摇 当 t = 0. 25 和 y = 0 时,应力分量 滓 yy

随 x 的变化 随 x 的变化

Fig. 11摇 Variation of stress component 滓 xy Fig. 12摇 Variation of stress component 滓 yy

for t = 0. 25 and y = 0 for t = 0. 25 and y = 0

面所述的原因,在下表面附近温度出现明显的振荡. 值得注意的是,无论是 WBF 还是 WOBF,
在 x = - 0. 5 处,横观各向同性材料的温度均高于各向同性材料. 图 10 在同样的条件下,给出了

正应力 滓 xx 随 x 的变化情况,所有情况下,量值的变化特性几乎相同. 应力波在下边界处反射,
在 x = 0. 5 处消失,这与上表面无应力的力学边界条件是一致的(即 滓 xx(h,y,t) = 0) . 从图 10
可以看到,WBF 时,两种材料(Mg 和 Cu)的应力波振荡幅度均减弱.

图 11 和图 12 在与图 10 取相同的参数时,分别给出剪应力 滓 xy 和正应力滓 yy 随 x 的变化情

况. 从图 11 看到,有体力(WBF)时,不管是横观各向同性材料(Mg),还是各向同性材料(Cu),
在上边界附近,剪应力 滓 xy 的幅值在增加,并最终变为 0. 从图 12 可以看到,正应力 滓 yy 在下边

界处最大,在上边界处最小. 在没有体力时,所有的图形,与 Mallik 和 Kanoria[24]给出的结果相

一致.
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Study of Dynamic Response in a Two Dimensional
Transversely Isotropic Thick Plate With Spatially

Varying Heat Sources and Body Forces
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Abstract: A two dimensional problem for a transversely isotropic thick plate having heat
source and body force was studied. The upper surface of the plate was stress free with pre鄄
scribed surface temperature while the lower surface of the plate rest on a rigid foundation and
was thermally insulated. The study was carried out in the context of generalized thermoelastici鄄
ty proposed by Green and Naghdi. The governing equations for displacement and temperature
fields were obtained in Laplace鄄Fourier transform domain by applying Laplace and Fourier
transform techniques. The inversion of double transform had been done numerically. The nu鄄
merical inversion of Laplace transform was done by using a method based on Fourier series ex鄄
pansion technique. Numerical computations had been done for magnesium (Mg) and the re鄄
sults were presented graphically. The results for an isotropic material (Cu) had been deduced
numerically and presented graphically to compare with those of transversely isotropic material
(Mg) . The effect of body force was also studied.

Key words: generalized thermoelasticity;Green鄄Naghdi model;transversely isotropic material;
spatially varying heat source;body force
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