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非线性对流鄄扩散方程的多区域拟谱方法
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摘要:摇 提出了非线性对流鄄扩散方程的多区域拟谱方法. 在每个子区间上,该格式整体上按 Leg鄄
endre鄄Galerkin 方法形成,但对于非线性项采用在 Legendre / Chebyshev鄄Gauss鄄Lobatto 点上的配置法

处理. 通过选取适当的基函数,使得系数矩阵稀疏,并且可以并行计算,提高运算效率. 给出了该方

法的稳定性和收敛性分析,获得了按 L2 鄄 模的最佳误差估计. 最后给出单区域和多区域方法的数值

算例,并加以比较.
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引摇 摇 言

谱方法对于求解简单区域问题十分有效[1鄄2],但难以直接应用到复杂区域上,多区域方法

能较好地解决这一困难[3] . 它将单个区域分解成若干个子区域(必要时将每个子区域映射到

参考单元),在每个子区域上分别使用谱方法. 即使对于一维问题,应用多区域法也有优势. 首
先,谱配置点可以比较自由地分配,以适当调节每个子区间上的分辨率;其次,由于使用较低次

数的代数多项式,因此可以改善相应代数方程组的条件数; 最后,使算法便于并行计算.
Pavoni[4]提出了 Korteweg鄄de Vries 方程的单区域和多区域 Chebyshev 拟谱方法,数值算例

显示了多区域方法的优势. Quarteroni[5] 给出了一类线性双曲型方程组的多区域 Chebyshev 配

置方法. Funaro[6]证明了二阶线性方程的区域分裂拟谱逼近的收敛性. Heinrichs[7]分析了四阶

问题的区域分裂谱方法. Gervasio 和 Saleri[8]给出了 Navier鄄Stokes 方程的谱元法逼近的线性化

稳定性分析.
本文考虑如下对流鄄扩散方程:

摇 摇
鄣tU + 鄣xF(U) - 淄鄣xxU = f(x,t), x 沂 (0,1), t 沂 (0,T],

U(0,t) = 0, U(1,t) = 0, t 沂 [0,T],
U(x,0) = U0(x), x 沂 [0,1

ì

î

í

ï
ï

ïï ],
(1)
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这里 F( z)沂C1(R) 且 淄 > 0. 我们给出问题(1)的多区域 Legendre 拟谱和 Legendre鄄Galerkin
Chebyshev 配置格式. 在每个小区间上,该格式整体上按 Legendre鄄Galerkin 方法形成,而非线性

项在 Legendre / Chebyshev鄄Gauss鄄Lobatto 点上插值. 引入适当的基函数[9鄄11],使得系数矩阵稀疏,
并且可以并行计算. 特别是 Legendre鄄Galerkin Chebyshev 配置法,结合了 Legendre 方法具有良

好稳定性和 Chebyshev 配置法可借助快速变换计算的优点,实际计算更加有效. 本文证明了该

方法的稳定性,并且得到了具最优阶的误差估计. 最后给出了一些数值算例,通过单区域方法

和多区域方法的比较,可看出多区域方法具有一定的优势.
本文安排如下: 第 1 节提出对流鄄扩散方程的多区域 Legendre 拟谱和 Legendre鄄Galerkin

Chebyshev 配置方法,并简单描述了算法的实施. 第 2 节给出与多区域 Legendre / Chebyshev 投

影算子相关的一些逼近结果. 第 3 节和第 4 节分析多区域 Legendre 拟谱和 Legendre鄄Galerkin
Chebyshev 配置方法的稳定性和收敛性. 第 5 节列出一些数值结果. 最后给出结论.

1摇 记号与格式

本节先引进一些记号,然后给出多区域拟谱格式. 令M为正整数,将区间 I = (0,1) 分解为

M 个子区间:Ii = (ai -1,ai), i = 1,2,…,M, 这里

摇 摇 0 = a0 < a1 < … < aM = 1.
记 (·,·) 赘 和 椰·椰赘 分别为空间 L2(赘) 的内积和范数. 设 滓 为非负整数,记 H滓(赘) 和 H滓

0 (赘)
为通常的 Sobolev 空间,定义 H -滓(赘) = (H滓

0 (赘)) 忆 为对偶空间,并配以范数 椰·椰赘,滓和半范数

|·| 赘,滓(当 赘 = I 时,省去下标 赘) . 对任意正整数 Ni,PPNi
表示次数不超过 Ni 的多项式组成的空

间. xi
j 和 棕 i

j(0 臆 j臆 Ni) 分别为参考区间 I = ( - 1,1) 上的 Legendre鄄Gauss鄄Lobatto 求积节点和

相应的权. 令 N = (N1,N2,…,NM) . 定义 hi = ai - ai -1 和

摇 摇 I i
N {= xi

j: xi
j =

hixi
j + ai -1 + ai

2 , 0 臆 j 臆 N }i .

由文献[2],对次数不超过 2Ni - 1 的多项式 v(x), 有

摇 摇 乙
I i
v(x)dx = 移

Ni

j = 0
v(xi

j)棕 i
j,摇 摇 坌v 沂 PP2Ni-1, (2)

其中 棕 i
j = hi棕 i

j / 2. 同样,记 xi,C
j ,棕 i,C

j ,xi,C
j ,棕 i,C

j 为 Chebyshev鄄Gauss鄄Lobatto 求积节点和相应的权.

记 vi 以 v | Ii . 对任意的 u,v 沂 C( I
-
), 定义

摇 摇 (u,v)N,Ii = 移
Ni

j = 0
ui(xi

j)vi(xi
j)棕 i

j, (u,v)N = 移
M

i = 1
(u,v)N,Ii, 椰v椰N = (v,v) 1 / 2

N .

定义逼近空间为

摇 摇 VN {= v 沂 H1( I): v | Ii 沂 PPNi
, 1 臆 i 臆 }M , V 0

N = VN 疑 H1
0( I) .

令 子 为表示时间 t 方向步长,St {= k子: k = 1,2,…,nt, t = nt }子 . 定义

摇 摇 v t ( t) = v( t + 子) - v( t - 子)
2子 , v-( t) = 1

2 [v( t + 子) + v( t - 子)] .

方程(1)的弱形式为:寻找 U( t) 沂 H1
0( I), 使得

摇 摇
(鄣tU,V) + (鄣xF(U),V) + 淄(鄣xU,鄣xV) = ( f,V),摇 摇 坌V 沂 H1

0( I), t > 0,

U(0) = U0
{ .

(3)
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方程(3)的全离散多区域拟谱逼近为:寻找 u( t) 沂 V 0
N, 使得

摇 摇
(u t ,v) + (鄣xINF(u),v) + 淄(鄣xu-,鄣xv) = ( IN f

摇 -
,v),摇 摇 坌v 沂 V 0

N, t 沂 ST-子,

u(子) = IN(U0 + 子鄣tU(0)),

u(0) = INU0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(4)

其中谱逼近算子 IN 为下面定义中的一个:

· ILN: C( I
-
) 寅 VN 为 Legendre鄄Gauss鄄Lobatto 插值算子,满足

摇 摇 ILNv(xi
j) = v(xi

j),摇 摇 0 臆 j 臆 Ni, 1 臆 i 臆 M,

· I C
N : C( I

-
) 寅 VN 为 Chebyshev鄄Gauss鄄Lobatto 插值算子,满足

摇 摇 I C
N v(xi,C

j ) = v(xi,C
j ),摇 摇 0 臆 j 臆 Ni, 1 臆 i 臆 M .

接下来简单地描述格式(4)的实施过程. 每一时间层的方程可写为

摇 摇 AN(u( t + 子),v) = gN(v),摇 摇 坌v 沂 V 0
N,

这里

摇 摇 AN(u,v) (u,v) + 子淄(鄣xu,鄣xv),
摇 摇 gN(v) (u( t - 子),v) - 子淄(鄣xu( t - 子),鄣xv) -

摇 摇 摇 摇 2子(鄣xINF(u),v) + 2子( IN f
摇 -
( t),v) .

定义 Ll 为 l 次 Legendre 多项式. 基函数的选取类似于文献[9鄄11],对于 i = 1,2,…,M 和 l = 0,
1,…,Ni - 2, 定义

摇 摇 准( i)
l (x) = Ll(x) - Ll +2(x), x =

hix + ai -1 + ai

2 沂 [ai -1,ai],

0, 其它
{

{

.
准( i)

l (x) | I }
i

Ni-2
l = 0 构成空间 S( i)

0,Ni
PPNi

疑 H1
0( Ii) 的基函数. 对于 i = 1,2,…,M - 1, 令

摇 摇 准( i)(x) =

(L0(x) + L1(x)) / 2, x =
hix + ai -1 + ai

2 沂 [ai -1,ai],

(L0(x) - L1(x)) / 2, x =
hi +1x + ai + ai +1

2 沂 (ai,ai +1],

0, 其它

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

且 准(0)(x) = 准(M)(x) 以 0. 未知函数 w(x) u(x,t + 子) 沂 V 0
N 可表示为

摇 摇 w(x) = 移
M

i = 1
移
Ni-2

l = 0
c( i)l 准( i)

l (x) + 移
M

i = 0
ui准( i)(x), (5)

这里 ui = w(ai) = u(ai,t + 子) . 因此,v( i)(x) 移Ni-2

l = 0
c( i)l 准( i)

l (x) 满足

摇 摇 AN(v( i),准( i)
l ) = gN(准( i)

l ) - ui -1AN(准( i -1),准( i)
l ) - uiAN(准( i),准( i)

l ),
摇 摇 0 臆 l 臆 Ni - 2. (6)

首先求 v( i)m = 移Ni-2

l = 0
c( i)ml 准( i)

l (x) (m = 0,1,2) 使得

摇 摇 AN(v( i)0 ,准( i)
l ) = gN(准( i)

l ),摇 摇 摇 摇 摇 摇 0 臆 l 臆 Ni - 2, (7)
摇 摇 AN(v( i)1 ,准( i)

l ) = - AN(准( i -1),准( i)
l ), 0 臆 l 臆 Ni - 2, (8)

摇 摇 AN(v( i)2 ,准( i)
l ) = - AN(准( i),准( i)

l ), 0 臆 l 臆 Ni - 2. (9)

1711非线性对流鄄扩散方程的多区域拟谱方法



因此式(6)的解可表示为

摇 摇 v( i) = v( i)0 + ui -1v( i)1 + uiv( i)2 .
显然,方程(7)、(8)和(9)可以在每个子区间 Ii 上分别求解,可以并行计算. 方程组的系数矩阵

可以奇偶分开成三对角阵[10] . 注意式(8)和(9)两个方程与时间无关,只需求解一次. 由式(5)
可得

摇 摇 w(x) = 移
M

i = 1
(v( i)0 (x) + ui -1v( i)1 (x) + uiv( i)2 (x)) + 移

M-1

i = 1
ui准( i)(x) =

摇 摇 摇 摇 移
M

i = 1
v( i)0 (x) + 移

M-1

i = 1
(v( i +1)1 (x) + v( i)2 (x) + 准( i)(x))ui .

最后,可以通过下面方程求得 ui:

摇 摇 移
M-1

j = 1
AN(v( j +1)1 + v( j)2 + 准( j),准( i))u j = gN(准( i)) - 移

M

j = 1
AN(v( j)0 ,准( i)), (10)

其中系数矩阵是三对角的,因为对于 i = 1,2,…,M, 有

摇 摇 suppv( i)m 奂 (ai -1,ai), m = 0,1,2,并且 supp准( i) 奂 (ai -1,ai +1) .

2摇 预 备 知 识

本节主要给出与多区域相关的谱逼近结果,以及在稳定性和收敛性分析中需要的一些引

理. 首先建立如下对应:

摇 摇 v(x) = v(x), x = 1
2 (hix + ai -1 + ai),摇 摇 ai -1 臆 x 臆 ai . (11)

令 PNi
:L2( I) 寅 PPNi

为 Legendre 投影算子,及

摇 摇 P1,Ni
v(x) = v( - 1) + 乙 x

-1
PNi-1

鄣 x v(y)dy .

P1,N 是由 P i
1,Ni

: H1( Ii) 寅 PPNi
产生的投影算子,满足

摇 摇 (P1,Nu) | Ii(x) 以 P i
1,Ni

ui(x) = P1,Ni
ui(x) . (12)

令 装Ni
:C( I

-
) 寅 PPNi

为定义在点 xi
j(0 臆 j 臆 Ni) 上的 Legendre 插值算子. 显然

摇 摇 ( INv) i = 装Ni
ui . (13)

引入分段 Sobolev 空间

摇 摇 H滓( I) {= v:vi 以 v | Ii 沂 H滓( Ii),1 臆 i 臆 }M ,
其上的半模定义为

摇 摇 | v | H滓( I) (= 移
1臆i臆M

| vi | 2
滓,I )i

1 / 2
.

定义

摇 摇 h-- i = max
1臆i臆M

hiN -1
i .

设 C 为与 hi,Ni 及其他函数无关的正整数. 下列引理可见文献[2,12鄄14].

引理 1摇 若 v 沂 H滓( I), 则

摇 摇 椰PNi
v - v椰 I 臆 CN -滓

i | v | 滓, I ,摇 摇 摇 滓 逸0, (14)

摇 摇 | P1,Ni
v - v | l, I 臆 CNl -滓

i | v | 滓, I , 滓 逸1, 0 臆 l 臆1, (15)
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摇 摇 | 装Ni
v - v | l, I 臆 CNl -滓

i | v | 滓, I , 滓 逸1, 0 臆 l 臆1. (16)
引理 2摇 若 v 沂 H滓( Ii), 则

摇 摇 | v | 滓, I 臆 Ch滓 -1 / 2
i | v | 滓,Ii, | v | 滓,Ii 臆 Ch1 / 2-滓

i | v | 滓, I . (17)

引理 3摇 若 v 沂 H滓( I) (滓 逸1), 则

摇 摇 | INv - v | H l( I) 臆 (C 移
1臆i臆M

h--2(滓 -l)
i | vi | 2

滓,I )i

1 / 2
,摇 摇 摇 0 臆 l 臆1, (18)

摇 摇 | P1,Nv - v | H l( I) 臆 (C 移
1臆i臆M

h--2(滓 -l)
i | vi | 2

滓,I )i

1 / 2
,摇 摇 - 1 臆 l 臆1. (19)

引理 4摇 若 v 沂 VN, 则

摇 摇 椰v椰 臆 椰v椰N 臆 3椰v椰 . (20)

3摇 稳定性和收敛性

本节考虑多区域 Legendre 拟谱方法的稳定性和收敛性. 首先考虑稳定性. 假设 u 以及式

(4) 的右端项误差分别为 u 沂 V 0
N和 f

摇
. 由式(4),得

摇 摇 (u t ,v) - (F,鄣xv)N + 淄(鄣xu
-
,鄣xv) = ( ILN f

摇
,v),摇 摇 坌v 沂 V 0

N, t 沂 ST-子, (21)

其中 F = F(u + u) - F(u) . 在式(21) 中取 v = u
-
,再关于 s 沂 St -子 求和,可得

摇 摇 椰u( t)椰2 + 椰u( t - 子)椰2 + 4子淄移
s沂St-子

| u
-
( s) | 2

1 臆

摇 摇 摇 摇 椰u(0)椰2 + 椰u(子)椰2 +

摇 摇 摇 摇 4子移
s沂St-

{
子

( ILN f
摇
( s),u

-
( s)) + (F( s),鄣xu

-
( s)) }N . (22)

利用 Cauchy 不等式得

摇 摇 | 4( ILN f
摇
( s),u

-
( s)) | 臆3椰 f

摇
( s)椰2

N + 1
2 椰u( s + 子)椰2 + 椰u( s - 子)椰2 .

为了估计非线性项,定义

摇 摇 uM = max
s沂ST-子

椰u( s)椰L肄 ( I), FM( z1,z2) = max
| z| 臆| z1| +| z2|

| 鄣zF( z) | . (23)

令 C0 为正常数,对任意给定的 子 < t 沂 ST, 如果

摇 摇 椰u( s)椰L肄 ( I) 臆 C0,摇 摇 坌s 沂 st -子,
那么由式(20),对任意的 s 沂 St -子, 可得

摇 摇 | 4(F( s),鄣xu
-
( s))N | 臆2 | u

-
( s) | 2

1 + 2椰F( s)椰2
N 臆

摇 摇 摇 摇 2 | u
-
( s) | 2

1 + 2FM(uM,C0)椰u( s)椰2 .
假设 子 臆1, 由上式可得

摇 摇 椰u( t)椰2 + 子淄移
s沂St-子

| u
-
( s) | 2

1 臆

摇 摇 摇 摇 (C 椰u(0)椰2 + 椰u(子)椰2 + 子移
s沂St-子

椰 f
摇
( s)椰2

N + 子移
s沂St-子

椰u( s)椰 )2 .

令

摇 摇 籽( t) = C(椰u(0)椰2 + 椰u(子)椰2 + 子移
s沂St-子

椰 f
摇
( s)椰2

N),
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摇 摇 E( t) = 椰u( t)椰2 + 子淄移
s沂St-子

| u
-
( s) | 2

1,

则

摇 摇 E( t) 臆 籽( t) + C子移
s沂St-子

E( s), (24)

这里 C为依赖于 FM(uM,C0) 的正常数. 对任意的 v沂 VN, 由逆不等式(见文献[1]中定理 2. 7)
可得

摇 摇 椰v椰L肄 ( I) 臆 6N
-
椰v椰, N

-
= max

1臆i臆M

Ni

hi

. (25)

现在给出下面的稳定性定理.
定理 1摇 令 子 足够小(但与 N 无关),那么存在依赖于 FM(uM,C0) 的正常数 C,如果 籽(T)

臆 C0e -CT / (6N
- 2), 则

摇 摇 E( t) 臆 籽( t)eCt,摇 摇 坌t 沂 ST .
证明摇 采用归纳法进行证明. 容易看出,
摇 摇 E( t) 臆 籽( t)eCt,摇 摇 t = 0,子 .
假设对 t 沂 ST, 有

摇 摇 E( s) 臆 籽( s)eCs,摇 摇 坌s 沂 st -子 .
那么由逆不等式的性质(25),可得

摇 摇 椰u( s)椰2
L肄 ( I) 臆6N

- 2椰u( s)椰2 臆6N
- 2籽( s)eCs 臆 C0,摇 摇 坌s 沂 st -子 .

因此,由式(24),得到

摇 摇 E( t) 臆 籽( t) + C子移
s沂St-子

E( s) 臆 籽( t) + C子移
s沂St-子

籽( s)eCs 臆

摇 摇 摇 摇 籽( t () 1 + C子移
s沂St-子

e )Cs 臆 籽( t)eCt,

定理 1 得证.
接下来考虑格式(4)的收敛性.
定理 2摇 令 U和 u分别为式(3) 和(4) 的解. 假设 滓 逸1,U沂 C(0,T;H1

0( I) 疑 H滓( I)) 疑
H1(0,T;H1

0( I) 疑 H滓 -1( I)) 疑 C2(0,T;L2( I)) 疑 H3(0,T;H -1( I)) ,鄣tU(0) 沂 H1( I) 疑
H滓 / 2( I),F( z) 沂 C2(R) 疑 C滓(R) 和 f沂 C(0,T;H滓( I)) . 那么存在正常数 C和 啄,使得如果 子

适当小且 子2 + h--滓 臆 啄N
- -1, 则

摇 摇 椰u( t) - U( t)椰 臆 C(子2 + h--滓),摇 摇 坌t 沂 ST . (26)
证明摇 记 u* = P1,NU 和 浊 = u - u* . 从式(3)、(4)和(12),得到

摇
(浊 t ,v) - (G,鄣xv)N + 淄(鄣x浊- ,鄣x v) = g(v),摇 摇 坌v 沂 V 0

N, t 沂 ST-子,

浊(子) = ILN(U0 + 子鄣tU(0)) - P1,NU(子),

浊(0) = ILNU0 - P1,NU0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(27)

记

摇 摇 v( s) t t-
1
子2(v( s + 子) - 2v( s) + v( s - 子)),

摇 摇 G F(浊 + u*) - F(u*),
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摇 摇 g(v) (鄣tU
-
- u*

t ,v) + 鄣x F(U) + 子2

2 F(U) t t- - ILNF(u*[ ]) ,( )v + ( ILN f
摇 -

- f
摇 -
,v)

摇 摇 摇 摇 g1(v) + g2(v) + g3(v) .
由式(19),可得

摇 摇 | g1(v) | = | (鄣tU
-
- U t + U t - P1,NU t ,v) | 臆

摇 摇 摇 摇 C(椰鄣tU
-
- U t 椰H -1( I) + h--滓 | U t | Hmax 1,滓-{ }1 ( I)) 2 + 1

3 | v | 2
1 .

需要估计

摇 摇 子 移
s沂ST-子

椰鄣tU
-
- U t 椰2

H -1( I) 臆 C子4椰鄣3
t U椰2

L2(0,T;H -1( I)),

摇 摇 子 移
s沂ST-子

| U t | 2
Hmax 1,滓-{ }1 ( I) 臆 C椰鄣tU椰2

L2(0,T;Hmax 1,滓-{ }1 ( I)) .

显然

摇 摇 | g2(v) | 臆 C(椰F(U) - ILNF(u*)椰2 + 子4椰F(U) t t-椰2) + 1
3 | v | 2

1 .

引入类似于式(23)中的记号 FM( z1,z2), 得到

摇 摇 椰F(U) - ILNF(u*)椰 臆 椰F(U) - ILNF(U)椰 + 椰F(U) - F(u*)椰N 臆
摇 摇 摇 摇 Ch--滓 | F(U) | H滓( I) + CFM(椰U椰L肄 ( I),椰u*椰L肄 ( I))h--滓 | U | H滓( I) .

注意到 椰u*椰L肄 ( I) 臆 C椰u*椰1 臆 C椰U椰1 . 又 F( z) 沂 C2(R), 因此

摇 摇 子 移
s沂ST-子

椰F(U( t)) t t-椰2 臆 C子 移
s沂ST-子

椰U( t) t t-椰2 臆 C椰鄣2
t U椰2

L2(0,T;L2( I)) .

同理,对于 g3(v), 可得到如下估计式:

摇 摇 | g3(v) | 臆 C椰ILN f
摇 -

- f
摇 -
椰2 + 椰v椰2 臆 Ch--滓 | f

摇 -
| 2
H滓( I) + 椰v椰2 .

对初始误差,由式(18)和(19)可得

摇 摇 椰浊(0)椰 臆 椰( I - P1,N)U0椰 + 椰( I - ILN)U0椰 臆 Ch--滓 | U0 | H滓( I),
由 Taylor 公式,得到

摇 摇 椰浊(子)椰 臆 椰( I - ILN)U0椰 + 子椰( I - ILN)鄣tU(0)椰 +
摇 摇 摇 摇 子2椰鄣2

t U椰C(0,子;L2( I)) + 椰( I - P1,N)U(子)椰 臆
摇 摇 摇 摇 C(子2椰鄣2

t U椰C(0,子;L2( I)) + 子h--滓 / 2椰鄣tU(0)椰Hmax 1,滓 /{ }2 ( I) + h--滓椰U椰C(0,子;H滓( I))) .
类似定理 1 的证明,即得到收敛性定理.

4摇 多区域 Legendre鄄Galerkin Chebyshev 配置方法

本节对方程(3)的全离散多区域 Legendre鄄Galerkin Chebyshev 配置方法进行稳定性和收敛

性分析. 该方法写为:寻找 u( t) 沂 V 0
N 使得

摇 摇
(u t ,v) + (鄣xI C

NF(u),v) + 淄(鄣xu-,鄣xv) = ( I C
N f

摇 -
,v),摇 摇 坌v 沂 V 0

N, t 沂 ST-子,

u(子) = I C
N(U0 + 子鄣tU(0)),

u(0) = I C
NU0

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(28)

由方程(28),可得误差方程为

摇 摇 (u t ,v) + (鄣xI C
NF,v) + 淄(鄣xu

-
,鄣xv) = ( I C

N f
摇
,v),摇 摇 坌v 沂 V 0

N, t 沂 ST-子, (29)
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其中 F = F(u + u) - F(u) .

在方程(29)中取 v = u
-
,并关于 s 沂 St -子求和,得到

摇 摇 椰u( t)椰2 + 椰u( t - 子)椰2 + 4子淄移
s沂St-子

| u
-
( s) | 2

1 臆

摇 摇 摇 摇 椰u(0)椰2 + 椰u(子)椰2 +

摇 摇 摇 摇 4子移
s沂St-

{
子

( I C
N f

摇
( s),u

-
( s)) + ( I C

NF( s),鄣xu
-
( s })) . (30)

利用 Cauchy 不等式得

摇 摇 | 4( I C
N f

摇
( s),u

-
( s)) | 臆 4

淄 椰I C
N f

摇
( s)椰2

-1 + 淄 | u
-
( s) | 2

1,

摇 摇 | 4( I C
NF( s),鄣xu

-
( s)) | 臆 4

淄 椰I C
NF( s)椰2 + 淄 | u

-
( s) | 2

1 .

与 Legendre 方法不同的是,在这里需要结合 H1 的误差估计,以得到理想结果. 在方程(29) 中

取 v = u t ,并关于 s 沂 St -子 求和,可得

摇 摇 淄 | u( t) | 2
1 + 淄 | u( t - 子) | 2

1 + 4子移
s沂St-子

椰u t ( s)椰2 臆

摇 摇 摇 摇 淄 | u(0) | 2
1 + 淄 | u(子) | 2

1 +

摇 摇 摇 摇 4子移
s沂St-

{
子

( I C
N f

摇
( s),u t ( s)) - (鄣xI C

NF( s),u t ( s })) . (31)

利用 Cauchy 不等式得

摇 摇 | 4( I C
N f

摇
( s),u t ( s)) | 臆4椰I C

N f
摇
( s)椰2 + 椰u t ( s)椰2,

摇 摇 | 4(鄣xI C
NF( s),u t ( s)) | 臆4 | I C

NF( s) | 2
1 + 椰u t ( s)椰2 .

将式(31)乘以因子 h--2, 并与式(30)相加,得到

摇 摇 椰u( t)椰2 + h--2淄 | u( t) | 2
1 + 椰u( t - 子)椰2 + h--2淄 | u( t - 子) | 2

1 +

摇 摇 摇 摇 2子移
s沂St-子

(淄 | u
-
( s) | 2

1 + h--2椰u t ( s)椰2) 臆

摇 摇 摇 摇 椰u(0)椰2 + h--2淄 | u(0) | 2
1 + 椰u(子)椰2 + h--2淄 | u(子) | 2

1 +

摇 摇 摇 摇 C子移
s沂St-子

(椰I C
N f

摇
( s)椰2

-1 + h--2椰I C
N f

摇
( s)椰2) +

摇 摇 摇 摇 C子移
s沂St-子

(椰I C
NF( s)椰2 + h--2 | I C

NF( s) | 2
1) . (32)

引进记号

摇 摇
uM = max

0臆s臆
{

T
椰u( s)椰L肄 ( I) + 椰鄣x u( s)椰L肄 ( I }) ,

CF( z1,z2) = max
| z| 臆| z1| +| z2|

| 鄣zF( z) | + ( | z1 | + | z2 | ) max
| z| 臆| z1| +| z2|

| 鄣2
zF( z) |

{
.

(33)

令 C0 为正常数,如果

摇 椰u( s)椰L肄 ( I) 臆 C0,摇 摇 坌s 沂 st -子, (34)
那么对于非线性项,由式(18)可得

摇 摇 椰I C
NF椰 + h-- | I C

NF | 1 臆 椰F椰 + 椰I C
NF - F椰 + h-- | I C

NF | 1 臆

摇 摇 摇 摇 椰F椰 + Ch-- | F | 1 = 乙1
0
F忆(u + 兹u)u d兹 +
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摇 摇 摇 摇 Ch-- 乙1
0
(F义(u + 兹u)(鄣xu + 兹鄣xu)u + F忆(u + 兹u)鄣xu)d兹 臆

摇 摇 摇 摇 CF(uM,C0)(椰u椰 + h-- | u | 1) . (35)
记

摇 摇 E( t,u) = 椰u( t)椰2 + h--2淄 | u( t) | 2
1 + 2子移

s沂St-子

(淄 | u
-
( s) | 2

1 + h--2椰u t ( s)椰2),

摇 摇 籽( t,u, f
摇
) = 椰u(0)椰2 + h--2淄 | u(0) | 2

1 + 椰u(子)椰2 + h--2淄 | u(子) | 2
1 +

摇 摇 摇 摇 C子移
s沂St-子

(椰I C
N f

摇
( s)椰2

-1 + h--2椰I C
N f

摇
( s)椰2) .

这样,就证明了对任意 t 沂 ST, 如果式(34)成立,则

摇 摇 E( t,u) 臆 籽( t,u, f
摇
) + C子移

s沂St-子

E( s,u), (36)

这里 C 为依赖于 CF(uM,C0) 和 淄 -1的正常数.
类似定理 1 的证明,得到下面的稳定性定理.

定理 3摇 令 子 足够小(但与 N 无关),若 籽(T,u, f
摇
) 臆 C0e -CT / (6N

- 2), 则

摇 摇 E( t,u) 臆 籽( t,u, f
摇
)eCt,摇 摇 坌t 沂 ST . (37)

接下考虑格式(28)的收敛性.
定理 4摇 令 U和 u分别为方程(3) 和(28) 的解. 假设滓 逸2,U沂 C(0,T;H1

0( I) 疑H滓( I))
疑 H1(0,T;H1

0( I) 疑 H滓 -1( I)) 疑 H2(0,T;H1( I)) 疑 H3(0,T;L2( I)),鄣tU(0) 沂 H滓 / 2( I),F( z)
沂 Cmax 3,{ }滓 (R) 和 f 沂 C(0,T;H滓( I)) . 那么存在正常数 C 和 啄,使得如果 子 适当小且 子2 + h--滓

臆 啄N
- -1, 则

摇 摇 椰u( t) - U( t)椰 臆 C(子2 + h--滓),摇 摇 坌t 沂 ST . (38)
证明摇 令 u* = P1,NU 和 浊 = u - u* . 由式(3)和(28)可得

摇 摇
(浊 t ,v) + (鄣xI C

NG,v) + 淄(鄣x浊- ,鄣xv) = (g,v),摇 摇 坌v 沂 V 0
N, t 沂 ST-子,

浊(子) = I C
N(U0 + 子鄣tU(0)) - P1,NU(子),

浊(0) = I C
NU0 - P1,NU0

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(39)

引进记号

摇 摇 v( s) t t-
1
子2(v( s + 子) - 2v( s) + v( s - 子)),

摇 摇 G = F(u* + 浊) - F(u*),

摇 摇 g = 鄣tU
-
- u*

t + 鄣x F(U) + 子2

2 F(U) t t- - I C
NF(u*[ ]) + I C

N f
摇 -

- f
摇 -
.

我们仅需估计 籽( t,浊,g) . 将 g 分解为

摇 摇 g = (鄣tU
-
- U t ) + (U t - u*

t ) + 鄣x(F(U) - I C
NF(U)) +

摇 摇 摇 摇 鄣xI C
N(F(U) - F(u*)) + 子2

2 鄣xF(U) t t- + ( I C
N f

摇 -
- f

摇 -
) 移

6

j = 1
g j .

经过简单计算,由式(18)得

摇 摇 子 移
s沂ST-子

(椰g1椰2
-1 + h--2椰g1椰2) 臆
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摇 摇 摇 摇 C子4(椰鄣3
t U椰2

L2(0,T;H -1( I)) + h--2椰鄣3
t U椰2

L2(0,T;L2( I))),

摇 摇 子 移
s沂ST-子

(椰g2椰2
-1 + h--2椰g2椰2) 臆

摇 摇 摇 摇 Ch--2滓子 移
s沂ST-子

椰U t 椰2
滓 -1 臆 Ch--2滓椰鄣tU椰2

L2(0,T;H滓-1( I)),

摇 摇 椰g3椰 -1 + h--椰g3椰 臆
摇 摇 摇 摇 椰F(U) - I C

NF(U)椰 + h-- | F(U) - I C
NF(U) | 1 臆 Ch--滓椰F(U)椰滓,

摇 摇 椰g4椰 -1 + h--椰g4椰 臆
摇 摇 摇 摇 椰F(U) - F(u*)椰 + 椰( I C

N - I)(F(U) - F(u*))椰 +
摇 摇 摇 摇 h-- | I C

N(F(U) - F(u*)) | 1 臆
摇 摇 摇 摇 椰F(U) - F(u*)椰 + Ch-- | F(U) - F(u*) | 1 臆
摇 摇 摇 摇 CCF(椰U椰L肄 ( I),椰u*椰L肄 ( I))(1 + h--(椰鄣x U椰L肄 ( I) +
摇 摇 摇 摇 椰鄣xu*椰L肄 ( I)))h--滓 椰U椰滓,

摇 摇 子 移
s沂ST-子

(椰g5椰2
-1 + h--2椰g5椰2) 臆 子5 移

s沂ST-子

(椰F(U) t t-椰2 + h--2 | F(U) t t- | 2
1) 臆

摇 摇 摇 摇 C子4(椰鄣2
t F(U)椰2

L2(0,T;L2( I)) + h--2椰鄣2
t F(U)椰2

L2(0,T;H1( I))) 臆
摇 摇 摇 摇 CC义

F子4(椰U椰2
H2(0,T;L2( I)) + h--2椰U椰2

H2(0,T;H1( I))),
这里

摇 摇 C义
F = max

| z| 臆椰U椰C( I
-
伊[0,T

{
])

| 鄣l
zF( z) | 2: l = 1,2, }3 .

同时

摇 摇 椰g6椰 -1 + h--椰g6椰 臆 C椰I C
N f

摇 -
- f

摇 -
椰 臆 Ch--滓 | f

摇 -
| H滓( I) .

对初始误差,有下面估计式:
摇 摇 椰浊(0)椰 + h-- | 浊(0) | 1 =
摇 摇 摇 摇 椰( I C

N - P1,N)U0椰 + h-- | ( I C
N - P1,N)U0 | 1 臆 Ch--滓椰U椰滓,

由 Taylor 公式,得
摇 摇 椰浊(子)椰 + h-- | 浊(子) | 1 臆 椰( I C

N - I)U0椰 + h-- | ( I C
N - I)U0 | 1 +

摇 摇 摇 摇 子(椰( I C
N - I)鄣tU(0)椰 + h-- | ( I C

N - I)鄣tU(0) | 1) +
摇 摇 摇 摇 子2(椰鄣2

t U椰C(0,子;L2( I)) + h--椰鄣2
t U椰C(0,子;H1( I))) +

摇 摇 摇 摇 椰( I - P1,N)U(子)椰 + h-- | ( I - P1,N)U(子) | 1 臆
摇 摇 摇 摇 Ch--滓(椰U0椰滓 + 椰U(子)椰滓) + C子h--滓 / 2椰鄣tU(0)椰滓 / 2 + C子2椰鄣2

t U椰C(0,子;H1( I)) .

类似定理 3,如果 籽(T,浊,g) 臆 C0e -CT / (6N
- 2), 则

摇 摇 E( t,浊) 臆 籽( t,浊,g)eCt,摇 摇 坌t 沂 ST .
再由式(19)以及三角不等式即可完成定理证明.

5摇 数 值 结 果

本节给出单区域和多区域 Legendre 拟谱和 Legendre鄄Galerkin Chebyshev 配置方法的数值

算例,并加以比较. 令时间步长适当小,以使误差主要由空间方向的离散产生. 下面分别计算齐

次方程的一个锯齿形解和非齐次方程的一个孤子状解,它们在边界上都不等于 0.
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例 1摇 考虑齐次对流鄄扩散方程(1) ( f 以0), 取其真解为[15]

摇 摇 u(x,t) = 1
2 1 - tanh 2x - t

8( )淄
. (40)

利用单区域和多区域的 Legendre 拟谱和 Legendre鄄Galerkin Chebyshev 配置方法,取 子 = 10 -5,淄
= 0. 1, 在区间 [ - 10,10] 上计算. 当 t = 1 时的最大模误差见表 1. 对多区域情形,区间分别被

分成 2 区域[-10,0]胰[0,10]和 4 区域[-10,-2]胰[-2,0]胰[0,2]胰[2,10].
例 2摇 考虑非齐次对流鄄扩散方程(1) ( f 堍0), 取真解为

摇 摇 u(x,t) = sech2(ax - bt - c), (41)
代入方程组(1)中的方程, 得到右端函数 f(x,t) . 取 子 = 10 -5, a = b = 1, c = 0, 淄 = 1, 在区间

[ - 20,20] 上计算. 当 t = 1 时,单区域和多区域的方法的最大模误差见表 2. 对 2 区域和 4 区域

情形,我们分别把区间分为[-20,0]胰[0,20]和[-20,-4]胰[-4,0]胰[0,4]胰[4,20].
在上述算例中,由于解在原点附近变化比较剧烈,所以考虑区间分裂时,在该部分增加一

些分点,从而合理地调节了配置点,使得具有更好的分辨率,仅用较少的点就可获得相同或更

好的精度. 表 1 和表 2 的计算结果很好地证实了这点,在这种情况下,多区域的方法比相应的

单区域方法给出更好的结果.
表 1摇 t = 1 时单区域和多区域方法(40)的最大模误差 (子 = 10 -5,淄 = 0. 1, 区间为[-10,10])

Table 1摇 Maximum error at t = 1 by the single domain and the multidomain methods with 子 = 10 -5,淄 = 0. 1
for the solution (40) in the interval [-10,10]

摇 N single domain (N1,N2) two domains (N1,N2,N3,N4) four domains

Legendre

pseudospectral

method

80 3. 83E-03 ( 40,40) 1. 63E-05 ( 10,10,10,10) 7. 67E-04

120 3. 88E-04 ( 60,60) 1. 70E-07 ( 20,20,20,20) 7. 61E-07

160 3. 86E-05 ( 80,80) 1. 31E-09 ( 30,30,30,30) 2. 36E-09

200 2. 57E-06 (100,100) 3. 08E-11 ( 40,40,40,40) 3. 35E-11

Legendre鄄Galerkin

Chebyshev

collocation method

80 3. 89E-03 ( 40,40) 2. 21E-05 ( 10,10,10,10) 9. 44E-04

120 4. 03E-04 ( 60,60) 1. 99E-07 ( 20,20,20,20) 1. 18E-06

160 3. 98E-05 ( 80,80) 1. 40E-09 ( 30,30,30,30) 2. 93E-09

200 2. 61E-06 (100,100) 3. 22E-11 ( 40,40,40,40) 3. 45E-11

表 2摇 t = 1 时单区域和多区域方法(41)的最大模误差 (子 = 10 -5,a = b = 1,c = 0,淄 = 1, 区间为[-20,20])
Table 2摇 Maximum error at t = 1 by the single domain and the multidomain methods with

子 = 10 -5,a = b = 1,c = 0,淄 = 1 for the solution (41) in the interval [-20,20]

摇 N single domain (N1,N2) two domains (N1,N2,N3,N4) four domains

Legendre

pseudospectral

method

80 1. 84E-02 ( 40,40) 4. 41E-05 (10,10,10,10) 1. 43E-03

120 8. 03E-04 ( 60,60) 2. 35E-07 (20,20,20,20) 1. 26E-06

160 7. 30E-05 ( 80,80) 8. 60E-10 (30,30,30,30) 1. 41E-09

200 3. 39E-06 (100,100) 9. 40E-11 (40,40,40,40) 9. 19E-11

Legendre鄄Galerkin

Chebyshev

collocation method

80 1. 89E-02 ( 40,40) 6. 64E-05 (10,10,10,10) 2. 34E-03

120 8. 39E-04 ( 60,60) 3. 12E-07 (20,20,20,20) 1. 55E-06

160 7. 57E-05 ( 80,80) 8. 23E-10 (30,30,30,30) 1. 72E-09

200 3. 52E-06 (100,100) 9. 39E-11 (40,40,40,40) 9. 29E-11

6摇 结摇 摇 论

本文提出了多区域 Legendre 拟谱和 Legendre鄄Galerkin Chebyshev 配置方法. 注意到所有出
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现在误差分析中的常量均与 M无关,因此,当M寅肄(hi 寅 0) 及 Ni 寅肄 时,本文的结论仍然

成立,可以看作为 h鄄p 型方法. 此外,将该方法与 Laguerre 谱方法相结合可用于解决无界区域

上的问题[15鄄16] . 本文的方法也可推广到求解二维空间中的一些问题.
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Multidomain Pseudospectral Methods for Nonlinear
Convection鄄Diffusion Equations

JI Yuan鄄yuan1,摇 WU Hua1,摇 MA He鄄ping1,摇 GUO Ben鄄yu2

(1. Department of Mathematics, Shanghai University, Shanghai 200444, P. R. China;
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Shanghai 200234, P. R. China)

Abstract: Multidomain pseudospectral approximations to nonlinear convection鄄diffusion equa鄄
tions were considered. The schemes were formulated in the Legendre鄄Galerkin method but the
nonlinear term was collocated at the Legendre / Chebyshev鄄Gauss鄄Lobatto points inside each
subinterval. Appropriate base functions were introduced so that the matrix of system was
sparse and the method can be implemented efficiently and in parallel. The stability and the opti鄄
mal rate of convergence of the methods were proved. Numerical results were given for both the
single domain and the multidomain methods to make a comparison.

Key words: multidomain;Legendre / Chebyshev collocation;convection鄄diffusion equation
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