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摘要:摇 Kozlov 将 Liapunov 第一方法推广到非线性力学系统,用来研究保守力和耗散力场中,运动

力学系统平衡位置的不稳定性. 在平衡位置分析惯性张量的异常,或者 Rayleigh 耗散函数系数矩

阵的异常. 在稳定性分析中,实际上不可能应用 Liapunov 逼近法,因为平衡位置的存在条件,和运

动微分方程解的唯一性条件,均无法得到满足. Kozlov 的广义 Liapunov 第一方法,不仅适用上面提

及的条件,此外,还知道同样的代数表达式得到满足. 给出了 3 个关于平衡位置的不稳定性定理.
用一个例子,举例说明了得到的结果.
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引摇 摇 言

专著[1鄄2]完整地介绍了有关力学系统,在应用 Liapunov 第一和第二方法,研究运动稳定

性方面的最新主要成果. 文献[3鄄10]也得到了,应用 Liapunov 第一和第二方法的重要结果,在
文献[3鄄10]中,梅凤翔,朱海平,Shi,Fu 和其他合作者,研究了非线性非完整约束力学系统平

衡状态流形的稳定性,以及 Birkhoff 系统和相对的 Birkhoff 系统平衡状态流形的稳定性. 在文

献[11]中,Lou 等对非完整系统,在相对于移动的非惯性参考系中,研究平衡状态流形的稳定

性.
如果一个力学系统的运动微分方程,在原点邻域(系统的平衡位置),解的存在性及其唯

一性条件无法满足,则稳定性问题就不能应用 Liapunov[12] 方法求解. 对于这样一类具有非正

常的非完整约束的力学系统,文献[13]应用 Kozlov 的、广义的 Liapunov 第一方法进行求解.
立即可以想到,当存在性和唯一性条件受到度规张量系数,或 Rayleigh 耗散函数中的形状

系数受到摄动扰时,应用 Kozlov 的广义 Liapunov 第一方法,来求解完整力学系统平衡状态的

稳定性.
在一个有势力和耗散力固定的力场中,考虑一个完整定常力学系统的运动. 系统的位形由

Lagrange 坐标系 q = (q1,…,qn) 确定,相应的广义速度为 q = (q1,…,qn) . 其动能、势能和 Ray鄄
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leigh 耗散函数分别为淤

摇 摇 T = 1
2 aij(q)qiq j, (1)

摇 摇 装 = 装(q), (2)

摇 摇 椎 = 1
2 dij(q)qiq j . (3)

所考虑系统的运动微分方程为

摇 摇 d
dt

鄣T
鄣q琢 - 鄣T

鄣q琢 + 鄣椎
鄣q琢 + 鄣装

鄣q琢 = 0 (4)

或直接写成

摇 摇 aijq j + 祝 jk,iq jqk + dijq j + 鄣装 / 鄣qi = 0, (5)
其中, 祝 jk,i 是关于度规 d滓2 = a jkdq jdqk / 2 的第一类 Christoffel 符号.

设函数 装(q),aij(q),dij(q) 是无限可微的. 若条件(鄣装 / 鄣qi)(q0) = 0 成立,则 qi = qi
0( t逸

t0) 是微分方程(4) 的解. 在这种情况下,点 q = q0 为第二(域) 类平衡位置. 不失一般性,可取

q0 = 0.
设

摇 摇 装(q) = 装 ( r+1)(q) + 装 ( r+2)(q) + …,摇 摇 r 逸1 (6)
为势能的 Maclaurin 级数. 又设

摇 摇 aij(q) = a( l)
ij (q) + a( l +1)

ij (q) + …,摇 摇 l 逸2, (7)
摇 摇 dij(q) = d( s)

ij (q) + d( s+1)
ij (q) + …,摇 摇 s 逸1, (8)

分别为度规张量坐标和耗散函数系数的 Maclaurin 级数. 上述表达式中给出的 (·) (p)(q),
(·) (p)(q) 表示相应于 p次的齐次式. 考虑到式(7),在一个包含点 q = 0的场中,有 det [aij(q =
0)] = 0,显然无法从微分方程(5) 解出 q琢 . 应该注意到动能的特性,l 是一个偶数.

依照文献[14鄄17]的主要成果,涉及到强非线性微分方程的广义的 Liapunov 第一方法,深
一层的考虑是基于下面的陈述:若微分方程(5)允许有解 q = q( t),并且当 t 寅- 肄 时,有性质

q( t) 寅 0,那么,所考虑力学系统的平衡状态 q = 0,q = 0 是不稳定的.
此外,所考虑的情况没有涉及到线性近似(见文献[12])的稳定性. 式(7)和(8)所考虑的

情况,使 Kozlov 的广义 Liapunov 第一方法呈现出异常情况,并且直到本文发表为止,没有其他

人所考虑过.
为前面提到的解 q = q( t)(当 t 寅- 肄 时,具有 q( t) 寅 0 的性质),寻求以无穷级数形式

(也可能发散)的解:

摇 摇 移
肄

淄 = 1
A淄(ln( - t))( - t) -淄滋, (9)

其中(参见文献[14]) A1 = const,然而 A2,A3,… 是关于 ln( - t) 的向量多项式,滋 > 0. 常数 滋
依照截断方程的形式来确定,正如将要看到的,截断方程与方程(6) ~ (8) 中出现的次数 l,r,s
有关. 若上述级数存在且收敛,表示方程(5) 的解 q = q( t) 有性质:当 t寅- 肄 时,q( t) 寅 0. 若
此级数存在但发散,则正如文献[18] 所显示的,方程(5) 的解 q = q( t), 可以用级数(9) 渐近

地表示. 由此可以推断: 级数(9) 存在必然使得, 由微分方程(5) 描述的运动系统的平衡位置
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q = 0, q = 0 的不稳定性.

1摇 关于截断方程

如果将式(6) ~ (8)中有关的次数 r,s,l 临时加入,因为截断方程参与“候选人冶的加入,方
程为

摇 摇 a( l)
ij q j + 祝 ( l -1)

jk,i q jqk + d( s)
ij q j + 鄣装 ( r+1) / 鄣qi = 0, (10)

其中

摇 摇 祝 ( l -1)
jk,i = 1

2
鄣a( l)

ki

鄣q j +
鄣a( l)

ij

鄣qk -
鄣a( l)

jk

鄣q
æ

è
ç

ö

ø
÷

i . (11)

将最终的方程称为广义的截断方程. 截断方程的具体形式,由广义截断方程依照(6) ~ (8)中
有关的次数 r,l,s得到,后面将作进一步地分析. 如果将级数(9) 并入方程(5),根据文献[14],
若取 A1 = 姿e,其中 姿 > 0,e = (e1,…,en),可以得到(仅包括与确定向量 A1 有关的项):

摇 摇 姿 l + {1 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j( - t) -( l 滋 +滋 +2) +

摇 摇 摇 摇 姿 s+1d( s)
ij (e)滋e j( - t) -( s 滋 +滋 +1) + 姿 r 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e)( - t) -r 滋 + … = 0. (12)

情况 A摇 若截断方程中不出现由耗散产生的力,即方程呈

摇 摇 a( l)
ij q j + 祝 ( l -1)

jk,i q jqk + 鄣装 ( r+1) / 鄣qi = 0, (13)
下列条件必需满足(参见式(12)):

摇 摇 l 滋 + 滋 + 2 = r 滋, s 滋 > l 滋 + 1, (14)
于是得到(情况 A):

摇 摇 滋 = 2
r - l - 1, s > l + r - 1

2 . (15)

显然情况 A 必需满足条件:
摇 摇 r > l + 1. (16)

注 1摇 在没有耗散力时,截断方程也呈方程(13)的形式.

情况 B摇 截断方程呈如下形式:
摇 摇 a( l)

ij q j + 祝 ( l -1)
jk,i q jqk + d( s)

ij q j + 鄣装 ( r+1) / 鄣qi = 0, (17)
这时必须满足条件(参见方程(12)):

摇 摇 l 滋 + 滋 + 2 = s 滋 + 滋 + 1 = r 滋, (18)
于是得到

摇 摇 滋 = 2
r - l - 1, s = l + r - 1

2 , (19)

这里,该条件必须满足方程(16),然而, r 必需是奇数.
情况 C摇 最后,若截断方程中不出现来自动能的项,即方程呈

摇 摇 d( s)
ij q j + 鄣装 ( r+1) / 鄣qi = 0, (20)

将有条件

摇 摇 s 滋 + 滋 + 1 = r 滋, l 滋 + 1 > s 滋, (21)
于是得到
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摇 摇 滋 = 1
r - s - 1, l > 2s - r + 1, (22)

则下式使条件得以满足:
摇 摇 r > s + 1. (23)
考虑到动能的性质,有
摇 摇 a( l)

ij (q)qiq j 逸0, (24)
可是,万一基本的度规张量形式出现在截断方程,仍将假定呈(24)形式,是正定的.

正常情况下,Kozlov 的广义 Liapunov 第一方法,总是可以求解高阶导数(或称广义加速度

和广义速度)的截断方程. 可是,在异常情况下,这就无法实现. 具体地说,在情况 A 时,无法求

解广义加速度方程(10),因为 det[a( l)
ij (0)] = 0. 正如前面提到的理由,在正常情况下,级数

(9)存在就足够了(参见文献[14,17]),代数方程有真实解 e = e = ( e1,…,en),e屹0 和 资 = 资,
资 > 0. 即,考虑到级数(9)存在,前面提到的解存在,具有所描述性质的第一项存在,经由链式

常系数线性非齐次微分方程(立即得到它们的特殊积分),导致级数的其余项存在. 这些方程

的非齐次函数用变量 ln( - t) 的已知的多项式替换. 在异常情况下,除了前面提到的解外,在
对每种具体情况的进一步分析中,还应满足一定的条件. 该条件用于寻找常系数线性非齐次微

分方程的链式特殊积分.

2摇 有关情况 A 的不稳定性定理

截断方程(13)对应于如下的代数方程:

摇 摇 姿 l + {1 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j + 姿 r 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (25)

也可改写为

摇 摇 资 {1 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (26)

其中

摇 摇 资1 = 1
姿 r-l-1 . (27)

有关完整定常力学系统,在保守力场中运动平衡的不稳定性定理,可参见文献[14]的公

式化表示,这里,将把它进一步推广到异常情况 A .
定理 1摇 当不考虑耗散力时,设 r > l + 1 夷 s > ( l + r - 1) / 2,或设 r > l . 进一步,设函

数装( r+1) = 装( r+1)(q) 在点 q = 0,没有最小值,同时设条件 det [a( l)
ij (e)] 屹0 成立,其中 e = e是

下面向量场的一个真实的非平凡零:

[摇 摇 (滋2 l + 滋2 + 滋)a( l)
ij (e) - 滋2

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)e ]k e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) .

在这些条件下,平衡状态 q = 0,q = 0 是不稳定的.
证明摇 式 a( l)

ij (q)qiq j 是正定的. 因此,在闭平面

摇 摇 1
2 a( l)

ij (q)qiq - C = 0,摇 摇 C > 0 (28)

上存在点 M*,在该定理的条件下,使函数 装 ( r+1) = 装 ( r+1)(q) 达到最小值(显然为负). 该点由

下式确定:

0311 V·乔维奇摇 摇 摇 D·久里奇摇 摇 摇 M·韦仕科尉克摇 摇 摇 A·奥布拉德维克



摇 摇 鄣
鄣q [i (资 1

2 a( l)
ij (q)qiq j )- C + 装 ( r+1)(q ]) = 0,

其中,常数 资 是 Lagrange 乘子. 将上述关系式改写为

摇 摇 (资 a( l)
ij (q)q j + 1

2
鄣a( l)

jk (q)
鄣qi q jq )k + 鄣装 ( r+1)(q)

鄣qi = 0, (29)

其结果表示为

摇 摇 (资 1 + l )2 a( l)
ij (q)q jq j + ( r + 1)装 ( r+1)(q) = 0. (30)

由此, 资 > 0 时点 M* 存在. 根据方程(29)构成方程组:

摇 摇 资 [忆 (滋2 l + 滋2 + 滋)a( l)
ij (q)q j (+ 滋2 l + 滋2 + 滋

2 - )着
鄣a( l)

jk (q)
鄣qi q jq ]k +

摇 摇 摇 摇 鄣装 ( r+1)(q)
鄣qi = 0, (31)

当 着 = 0 和 资 = 资 忆(滋2 l + 滋2 + 滋) 时,方程(31) 与方程(29) 相一致,由于方程组中函数的连续

性,对于一个充分小的正数着,该方程组连同方程(28) 有解 q = q,资 忆 = 资 忆,且将接近于方程(29)
和(28) 的解 q = q*,资 = 资* . 由此得出结论,若 资 忆 = 资- 忆 > 0,则解 q = q- 是真实的. 此外,随着正

数 着 的增大,每个值 着 沂[0,着-) 成立,上面的推论推出解 q = q- 和 资 忆 = 资- 忆 . 边界值 着 = 着- 用下述

方法确定. 方程(31)的结果,有式

摇 摇 资 [忆 滋2 l + 滋2 + 滋 (+ l 滋2 l + 滋2 + 滋
2 - ) ]着 a( l)

ij (q)q jq j +

摇 摇 摇 摇 ( r + 1)装 ( r+1)(q) = 0, (32)
显然,必需满足:

摇 摇 滋2 l + 滋2 + 滋 (+ l 滋2 l + 滋2 + 滋
2 - )着 > 0. (33)

于是,有

摇 摇 着- = 滋2 l + 2滋2 + 滋 + 滋2 + 滋
l . (34)

将方程(31)变成方程(26),需要(注意完成变量的替换: q 寅 e) 满足条件:

摇 摇 滋2 l + 滋2 + 滋
2 - 着 = - 滋2

2 (35)

或

摇 摇 着 = 着0 = 滋2 l + 2滋2 + 滋
2 , (36)

由此得出结论 着0 沂 [0,着-), 作为结果,推出方程(26)和(28)的解

摇 摇 e = e = ( e1,…,en), 资 = 资 (37)
是真实的,此外, 资 > 0 成立,因而级数(9)存在条件的第一部分满足. 第二部分条件可以如下

考虑.
进一步,作变换(参见文献[19])
摇 摇 e i = 籽e i,摇 摇 籽 = const, 籽 > 0, (38)

则有

摇 摇 资籽 r-l- {1 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2 e }k e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (39)
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于是,如下选择正常数 籽 后,
摇 摇 籽 = (1 / 资) 1 / ( r-l-1), (40)

可得到

{摇 摇 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2 e }k e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0. (41)

于是可以推断:如果代数方程

{摇 摇 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (42)

有解 e = e = ( e1,…,en),e 屹 0, 那么代数方程(26)有解(37),这里

摇 摇 资 (= 2C
a( l)
ij (e) e i e )j

( r-l-1) / ( l +2)
. (43)

这样,文献[14,16,20鄄23]中提出的代数准则,可用不包含变量 资1 的准则替换. 因此,向量 e 存

在,使得 A1 = 姿e,姿 > 0, 得到证明. 由此得出结论,级数(9)存在,具有所描述性质的第一项存

在,经由常系数线性非齐次微分方程链,导致级数其余的项存在,证明了它们可以解出高阶导

数. 导致这些方程非齐次的函数,用变量 ln( t) 的已知多项式替换.
上面提到的线性微分方程有如下形式(仅写出有关的项):

摇 摇 姿 la( l)
ij (e)

d2A j
琢( z)
dz2

+ … = 0,摇 摇 z = ln( - t); 琢 = 2,3,…,肄 , (44)

其中 A j
琢 为向量 A琢 的坐标. 显而易见, 仅当 det[a( l)

ij (e)] 屹 0, 或者对应方程 (38), 当

det[a( l)
ij (e)] 屹0 时,微分方程组(44) 对 d2A j

琢( z) / dz2 可解. 这确定了具有渐近性能解的存在,
同时也确定了微分方程(5) 描述的运动系统平衡状态 q = 0,q = 0, 是不稳定的. 这样,定理 1
证毕.

3摇 有关情况 B 的不稳定性定理

情况 B 的截断方程(17)对应如下的代数方程:

摇 摇 姿 l + {1 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j +

摇 摇 摇 摇 姿 s+1d( s)
ij (e)滋e j + 姿 r 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (45)

也可以写成

摇 资 {2
1 a( l)

ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1
2

鄣a( l)
jk

鄣qi (e)滋2e }k e j +

摇 摇 摇 摇 资1d( s)
ij (e)滋e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (46)

其中

摇 摇 资1 = 1
姿 ( r-l-1) / 2 . (47)

显而易见,下列表达式是代数方程组(46)的结果,

摇 摇 资 [2
1 滋 (2 l

2 + )1 + ]滋 a( l)
ij (e)eie j + 资1滋d( s)

ij (e)eie j + ( r + 1)装 ( r+1)(e) = 0 (48)

或
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摇 摇 资2
1a( l +2)(e) + 资1d( s+2)(e) + ( r + 1)装 ( r+1)(e) = 0, (49)

其中

摇 摇 a( l +2)(e) [= 滋 (2 l
2 + )1 + ]滋 a( l)

ij (e)eie j, d( s+2)(e) = 滋d( s)
ij (e)eie j . (50)

设方程(46)和(28)有真实解

摇 摇 ei = e*i, 资1 = 资*
1 , 资*

1 > 0, (51)
则, a( l)

ij (e*)e*ie*j 屹0 成立时,

摇 摇 (资*
1 ) 1,2 = - d( s+2)(e*) 依 [d( s+2)(e*)] 2 - 4( r + 1)a( l +2)(e*)装 ( r+1)(e*)

2a( l +2)(e*)
,

(52)
又, a( l)

ij (e*)e*ie*j = 0 夷 d( s)
ij (e*)e*ie*j 屹0 成立时,

摇 摇 资*
1 = - ( r + 1)装 ( r+1)(e*)

滋d( s)
ij (e*)e*ie*j . (53)

可以推断:在式(52)和(53)情况下,考虑到 T 逸0,椎 逸0 成立,为了使 资*
1 > 0,必须满足条件

装( r+1)(e*) < 0.
进一步,作变换(参见文献[19])
摇 摇 e i = 籽e*i,摇 摇 籽 = const, 籽 > 0. (54)

当式(51)是方程(46)的解时,显然

摇 摇 资*2
1 籽 r-l- {1 a( l)

ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1
2

鄣a( l)
jk

鄣qi (e)滋2e }k e j +

摇 摇 摇 摇 资*
1 籽 ( r-l-1) / 2d( s)

ij (e)滋e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (55)

于是,选择正常数 籽 后,
摇 摇 籽 = (1 / 资*

1 ) 2 / ( r-l-1), (56)
得到

{摇 摇 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j +

摇 摇 摇 摇 d( s)
ij (e)滋e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0. (57)

由此推断:如果代数方程

{摇 摇 a( l)
ij (e)[滋2( l + 1) + 滋] - 1

2
鄣a( l)

jk

鄣qi (e)滋2e }k e j +

摇 摇 摇 摇 d( s)
ij (e)滋e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0 (58)

有实数解 e = e = ( e1,…,en),e 屹 0, 则代数方程(46)有解(51).
将文献[14]导出的完整定常力学系统,运动平衡不稳定性定理的公式,进一步推广到在

保守力和耗散力场作用下(情况 B)的不稳定性定理.
定理 2摇 设 r > l + 1 夷 s = ( l + r - 1) / 2,并设条件 det [a( l)

ij (e)] 屹0 成立,其中 e = e 为

方程(58) 的一个真实的非平凡零. 在这些条件下,平衡状态 q = 0,q = 0 是不稳定的.
证明摇 定理 2 的证明可以仿照定理 1 的证明. 方程(58)的真实零 e = e 存在,导致方程
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(46)的解(51)存在,于是

摇 摇 资*
1 (= 2C

a( l)
ij (e) e i e )j

( r-l-1) / (2l +4)
(59)

成立. 规定了级数(9)的第 1 项存在. 来自级数(9)的其余项的线性微分方程可以确定,即有

(44)式的向量 A琢(琢 = 2,3,…)(仅列出了相关的项),于是类似于定理 1,由条件 det[a( l)
ij (e)]

屹 0,给出了求解这些方程导数 d2A j
琢( z) / dz2 的必要条件. 定理 2 证毕.

注 2摇 定理 1 中条件 a( l)
ij (q)qiq j 是正定的,可以不加考虑. 在定理 2 情况下,bijeie j 可作为一个范数,其中

常数 bij 为任意选取的二次正定型系数. 定理的公式无须改变.

4摇 有关情况 C 的不稳定性定理

这时 r > s + 1 夷 l > 2s - r + 1, 截断方程式(20)相对应的代数判据为

摇 摇 资3d( s)
ij (e)e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (60)

其中

摇 摇 资3 = 滋
姿 r-s-1 . (61)

考虑到耗散函数的性质,有
摇 摇 d( s)

ij (q)qiq j 逸0. (62)
更进一步,假设式(62)是正定的.

将文献[14]导出的完整定常力学系统,运动平衡不稳定性定理的公式,进一步推广到保

守力和耗散力场作用(情况 C)下的不稳定性定理.
定理 3摇 设 r > s + 1 夷 l > 2s - r + 1,设函数装 ( r+1) = 装 ( r+1)(q) 在点 q = 0 没有最小值,

又设条件 det[d( s)
ij (e)] 屹 0 成立,其中 e = e 是向量场 d( s)

ij (e)ej + (鄣装( r+1) / 鄣qi)(e) 的一个真

实的非平凡零. 在这些条件下,平衡状态 q = 0,q = 0 是不稳定的.
证明摇 式 d( s)

ij (q)qiq j 是正定的. 因此,在闭平面

摇 摇 1
2 d( s)

ij (q)qiq - C = 0,摇 摇 C > 0 (63)

上存在点 M*,在定理 3 的条件下,函数 装 ( r+1) = 装 ( r+1)(q) 达到最小值(显然为负). 该点由如

下条件决定

摇 摇 鄣
鄣q [i (资 1

2 d( s)
ij (q)qiq j )- C + 装 ( r+1)(q ]) = 0, (64)

其中常数 资 为 Lagrange 乘子. 以上述关系可以写出下式:

摇 摇 (资 d( s)
ij (q)q j + 1

2
鄣d( s)

jk (q)
鄣qi q jq )k + 鄣装 ( r+1)(q)

鄣qi = 0, (65)

该结果就是表达式

摇 摇 (资 1 + l )2 d( l)
ij (q)q jq j + ( r + 1)装 ( r+1)(q) = 0. (66)

于是,得出结论:在上面提及的点 M* 上有 资 > 0. 根据式(65),构成方程组如下:

摇 摇 [资 d( s)
ij (q)q j (+ 1

2 - )着
鄣d( s)

jk (q)
鄣qi q jq ]k + 鄣装 ( r+1)(q)

鄣qi = 0, (67)
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当 着 = 0 时,式(67) 与式(29) 一致,则由于方程组中函数的连续性,对于充分小的正数 着,这些

方程连同方程(28) 有解 q = q,资 忆 = 资 忆,将接近于方程(63) 和(65) 的解 q = q*,资 = 资* . 由此

得出结论:解 q = q- 是真实的,且 资 忆 = 资- 忆 > 0. 当正数 着 进一步增大时,对它的每一个 着 沂[0,着-)
值,上述关于解 q = q- 和 资 忆 = 资- 忆 性质的推论依然成立. 边界值 着 = 着- 可用下述方法确定. 方程

(31)的结果,有式

摇 摇 [资 1 (+ l 1
2 - ) ]着 d( s)

ij (q)q jq j + ( r + 1)装 ( r+1)(q) = 0, (68)

显然,下式必需成立:

摇 摇 1 [+ l 1
2 - )着 > 0, (69)

于是,有

摇 摇 着- = 1
2 + 1

l . (70)

由方程(67)得到式(60),下面的条件必须满足(注意,变量的替换 q 寅 e):

摇 摇 1
2 - 着 = 0 (71)

或

摇 摇 着 = 着0 = 1
2 , (72)

于是, 着 沂 [0,着-), 作为一个结果推出:方程(60)和(63)的解

摇 摇 e = e = ( e1,…,en), 资3 = 资3 (73)
是真实的,此外, 资3 > 0 成立. 因而,级数(9)存在条件的第一部分满足. 如下考虑第二部分.

进一步,作变换(38). 有(参见式(60))

摇 摇 资3籽 r-s-1d( s)
ij (e) e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0, (74)

于是,选择正常数 籽:
摇 摇 籽 = (1 / 资3) 1 / ( r-s-1) (75)

后,得到

摇 摇 d( s)
ij (e) e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0. (76)

由此得出结论:如果代数方程

摇 摇 d( s)
ij (e)e j + 鄣装 ( r+1)

鄣qi (e) = 0 (77)

有解 e = e = ( e1,…,en),e 屹 0, 则代数方程(74)有解式(73),其中

摇 摇 资3 (= 2C
d( s)
ij (e) e i e )j

( r-s-1) / ( s+2)
. (78)

向量 A琢 确定了式(9)的形状,常系数线性微分方程有式(仅写入有关的项):

摇 摇 姿 sd( s)
ij (e)

dA j
琢( z)
dz + … = 0,摇 摇 z = ln( - t), 琢 = 2,3,…,肄 , (79)

其中, A j
琢 为向量 A琢 的坐标. 仅当 det[d( s)

ij (e)] 屹0,或根据式(38),当 det[d( s)
ij (e)] 屹0 时,对

dA j
琢( z) / dz 的微分方程组可解. 从而确定了渐近性质解的存在,也确定立了平衡状态 q = 0,q =
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0 的不稳定性.

5摇 例摇 摇 子

图 1 是双发动机的机械装置外形示意图,活塞 A 和 B 分别有质量 m1 和 m2,连杆 1,2,3,4
的长度均为 l 而质量忽略不计,外形由广义坐标 q1 = 渍,q2 = 兹 确定. 活塞 A 和 B 沿水平轴 p 移

动. 力
摇 摇 F = - k(2 - cos 渍 - cos 兹) rp

作用在活塞 B上,其中,k > 0,r是一个正整数,p为坐标轴 p的单位向量. 由图可见,当 r > 3时,
所述机构的平衡位置 渍 = 0,兹 = 0 是不稳定的. 现指定

摇 摇 m1 = 1 kg, m2 = 2 kg, l = 1 m, k = 2 N .

图 1摇 双发动机机构示意图

Fig. 1摇 The double engine mechanism

解摇 机构的动能为

摇 摇 T = 2l2[(m1 + m2)sin2渍渍2 + m2sin渍sin兹渍兹 + m2sin2兹兹2] , (80)
广义力为

摇 摇
Q1 = Q渍 = 2lksin渍(2 - cos 渍 - cos 兹) r,

Q2 = Q兹 = 2lksin兹(2 - cos 渍 - cos 兹) r{ .
(81)

由于 鄣Q渍 / 鄣兹 = 鄣Q兹 / 鄣渍,由此得出结论:力 F 是(显然,F 是中心力,其强度仅取决于距离)有势

的,其势能为

摇 摇 装 =- 2lk
r + 1 (2 - cos 渍 - cos 兹) r+1 . (82)

当度规张量系数展开为 Maclaurin 级数,立即可以得到表达式(见方程(7))
摇 摇 a11 = 12渍2 + …, a12 = a21 = 4渍兹 + …, a22 = 8兹2, (83)

由此知道 l = 2(参见方程(7)).
势能的 Maclaurin 级数表示为

摇 摇 装 =- 2
r + 1 (渍2 + 兹2) r+1 + …, (84)

于是得到 r = 2n + 1(参见方程(6)).
相应的代数方程(26)有如下形式:

{
摇 摇 2资( r - 1)[3(e1) 2 + (e2) 2] - ( r - 3) 2[(e1) 2 + (e2) 2] }r e1 = 0

{

,
2资( r - 1)[(e1) 2 + 2(e2) 2] - ( r - 3) 2[(e1) 2 + (e2) 2] }r e2 = 0{ .

(85)

在平衡位置 渍 = 兹 = 0, 势能没有最小值,下式

摇 摇 a( l)
ij (e)eie j = 12(e1) 4 + 8(e1) 2(e2) 2 + 8(e2) 4

是正定的. 由此可见,方程(85)连同下列条件:
摇 摇 12(e1) 4 + 8(e1) 2(e2) 2 + 8(e2) 4 - 2 = 0 (86)
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有一个真实解. 实际上,由方程(85),有 (e2) 2 = 2(e1) 2,由方程(86),有 e1 = 依 1 / 4 30 . 最后得

到 e2 = 依 1 / 4 7. 5 ,资 > 0,由于 det[aij(e1 = 依 1 / 4 30 ,e2 = 依 1 / 4 7. 5 )] 屹 0 ,根据定理 1,平衡

位置 渍 = 兹 = 0 不稳定.
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Liapunov鄄Kozlov Method for Singular Cases

V. C姚 ovic' 1,摇 D. Djuric' 1,摇 M. Veskovic' 2,摇 A. Obradovic' 1

(1. University of Belgrade, Faculty of Mechanical Engineering,
Kraljice Marije 16,11000 Belgrade, Serbia;

2. University of Kragujevac, Faculty of Mechanical Engineering,
Dositejeva 19, 36000 Kraljevo, Serbia)

Abstract: Liapunov爷s first method, extended by V. Kozlov to nonlinear mechanical systems,
was applied to the study of the instability of the position of equilibrium of a mechanical system
moving in the field of conservative and dissipative forces. The cases with the tensor of inertia or
the matrix of coefficients of the Rayleigh dissipative function singular in the equilibrium position
were analyzed. This fact renders impossible the application of Liapunov爷s approach in the anal鄄
ysis of stability because in the equilibrium position the conditions of existence and uniqueness
of solutions of differential equations of motion were not fulfilled. It was shown that Kozlov爷 s
generalization of Liapunov爷s first method was also applied in mentioned cases on condition that
besides known one algebraic expression more was fulfilled. Three theorems on the instability of
the equilibrium position were formulated. The results were illustrated by an example.
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