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切切换系统的全局指数稳定性
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(克拉古耶瓦茨大学 机械工程学院,德斯特杰瓦 19, 克拉列沃 36000,塞尔维亚)

摘要:摇 提出了一种确定切换系统稳定性分析的方法. 引入了两个相关的实例(非完整系统和约束

摆)进行说明. 用有限个模型的集合组成非线性模型,且切换序列可以是任意的. 假定在切换瞬间

状态不出现跳跃,并且不出现 Zeno 现象,即在每个有界时间段上,切换次数是有限的. 在对所确定

切换系统的分析中,应用了多次 Liapunov 函数,并证明了全局指数稳定性. 系统的指数稳定性平衡

关系到实际应用,因为这样的系统有着更强健的抗干扰能力.
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引摇 摇 言

混合系统描述了系统与系统之间存在着相互作用,混合系统可以用有限个状态系统建模,
例如有限个状态的力学系统,用微分方程来表示它们的物理关系. 在文献[1]中,概述了混合

系统的双向模拟概念,给出了若干关键的检验和综合控制结果. 从经典控制理论的角度来看,
混合系统可以被看作模拟反馈循环间的切换控制[2鄄3] . 例如,量化系统就是这样一个状态依赖

于切换过程的切换系统实例.
研究这类系统的主要原因是,存在着一大类的非线性系统,通过切换控制配置,它们可能

存在稳定性,而用任何连续静态反馈控制是不能达到稳定的[4] . 文献[5]和[6]给出了稳定性

场的最新进展,以及切换系统的可稳定性.
在文献[7]中,联合应用多次 Liapunov 函数和比较原理,为确定 /随机的切换系统的稳定,

建立起一个分析的框架. 结果表明,非线性确定的切换系统是全局一致渐近稳定. 文献[8]考
虑了确定的线性切换系统的稳定性,问题得以解决的基础是,依靠二次 Liapunov 函数族,来确

定最小的停留时间,该研究结果有一个重要的细节,包含了模型可能产生滑动的稳定性. 文献

[9]中,研究了具有静态线性反馈的、线性切换控制系统的可稳定性,被认为这是一种超强版

的稳定性,即,当反馈持续增加时,稳定性依然能维持. 在文献[10]中,就 1 个切换控制器和 2
个线性时间不变量(LTI)控制器间进行了比较,研究过一大类线性时间不变量(LTI)控制器设

备,结果表明,切换控制器在体系结构上能胜过一阶的 LTI 控制器. 这样一个结果,有着重要的
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实际意义,即应用切换控制器的基本原理,在实际工程中可以设计出高阶模型的、结构固定的

(P,PI 和 PID)控制器.
文献[11]研究了时间延迟系统的切换控制,系统的模拟部分,理解为带输入延迟的有限

个连续时间模型的集合;而无法模型化动力学部分,以仿射矩阵族的形式表示. 作为结果,给出

了强健的 LQ 切换控制器. 文献[12]介绍了出现在系统中执行机构切换控制器的应用,实际

上,这也是最经常遇见的非线性. 文献[13]描述了切换系统在空中交通管理系统中的应用.
本文中,应用多次 Liapunov 函数[14],考虑所确定切换系统的稳定性. 假定:
a) 在切换瞬间,状态 x 不出现跳跃;
b) 不出现 Zeno 现象,即在每个有界的时间段上,切换的次数是有限的.
文献[15]和[16]考虑了系统状态出现跳跃的情况.
本文考虑切换系统的指数稳定性,非线性模型由有限个模型集合而成. 指数稳定平衡关系

到实际应用,即,指数稳定平衡系统有着更强健的抗干扰能力.

1摇 两 个 实 例

在这一节中,介绍两个实例. 第 1 个是非完整系统,依靠任一个单独连续状态反馈控制器,
是无法达到可稳定性. 对于这些系统,用多次控制器切换,为解决该类问题提供了一个良好的

概念性框架. 第 2 个是约束摆,需用多模型系统(2 个模型)来描述.
实例 1摇 考虑系统[2]

摇 摇 x( t) = 移
n

i = 1
gi(x( t))ui( t) = G(x( t))u( t),

摇 摇 x( t) 沂 Rn, u( t) 沂 Rm, G(x( t)) 沂 Rn伊m . (1)
系统(1)是非完整系统,意味着,系统受到状态 x( t)(位置) 及其导数 x( t) (速度)双重约束.
文献[17]考虑过非线性约束下非完整系统的平衡稳定性. 在文献[18]中,解决了平面上多个

非完整因素构成的控制问题.
如果 rankG(0) = m,且 m < n, 系统(1)不满足 Brockett 条件[19],则有以下结果:
结果 1摇 连续反馈法则无法渐近地稳定于系统(1),且 rankG(0) = m < n .
作为非完整系统的一个简单实例,考虑用轮子移动的机器人(单轮脚踏车),如图 1 所

示[19] .

图 1摇 单轮脚踏车 图 2摇 约束摆

Fig. 1摇 The unicycle Fig. 2摇 Constrained pendulum
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状态变量为 x1( t),x2( t) 和 兹( t), 机器人运动如下:

摇 摇
x1( t) = u1( t)cos兹( t)
x2( t) = u1( t)sin兹( t),

兹( t) = u2( t

ì
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í
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(2)

其中, u1( t) 和 u2( t) 为输入控制,分别表示前进速度和角速度. 系统渐近稳定,意味着单轮脚

踏车停在原点,并与 x1 鄄 轴一致.
由方程(1),且 n = 3,m = 2, 则系统(2)取
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根据结果 1,单轮脚踏车问题无法依靠连续反馈求解.
实例 2摇 考虑长度为 l的数学摆,打入1 颗钉子,使摆长约束为 lc,如图2 所示. 连续状态空

间变量为 x = (兹,棕),其中 棕 为摆端的角速度. 得到一个有 2 个位置的混合系统(无约束时和

有约束时).
无约束时,对 兹 臆 兹 pin 有效,摆的动力学可用式(4)和(5)描述[20]:

摇 摇 兹( t) = 1
l 棕( t), (4)

摇 摇 棕( t) = - gsin兹( t) - 琢棕( t), (5)
其中, 琢 为摩擦因数, g 为重力加速度. 有约束时, 对 兹 > 兹 pin 有效, 摆的动力学仍可以用式

(4) 和(5) 描述, 但公式中的 l 要用 lc 替代. 可以发现,由于摆长由 l 变为 lc, 微分方程右边不

再连续. 约束摆完整的动力学行为需要用 2 个模型来描述.

2摇 问题的公式化

假定 E1 和E2 为 Euclidean 空间的子集. 令空间 C[E1,E2] 表示所有连续函数 f:E1 寅E2,空
间 C1[E1,E2] 表示所有一次连续可微函数 f:E1 寅 E2 . 如果 琢 递增且 琢(0) = 0,则函数 琢 沂
C[R逸0,R逸0] 为 K 类函数,详见文献[18].

自治切换非线性系统可以模型化为

摇 摇 x( t) = fp(x( t)),摇 摇 t 沂 R +, 坌p 沂 {P = 1,2,…, }N , (6)
其中

摇 摇 fp = Rn 寅 Rn,摇 摇 f(0) = 0, 坌p 沂 P,
且状态 x 沂 Rn,R + 表示非负的实数. 有限集 P 为一个指数集,代表离散模型的集合.

切换信号是一种逻辑控制,配合子系统间的切换,是分段常数图类:
摇 摇 滓:[0,肄 ] 寅 P . (7)

这类函数在每个有界时间段上,存在有限个不连续点,并且在每 2 个连续切换时间的间隔上取

常数值.
请求一个切换信号,即分段常数值,想让切换信号 滓( t) 在 R + 的任意有限的间隔上,存在

有限个不连续点. 相当于连续时间切换系统的无震颤请求.
逻辑控制产生的切换信号,组成切换逻辑及其指数 p = 滓( t),就是瞬时 t的活动模式. 时间

t 的活动模式可能依赖于瞬时 t、当前状态 x( t) 和先前的活动模式 滓(子),子 < t . 本文所考虑的
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切换逻辑仅仅依赖于时间 t .
滓 从右边处处连续,有
摇 摇 滓( t) = lim

子寅t +
滓(子),摇 摇 坌子 逸0, (8)

由 滓 产生的族(6)的切换系统是

摇 摇 x( t) = f滓( t)(x( t)) . (9)

(a) 带有切换信号的自治系统 (b) p = 2 时的切换信号

(a) Autonomous system with switching signal (b) Switching signal for p = 2
图 3摇 切换控制系统

Fig. 3摇 Switching control systems

图 3 表示带有切换信号的自治系统. 尽管系统的连续部分是自治的,本文的研究结果对稳

定问题(控制器的设计)十分重要.
现在,给出全局指数稳定性的概念.
定义1摇 系统(6)的平衡是全局指数稳定的,如果存在常数 (k1,k2) > 0,对于坌t, t0 逸0,

坌x( t0) 沂 Rn, 使得

摇 摇 椰x( t)椰 臆 k1椰x( t0)椰 {exp - k2( t - t0 }) ,
其中椰·椰为 Euclidean 范数. 姻

本文的主要结论需要用到下面的引理(引自文献[19]).
引理 1摇 在族(6)中,考虑系统有指数 p . 假定存在常数 (a,b,c,r) > 0,m 逸1 和 C1[Rn,

R逸0] 函数 Vp:Rn 寅 Rn, 使得

1) a椰x( t)椰m 臆 Vp(x( t)) 臆 b 椰x( t)椰m,摇 摇 坌t > 0, 坌x( t) 沂 Rn;
2) Vp(x( t)) 臆- c 椰x( t)椰m,摇 摇 坌t 逸0, 坌x( t) 沂 Rn,

则系统(6)的平衡是全局指数稳定的. 姻
显然,指数稳定比一致渐近稳定,性质更为强壮. 此外,根据指数稳定可以得到渐近稳定.

无论如何,系统的全局指数稳定平衡有着更强健的抗干扰能力.

3摇 切换系统的指数稳定性

下面将给出本文的主要结果.
定理 1摇 考虑切换系统(9),设以下假定成立:
1) 指数 P 有限,即 {P = 1,2,…, }N ;
2) 函数 Vp(·) 沂 C1[Rn,R逸0],坌p 沂 P;
3) 函数 U(·) 沂 K;
4) 对于 坌x( t) 沂 Rn,m 逸1,坌p 沂 P 和 a,b > 0,a < b,有 a 椰x( t)椰m 臆 Vp(x( t)) 臆

b 椰x( t)椰m;

1211V·菲利普维奇



5) 对于 坌x( t) 沂 Rn,m 逸1,坌p 沂 P 和 c > 0,有 Vp(x( t)) 臆- c 椰x( t)椰m;
6) 对于每个 p 沂 P 和每对切换瞬时,有 滓( ti) = 滓( t j) = p,坌( ti,t j), i < j,和 滓( tk) 屹 p,

i < k < j,则不等式 Vp(x( t j)) - Vp(x( ti)) 臆- U(椰x( ti)椰) 成立,其中,U(椰x( ti)椰) 属于

K 类函数.
则系统(9)为全局指数稳定. 姻
证明摇 考虑固定值 p 的子系统(6),由定理 1 的条件 4)和 5),有

摇 摇
dVp(x( t))

dt 臆- c 椰x( t)椰m 臆- c
b Vp(x( t)) . (10)

在区间 [ t0,t1] 上,对不等式(10)进行积分,得到

摇 摇 Vp(x( t)) 臆 Vp(x( t0))exp - c
b ( t - t0{ }) . (11)

应用定理 1 的条件 4),有

摇 摇 Vp(x( t)) 臆 b 椰x( t0)椰mexp - c
b ( t - t0{ }) . (12)

现在,考虑区间 [ t0,t1] . 由关系式(12)和定理 1 的假定 4)和 5),有

摇 摇 V滓( t0)(x( t1)) 臆 V滓( t0)(x( t0))exp - c
b ( t1 - t0{ }) 臆

摇 摇 摇 摇 b 椰x( t0)椰mexp - c
b ( t1 - t0{ }) . (13)

但是,在相同的区间上,有 P 屹 滓(T), 应用定理 1 的假定 4),下面评估

摇 摇 Vp(x( t1)) 臆 b 椰x( t1)椰m = b
a (a 椰x( t1)椰m) 臆 b

a V滓( t0)(x( t1)) (14)

成立.
由式(13)和式(14)的后面两个关系式,得到

摇 摇 Vp(x( t1)) 臆 b2

a 椰x( t0)椰mexp - c
b ( t1 - t0{ }) . (15)

现在,考虑区间 [ t1,t2] . 由式(11)和(15),有

摇 摇 V滓( t1)(x( t2)) 臆 V滓( t1)(x( t1))exp - c
b ( t2 - t1{ }) 臆

摇 摇 摇 摇 b2

a 椰x( t0)椰mexp - c
b ( t2 - t0{ }) . (16)

在相同的区间上,有 p 屹 滓( t1), 得到

摇 摇 Vp(x( t2)) 臆 b 椰x( t2)椰m = b
a (a 椰x( t2)椰m) 臆 b

a V滓( t1)(x( t2)) . (17)

应用关系式(16)和式(17),有

摇 摇 Vp(x( t2)) 臆 b b( )a
2
椰x( t0)椰mexp - c

b ( t2 - t0{ }) . (18)

当切换信号 滓 从有限集 P取得每个元素时,函数 V滓 的最大可能值出现. 假定 t*j 为第一个

切换瞬时,在所有后面子系统中,在初值 t0 之后,至少可以得到一次.
由上述分析中,可以得到

摇 摇 Vp(x( t*j )) 臆 b b( )a
N-1

椰x( t0)椰mexp - c
b ( t*j - t0{ }) . (19)
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定义

摇 摇 酌 = max b,b b( )a
exp - c

b ( t1 - t0{ }) ,…,b b( )a
N-1

exp - c
b ( t*j - t0{ }( )) . (20)

由定理 1 的条件 6),可以得到以下结论:

摇 摇 V滓( t)(x( t)) 臆 酌 椰x( t0)椰mexp - c
b ( t - t0{ }) . (21)

如果 滓 在一些指数 p (在有限的时间内切换停止)下变为常数,根据定理 1 的条件 4)和
5)及引理 1,切换系统是稳定的.

上述情况至少存在 1 个指数 p 沂 P, 使得正子序列

摇 摇 V滓( ti)(x( ti)),摇 摇 i 逸0, 滓( ti) = p (22)
的长度是无限的,且根据定理 1 的条件 6),又是递减的.

根据式(21)和(22),当 埚p 沂 P, 有

摇 摇 Vp(x( t)) 臆 酌 椰x( t0)椰mexp - c
b ( t - t0{ }) . (23)

应用定理 1 的条件 4),有

摇 摇 椰x( t)椰m 臆 酌
a 椰x( t0)椰mexp - c

b ( t - t0{ }) . (24)

由式(24),得到

摇 摇 椰x( t)椰 臆 酌( )a
1 / m

椰x( t0)椰exp - c
bm( t - t0{ }) . (25)

定理 1 得证. 姻

4摇 应摇 摇 用

在本节中,将给出定理 1 的一些应用.
实例 3(带暂停时间的切换系统稳定性)
文献[21]介绍了带暂停时间的控制器. 该概念是基于这样的事实:切换系统是稳定的,如

果所有的个别子系统是稳定的,并且切换足够地慢,以至于每次切换后的短暂影响可以忽略不

计. 可以为慢切换指定一个数 子 d > 0,并限制许可的切换信号类,于是,切换时间 t1,t2,… 满足

下面的不等式:
摇 摇 t1+1 - ti 逸 子 d,摇 摇 坌i . (26)

数 子 d 看作暂停时间. 当族(6)中的非线性系统是指数稳定时,切换系统指数稳定,如果暂停时

间 子 d 足够大. 在本实例中,将应用定理 1 的结论,确定 子 d 的下界.
考虑简单情况:当 {P = 1, }2 ,同时,在[ t0,t1) 上 滓 = 1,在[ t1,t2) 上 滓 = 2, 其中

摇 摇 t1+1 - ti 逸 子 d,摇 摇 i = 0,1, (27)
如图 4 所示.

图 4摇 暂停时间的切换图示

Fig. 4摇 A dwell time switching pattern

由关系式(18)和(27)及定理 1 的条件 1),有
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摇 摇 Vp(x( t2)) 臆 b( )a
2
exp - c

b ( t2 - t0{ }) Vp(x( t0)) 臆

摇 摇 摇 摇 b( )a
2
exp - 2c

b 子{ }d Vp(x( t0)) . (28)

由定理 1 的条件 6),有
摇 摇 Vp(x( t2)) - Vp(x( t0)) 臆- 酌 椰x( t0)椰2,摇 摇 埚酌 > 0. (29)

应用关系式(28)和(29),得到

摇 摇 b( )a
2
exp - 2c

b 子{ }d -[ ]1 Vp(x( t0)) 臆- 酌 椰x( t0)椰2 . (30)

由关系式(30)和定理 1 的条件 4),给出

摇 摇 b( )a
2
exp - 2c

b 子{ }d -[ ]1 b 臆- 酌 . (31)

如果 酌 可以是任意正数,由关系式(31),有

摇 摇 b( )a
2
exp - 2c

b 子{ }d 臆1. (32)

由式(32),最终得到

摇 摇 子 d 逸 b
c ln b

a . (33)

这就是期望得到的暂停时间下界.
实例 4(切换系统的稳定性)
切换系统的稳定问题包含了几个有趣的现象. 例如,即使当所有的子系统是指数稳定,对

于某些切换信号,切换系统可能是不稳定的[22] . 此外,不稳定的子系统间可以谨慎地切换,使
之成为指数稳定的切换系统[23] .

给定切换信号(随机的、慢切换的,等等)下的切换系统稳定性分析,是一个十分重要的问

题. 如果这样的话,能够直接应用定理 1.

5摇 结摇 摇 论

本文考虑了切换系统的指数稳定性分析. 多模型以自治非线性微分方程的形式给出. 分析

基础为多次 Liapunov 函数,并且证明了全局指数稳定性. 关系非模型化的动力学问题,指数稳

定系统有着强健的抗干扰能力.
给出了定理 1 的一些应用:带暂停时间的切换系统,给定切换信号的切换系统稳定性.
所得的结果,可以推广到非自治连续系统(控制器的设计),有意义地推广到切换系统的

输入直到稳定状态的结果[18] .
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Global Exponential Stability of Switched Systems

V. Filipovic
(Faculty of Mechanical Engineering, University of Kragujevac,

Dositejeva 19, Kraljevo 36 000, Serbia)

Abstract: A method for stability analysis of deterministic switched systems was proposed. Two
motivational examples were introduced ( nonholonomic system and constrained pendulum) .
The finite collection of models consists of nonlinear models and a switching sequence was arbi鄄
trary. It was supposed that there was no jump in the state at switching instants and there was
no Zeno behavior, i. e. there was finite number of switches on every bounded interval. For a鄄
nalysis of deterministic switched systems, the multiple Liapunov functions were used and global
exponential stability was proved. The exponentially stable equilibrium of systems is relevant for
practice because such systems are robust to perturbations.

Key words: switching systems; multiple Liapunov functions; global exponential stability
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