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摘要:摇 主要讨论不连续的时滞自治系统,在 Filippov 解意义下的一致最终有界性问题. 基于 Lya鄄
punov鄄Krasovskii 泛函给出了全局强一致最终有界的 Lyapunov 定理,并将其应用到一类带有不连续

摩擦项的时滞力学系统.

关摇 键摇 词:摇 Filippov 解;摇 一致最终有界;摇 不连续系统;摇 时滞系统

中图分类号:摇 O231. 2摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2011. 09. 010

引摇 摇 言

右端不连续的非线性系统近年来受到广泛关注与重视. 不连续系统出现在许多控制系统

中,如切换系统、混杂系统、含有摩擦力的力学系统[1] 等. 1964 年 Filippov[2] 从几何直观、物理

意义及与经典微分方程解的定义的协调性出发,定义了被普遍接受的 Filippov 解的概念,他把

右端不连续的微分方程的解定义为一个满足微分集值映射的绝对连续函数,并研究了 Filippov
解的性质. 之后有许多学者在 Filippov 解的意义下来研究不连续系统,讨论不连续系统的稳定

性、Lasalle 不变原理、镇定及 LaSalle 跟踪[3鄄8]等问题.
实际工程问题中,时滞现象的出现非常普遍,很多情况下时间的延迟效应会对系统的动力

学性质产生明显的影响,所以研究时间滞后因素对系统的影响是重要课题. 在以不连续模型建

模的系统中,很小的时滞也能引起系统的行为发生改变,影响有界性和稳定性,甚至会导致无

界或失稳. 当要求动力系统的行为更加明确和精确时,时滞对系统有界性或稳定性的影响的研

究是必要的,是不能被忽略的. Zhang 等[9-11]等首次利用泛函微分包含给出了时滞不连续系统

的广义 Filippov 解和稳定性的定义,并讨论了一类时滞不连续系统反馈镇定和 L2 增益问题并

给出相关结果. 一致有界与一致最终有界是稳定性的一个重要考察方向[12] . 2000 年, Peute鄄
man,Aeyels 和 Sepulchre[13]将非自治系统的一致有界与一致最终有界问题巧妙的转化为研究

时不变冻结系统. 2004 年卜春霞和慕小武[14]推广了冻结系统的结果,给出非自治齐次系统一

致有界与一致最终有界的 Lyapunov 定理. 2007 年程桂芳,慕小武和丁志帅[15]利用微分包含与

Filippov 解研究一类不连续非自治系统的一致最终有界问题. 基于以上分析,本文在广义 Filip鄄
pov 解[9]的意义下,讨论不连续自治时滞系统的一致最终有界性,并在 Lyapunov鄄Krasovskii 泛
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函是 Lipschitz 连续且正则的条件下,给出全局强一致最终有界的 Lyapunov 定理.
不失一般性,设 Rn 为 n维欧式空间,椰·椰为向量的欧式模. 给定常数 r > 0,Cr = C([0,r],

Rn),Cr 中元素 准的模记为 椰准椰c = sup0臆子臆r 椰准(子)椰. x: [ - r, + 肄) 寅 Rn,x( t) 表示 x 在

t 处的值,Cr 中元素 xt 定义为 xt(子) = x( t - 子),子 沂 [0,r] . 连续函数 琢(·) 称为 K 函数,若是

严格递增的,且满足 琢(0) = 0.
本文结构如下:第 1 节是问题的陈述及基本概念,第 2 节在 Filippov 解意义下,给出不连

续自治时滞系统的全局强一致最终有界性的 Lyapunov 定理. 最后,把本文结果应用到一类带

有摩擦项的时滞力学系统.

1摇 问题的陈述及基本概念

本文研究的系统为

摇 摇 x = f(xt), (1)
其中, x 沂 Rn 是状态向量, t沂R为时间变量. f(xt): Cr 寅 Rn 是本性有界函数,且在平面 Sf 上

不连续,其中

摇 摇 Sf {= xt | S(xt(0)) = }0 , (2)
且 Sf(xt(0)) 为光滑函数.

首先给出右端不连续的时滞系统(1)的 Filippov 解的定义.
定义 1[9] 摇 初始时刻为 t0,绝对连续函数 x(·): [ - r + t0,t1] 寅Rn,称为是系统(1)的 Fil鄄

ippov 解,如果

摇 摇 x 沂 K[ f](xt)摇 a. e. t 沂 [ - r + t0,t1], (3)
其中

摇 摇 K[ f](xt) = co {
— lim

i寅肄
f(xi

t) | xi
t 寅 xt,xi

t 懿 S }f , (4)

这里, Sf 表示函数 f 不可微的点的集合,为零测集.
当 0 沂 K[ f](0) 时,称 x = 0 为系统(1)的平衡点.

注 1摇 由文献[9],设初值为 x0(子) = 准(子) 沂Rn,其中 子沂[0,r],准沂Cr . 系统(1)总存在以其为初值的

Filippov 解,且 Filippov 解一般是不唯一的. 用 xt 来表示以 x0(子) = 准(子) 为初值的系统(1)的任意 Filippov
解,记为 xt 沂 赘(准) . 事实上,xt(0) = x( t) .

注 2摇 K[ f](xt) 为集值泛函.

定义2摇 设 0沂K[ f](0),系统(1)在原点称为全局一致有界的,若对任意 a > 0,存在 b =
b(a) > 0(与 t0 无关),使得对任意初始条件准,当椰准椰c 臆 a时,系统(1)的所有 Filippov 解 xt

沂 赘(准) 都满足:
摇 摇 椰xt椰c 臆 b,摇 摇 坌t 逸 t0 .
定义 3摇 设 0 沂 K[ f](0), 系统(1)在原点称为全局强一致最终有界的,若存在 姿 > 0,对

任意 啄 > 0,存在 T = T(姿,啄) > 0(与 t0 无关),使得对任意初始条件 准,当 椰准椰c 臆 啄 时,系
统(1)的所有 Filippov 解 xt 沂 赘(准) 都满足:

摇 摇 椰xt椰c 臆 姿,摇 摇 坌t 逸 t0 + T(姿,啄) .
对于时滞系统的分析,Lyapunov鄄Krasovskii 泛函是一个重要的工具且通常情况下考虑具有

如下形式:存在函数 Q( s) 满足 Q( s) > 0,坌s 屹0 且 Q(0) = 0, 使得:

摇 摇 V(xt) = V1(xt(0)) + 乙 t

t -子
Q(x( s))ds . (5)
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下面回顾关于非光滑情形下的 Clarke 广义导数概念,以及 Lipschitz 连续的正则函数(Fil鄄
ippov 意义下)沿着 Filippov 解轨道的链法则.

定义4[12](Clarke 广义梯度)摇 对于局部 Lipschitz 连续泛函 V1:Rn 寅R,在 x处的广义梯度

定义为

摇 摇 鄣V1(x) = co {
— lim

i寅+肄
ÑV1(xi) | xi 寅 x,xi 懿 赘V }

1
, (6)

其中, 赘V1 为包含所有 V1 不可导的点的零测集,梯度Ñ为相对于时间的导数(鄣 / 鄣t) .
定义 5[12] 摇 对于方向 v 沂 Rn,函数 V1(x) 的广义方向导数定义为

摇 摇 V 0
1 (x,v) = lim

t寅0 +
sup
y寅x

V1(y + tv) - V1(y)
t . (7)

定义 6[12] 摇 V1(x) 称为正则函数,如果满足:
蚵 对于任意方向 v 沂 Rn,函数 V1(x,v) 的单侧方向导数 V忆

1(x,v) 存在;
蛎 对于任意方向 v 沂 Rn,V忆

1(x,v) = V 0
1 (x,v) .

注 3摇 显然,所有的光滑函数均为正则的[12] .

引理 1[3,16](链法则)摇 设 xt 沂赘(准) 为系统(1)的任意 Filippov 解, V:Cr 寅 R是如式(5)
构造的全局 Lipschitz 连续泛函, V1 为全局 Lipschitz 连续的正则函数. 则 V(xt) 是绝对连续的,
dV(xt) / dt 几乎处处存在,且满足

摇 摇 d
dtV(xt) 沂a. e. V(xt), (8)

其中

摇 摇 V(xt) V1(x) + Q(x( t)) - Q(x( t - 子)) =
摇 摇 摇 摇 疑

孜沂鄣V1(x)
孜 TK[ f](xt) + Q(x( t)) - Q(x( t - 子)) . (9)

2摇 主 要 结 果

这节,在 Filippov 解的意义下,基于 Lipschitz 连续的 Lyapunov 泛函,给出不连续时滞系统

全局强一致最终有界的 Lyapunov 定理.
定理 1摇 设 0 沂 K[ f](0) . 设存在 姿 > 0,对任意 啄 > 0,V:Cr 寅 R 是全局 Lipschitz 连续

泛函,使得当初值 x0(子) =准(子) 满足椰准椰c 臆 啄 时,系统(1) 的所有 Filippov解 xt 沂赘(准) 都

满足:
蚵 存在 K肄 函数 琢1,琢2, 使得:
摇 摇 琢1(椰xt(0)椰) 臆 V(xt) 臆 琢2(椰xt椰c); (10)
蛎 埚0 < 滋 < 琢 -1

2 (琢1(姿)),当任意 椰xt椰c 逸 滋 时,存在 K 函数 琢3, 使得:

摇 摇 V(xt) | (1) 臆- 琢3(椰xt(0)椰), (11)
则时滞不连续系统(1)在原点是全局强一致最终有界的.

证明摇 对于初值 准, 任意选取系统(1)的一个 Filippov 解 xt 沂 赘(准), 必满足下列两种情

况之一:
髣 V(x0) 臆 琢2(滋); 髤 V(x0) > 琢2(滋) .
情形 1摇 当髣成立时,令
摇 摇 T = {sup t | V(xt) 臆 琢2(滋),t0 臆 s 臆 }t . (12)

则 T = + 肄 . 反证:否则,必有 T < + 肄 . 则当 t < T 时,此 Filippov 解 xt 沂 赘(准) 满足:
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摇 摇 V(xt) 臆 琢2(滋) . (13)
当 t = T 时,Filippov 解 xt 满足

摇 摇 V(xT) = 琢2(滋) . (14)
从而

摇 摇 V(xT) = 琢2(滋) 臆 琢2(椰xT椰c)圯椰xT椰c 逸 滋 . (15)
则存在 兹 沂 [T - r,T], 使得:

摇 摇 椰xT椰c = 椰x(兹)椰 逸 滋 .
由 椰x( s)椰 的连续性,存在区间[d1,d2] 奂 [T - r,T], 使得下式成立:

摇 摇 椰x( s)椰 逸 滋
2 ,摇 摇 坌s 沂 [d1,d2] .

另一方面, 由 V(xt) 是 Lipschitz 连续的,必为绝对连续的. 结合式(11),有
摇 摇 V(xT) - V(xT-r) =

摇 摇 摇 摇 乙 T

T-r

d
dsV(xs)ds 臆- 乙 T

T-r
琢3(椰xs(0)椰)ds =

摇 摇 摇 摇 - 乙 T

T-r
琢3(椰x( s)椰)ds 臆- 乙 d2

d1
琢3(椰x( s)椰)ds 臆

摇 摇 摇 摇 - 琢3
滋( )2

(d2 - d1) < 0,

则摇 摇 摇 V(xT-r) > V(xT) = 琢2(滋),
与式(13)矛盾. 从而 T = + 肄 .

所以对 坌t 逸 t0,系统(1) 的所有以 准为初值的 Filippov 解 xt 沂 赘(准) 都满足 V(xt) 臆
琢2(滋) . 由式(10), 知

摇 摇 椰xt(0)椰 臆 琢 -1
1 莓 琢2(滋) < 琢 -1

1 莓 琢2(琢 -1
2 莓 琢1(姿)) = 姿 .

即对任意 t 逸 t0,椰x( t)椰 臆 姿, 有

摇 摇 max
子沂[0,r]

椰xt(子)椰 臆 姿,摇 摇 坌t 逸 t0 + r .

因此摇 摇 椰xt椰c 臆 姿,摇 摇 坌t 逸 t0 + r .
情形 2摇 当髤成立时,设
摇 摇 T = {sup t | V(xt) > 琢2(滋), t0 臆 s 臆 }t , (16)

则 T < + 肄 . 反证:否则,必有 T = + 肄 . 则此 Filippov 解 xt 沂 赘(准) 满足:
摇 摇 V(xt) > 琢2(滋),摇 摇 坌t 逸 t0 .

则摇 摇 摇 琢2(滋) < V(xt) 臆 琢2(椰xt椰c)圯椰xt椰c > 滋,摇 摇 坌t 逸 t0 .
将区间 [ t0 - r,t) 进行分割,不妨设 t = t0 + Nr + 滓,其中 0 臆 滓 < r,N 为正整数,则分割区间

为

摇 摇 [ t0 - r,t0] 胰 [ t0,t0 + r] 胰 [ t0 + r,t0 + 2r] 胰 …
摇 摇 摇 摇 胰 [ t0 + (N - 1) r,t0 + Nr] 胰 [ t0 + Nr,t) .

在各子区间上,存在 兹 k 沂 [ t0 + (k - 1) r,t0 + kr], k = 0,1,…,N, 使得:
摇 摇 椰xt0+kr(兹 k)椰 = 椰xt0+k r椰c .

注意到 V 臆0,则任意 Filippov 解 xt 有界,故存在常数 L > 0,使得 椰x( s)椰 臆 L .
对于任意 自 沂 [ t0 + (k - 1) r,t0 + kr], 由

摇 摇 x(自) = xt0+k r(兹 k) + 乙 自

兹k
x( s)ds .
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从而摇 摇 椰x(自)椰 逸 椰xt0+k r(兹 k)椰 - L | 自 - 兹 k | .
令 孜 = 滋 / (2L), 取

摇 摇 Ik = [兹 k - 孜,兹 k + 孜] 疑 [ t0 + (k - 1) r,t0 + kr],摇 摇 k = 0,1,…,N .
则在区间 Ik(k = 0,1,…,N) 上成立:

摇 摇 椰x( t)椰 > 滋
2 ,且 | Ik | = 孜 .

则在区间 ( t0,t) 内积分,有

摇 摇 V(xt) = V(xt 0) - 乙 t

t 0

d
dsV(xs)ds 臆 V(xt 0) - 乙 t

t 0
琢3(椰xs(0)椰)ds =

摇 摇 摇 摇 V(xt 0) - 乙 t

t 0
琢3(椰x( s)椰)ds 臆 V(xt 0) - 移

N

k = 0
乙
Ik
琢3(椰x( s)椰)ds 臆

摇 摇 摇 摇 V(xt 0) - 孜(N + 1)琢3
滋( )2

.

当 t寅+ 肄 时,则N寅+ 肄 且 V(xt) 寅- 肄,与泛函 V(xt) 的正定性矛盾. 则当 t = V < + 肄 时,
必成立:

摇 摇 V(x T ) = 琢2(滋) .
进一步地, 我们可以对时间 T 进行估计. 类似于上面的讨论, 设 T = t0 + N*r + 滓*, 其中

0 臆 滓* < r, N* 为正整数. 在[ t0,T] 上积分,得

摇 摇 V(x T ) - V(xt 0) 臆- 孜(N* + 1)琢3
滋( )2

.

则摇 摇 摇 N* 臆
V(xt 0) - V(x T )

孜琢3(滋 / 2)
- 1 臆

V(xt 0) - V(x T )
孜琢3(滋 / 2)

臆
琢2(啄) - 琢2(滋)

孜琢3(滋 / 2)
,

从而摇 摇 T = t0 + N*r + 滓* 臆 t0 +
琢2(啄) - 琢2(滋)

孜琢3(滋 / 2)
r + r = t0 + T(姿,啄),

其中, T(姿,啄) 与 t0 无关.
则对于任意 t 逸 t0 + T(姿,啄),系统(1) 的所有以 准为初值的 Filippov 解 xt 沂 赘(准) 都满

足 V(xt) 臆 琢2(滋) . 由式(10), 有

摇 摇 椰xt(0)椰 臆 琢 -1
1 莓 琢2(滋) < 姿,摇 摇 坌t 逸 t0 + T(姿,啄) .

综上,定理证毕.

注 4摇 定理 1 是针对系统的绝对连续的 Filippov 解意义下给出的,但是我们知道,对于右端不连续力学系

统来说,比如单侧约束系统,不连续解的存在不仅是可能的,也是容许的. 比如一个弹跳的球击打在地上时,会
有一个速度的瞬时改变,这相应于描述球的速度演化的系统轨线的跳跃,即轨线存在有不连续性. 如何处理系

统不连续轨线的稳定性相关的问题,是今后努力的方向.

3摇 算摇 摇 例

考虑带有摩擦项的时滞力学系统:
摇 摇 my + c sgn(y( t - 子)) + ey + ky + ka2y3 = A cos(wt), (17)

其中, y 沂 R 为状态变量,m,c,e,k,a 和 A 均为正常数. 为了便于计算,不妨设 m = c = e = k = a
= 1,A = Mm,这里M逸0. 当M = 0 时,有 0 沂 K[ f](0) . 给定常数 r > 0,时滞参数 子 满足 子 沂
[0,r] . 这时,令

摇 摇 x1 = y, x2 = y,
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x = (x1,x2) T, 则系统(17)变为

摇 摇 x =
x2

- (1 + x2
1)x1 - x2 - sgn(x2( t - 子)) + M cos(wt

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
f(xt) .

显然 f(xt) 在 Sf {= xt | x2( t - 子) = }0 上不连续. 选择 Lipschitz 连续的 Lyapunov鄄Krasovskii 泛
函为

摇 摇 V(xt) = V1(x) + 1
2 乙

t

t -子
椰x( s)椰2ds =

摇 摇 摇 摇 xTPx + 1
2 x4

1 + 1
2 乙

t

t -子
椰x( s)椰2ds, (18)

其中摇 摇 P =

3
2

1
2

1
2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷1

为对称的正定矩阵. 显然

摇 摇 V(xt) 逸 V1(x) 逸 xTPx 逸 姿min(P)椰x椰2,

摇 摇 V(xt) 臆 V1(x) + 1
2 椰xt椰2

c·子 臆 姿max(P)椰x椰2 + 1
2 椰x椰4 + r

2 椰xt椰2
c .

下面结合链法则(引理 1),得到

摇 摇 V(xt) = V1(x) + 1
2 椰x( t)椰2 - 1

2 椰x( t - 子)椰2 =

摇 摇 摇 摇 疑
孜沂鄣V1(x)

孜 TK[ f](xt) + 1
2 椰x( t)椰2 - 1

2 椰x( t - 子)椰2 =

摇 摇 摇 摇 (ÑV1) TK[ f](xt) + 1
2 椰x( t)椰2 - 1

2 椰x( t - 子)椰2 奂

摇 摇 摇 摇
3x1 + x2 + 2x3

1

x1 + 2x
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2

T

K
x2

- (1 + x2
1)x1 - x2 - sgn(x2( t - 子)) + M cos(wt

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
+

摇 摇 摇 摇 1
2 椰x( t)椰2 - 1

2 椰x( t - 子)椰2 =

摇 摇 摇 摇
3x1 + x2 + 2x3

1

x1 + 2x
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2

T x2

- (1 + x2
1)x1 - x2 - K[sgn(x2( t - 子))] + M cos(wt

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
+

摇 摇 摇 摇 1
2 椰x( t)椰2 - 1

2 椰x( t - 子)椰2 =

摇 摇 摇 摇 3x1x2 + x2
2 + 2x3

1x2 - x2
1(1 + x2

1) - 2x1x2(1 + x2
1) - x1x2 - 2x2

2 + 1
2 椰x( t)椰2 -

摇 摇 摇 摇 (x1 + 2x2)K[sgn(x2( t - 子))] + (x1 + 2x2)M cos(wt) - 1
2 椰x( t - 子)椰2 .

又摇 摇 摇 K[sgn(x2( t - 子))] =
- 1, x2( t - 子) < 0,
[ - 1,1], x2( t - 子) = 0,
1, x2( t - 子) > 0

ì

î

í

ïï

ïï .
从而

摇 摇 V(xt) = - 1
2 椰x椰2 - x4

1 - (x1 + 2x2)K[sgn(x2( t - 子))] +
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摇 摇 摇 摇 (x1 + 2x2)M cos(wt) - 1
2 椰x( t - 子)椰2 臆

摇 摇 摇 摇 - 1
2 椰x椰2 - x4

1 +| x1 | + 2 | x2 | + M( | x1 | + 2 | x2 | ) - 1
2 椰x( t - 子)椰2 臆

摇 摇 摇 摇 - 1
2 椰x椰2 - x4

1 + ( | x1 | + 2 | x2 | )(1 + M) .

注意到 | x1 | + 2 | x2 | 臆 5椰x椰, 则上述不等式变为

摇 摇 V(xt) 臆- 1
2 椰x椰2 - x4

1 + 5 (1 + M)椰x椰 .

选取 0 < 兹 < 1 / 2, 则

摇 摇 V(xt) 臆- 1
2 椰x椰2 - x4

1 + 5 (1 + M)椰x椰 =

摇 摇 摇 摇 - 兹椰x椰2 - x4
1 - 1

2 -( )兹 椰x椰2 + 5 (1 + M)椰x椰 .

当 椰x椰 足够大,使得

摇 摇 (1 / 2 - 兹)椰x椰2 逸 5 (1 + M)椰x椰,
不妨设为

摇 摇 椰x椰 逸 滋 滋(兹,M) = 2 5 (1 + M) / (1 - 2兹),
这时下式成立:

摇 摇 椰xt椰c 逸 滋 = 滋(兹,M) = 2 5 (1 + M) / (1 - 2兹),摇 摇 坌t 逸 t0 + r,

以及摇 摇 V(xt) 臆- 兹椰x椰2 - x4
1 .

由定理 1 知,时滞不连续系统(17)是全局一致强最终有界的.

4摇 结摇 摇 论

本文在广义 Filippov 解的意义下,讨论不连续自治时滞系统的一致最终有界性,并在 Lya鄄
punov鄄Krasovskii 泛函是 Lipschitz 连续且正则的条件下,给出全局强一致最终有界的 Lyapunov
定理. 这些结果,为进一步研究时滞系统不连续的稳定性相关的问题,提供了参考.
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Uniformly Ultimate Boundedness for a Class of
Discontinuous Systems With Time鄄Delays

MU Xiao鄄wu1, 摇 DING Zhi鄄shuai1, 摇 CHENG Gui鄄fang1, 2

(1. Department of Mathematics, Zhengzhou University, Zhengzhou 450001, P. R. China;
2. Physical Engineering College, Zhengzhou University, Zhengzhou 450001, P. R. China)

Abstract: Uniformly ultimate boundedness of discontinuous systems with time鄄delays in the
sense of Filippov solutions were mainly discussed. Based on Lyapunov鄄Krasovskii functional,
Lyapunov theorem for globally strongly uniformly ultimate boundedness of retarded discontinu鄄
ous systems was shown. Furthermore, the result is applied to a class of mechanical systems
with retarded discontinuous friction item.

Key words: Filippov solutions; uniformly ultimate boundedness; discontinuous systems;
ratarded systems
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