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摘要:摇 建立了弹性圆柱型储液箱同液体耦合系统在外激励下的非线性振动方程组. 采用多尺度

法、奇异性理论研究此非线性振动系统共振解的分岔行为,通过对其分岔行为的分析和讨论,得到

了这一系统的多种转迁集和分岔图,建立了系统参数与其拓扑分岔解的联系,并且分析了不同参

数下系统的分岔特性,为实现储液器参数的优化控制提供了理论依据.
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引摇 摇 言

储液箱体同液体耦合晃动动力学与控制是动力学与控制学科及其交叉学科的重要研究领

域. 其广泛应用于土木工程、汽车工程、船舶动力学以及航空航天工业中. 液固耦合晃动及其最

优控制始终是航空航天飞行器总体设计的核心问题之一[1鄄3] . 迄今为止国内外航天力学工作者

对充液系统的耦合晃动问题进行了广泛的研究[4鄄5] . 由于液固耦合晃动问题可造成灾难性的破

坏事故,使得液固耦合动力学的深入研究更加需要,同时,由于耦合问题存在大量的非线性因

素,也使得此问题的理论研究更加复杂.
为建立有效的数学模型以研究充液耦合系统的动力学行为,尹立中、马兴瑞等[6鄄7] 将液体

的速度势函数在自由液面处展开,利用 Lagrange 函数,导出了广义模态坐标下的非线性方程

组,从而进行理论分析. 本文在此模型的基础上,进一步引入了储液箱的弹性变形对耦合充液

系统的影响,利用模态展开的方法,从而得到描述弹性储液箱同液体耦合晃动系统的常微分非

线性方程组. 并应用多尺度法和 C鄄L(Chen鄄Langford)方法对系统进行研究分析,得到了系统丰
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富的动力学行为,为保证充液耦合系统在工程应用中的稳定性起到指导意义.

1摇 弹性充液耦合系统的非线性振动控制方程

系统模型如图 1 所示,设储液器半径为 a,外高为 H,内部水高为 d,材料密度为 籽s,弹性模

量为 E,液体的密度记为 籽l . 在柱坐标系统中,原点 O 位于静液面的中心,取系统的对称轴为 z
轴,向上为正. 记流体的自由面为 Sf,系统静止时的自由面记为 S0

f ,自由面上一点到静止水面的

高度差为 浊,即波高函数,在连接附件上作用简谐激励 Fsin(赘 t) .

图 1摇 物理模型

Fig. 1摇 Physical model

设流体为均匀、 无粘、 无旋、 不可压缩的理

想流体, 且箱体的振动远远小于箱体的厚度 驻h .
定义水波的运动区域为: 0 < r < a, 0 < 兹臆2仔,
且 - d < z < 浊( r,兹,t),同时,定义 渍( r,兹,z,t) 为

速度势函数. 由Ñ
2渍 = 0,得到自由液面 z = 浊( r,兹,

t) 上的运动学方程和动力学方程[7]分别为
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同刚性储液箱的边界条件不同,弹性储液箱

同液体耦合的边界条件为

摇 摇
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其中 w·(兹,z,t) 为储液箱弹性变形的径向速度.
根据分离变量法,可将速度势函数、波高函数以及径向速度展开[7鄄8]:

摇 摇 渍( r,兹,z,t) = 移
N

n = 1

cosh[kn( z + h)]
cosh knh

渍n( r,兹)准n( t), (4)

摇 摇 浊( r,兹,t) = f( r) + 移
N

n = 1
孜n( r,兹)浊n( t), (5)

摇 摇 w·(兹,z,t) = 移
肄

n = 0
移
肄

m = 0
fmncosn兹 cos m仔z( )d

准n( t), (6)

其中, 准n( t) 和 浊n( t) 为速度势函数和波高函数的广义模态位移, f( r) 为静液面曲线,渍n( r,兹)
= AnJn(knr)cos(n兹) 为速度势函数模态,孜n( r,兹) = BnJn(knr)cos(n兹) 为自由液面模态,An,Bn 和

fmn 为模态标准正交化系数,J 为 Bessel 函数,kn 为 J忆n(knR) = 0 的解.
考虑弹性储液箱的弹性变形所引入的弹性储液箱的“呼吸冶模态(见图 2)将会引起储液

箱中液体燃料的轴对称模态(见图 3). 假设外激干扰均沿柱形储液箱的径向分布(即不考虑储

液箱的水平运动,仅考虑储液箱的“呼吸冶模态). 为了描述方便,取液体第一阶和第二阶轴对

称模态,箱体的第一阶“呼吸冶模态,高阶模态截断大约会引入 10%左右的截断误差,这在定性

分析中,一般是可以接受的.
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图 2摇 箱体的“呼吸冶模态

Fig. 2摇 Respiratory modals of tank

图 3摇 液体的第一阶和第二阶轴对称模态

Fig. 3摇 First and second order axisymmetric modals of liquid

将式(4) ~ (6)代入方程(1)和(2)进行 Galerkin 离散[8] . 对于柱形容器,利用模态的正交

性,并考虑液体对箱体的动态惯性力的作用,得到系统的非线性振动方程组:
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其中, x1,x2,x3 分别为液体第一阶模态、第二阶模态、箱体第一阶模态的广义坐标;棕0,棕1,棕2

分别液体第一阶模态、第二阶模态、箱体第一阶模态对应的频率;c1,c2,c3 分别液体第一阶模

态、第二阶模态、箱体第一阶模态对应的阻尼;a1 ~ a16 为整理系数.

2摇 组合共振情况下的分岔方程

利用多尺度法对系统进行求解,在组合共振时, 赘 = 棕0 + 2棕2 + 着滓,得到方程(7)相应的 3

个消除永年项的条件[9]:
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其中, A1,A2,A3 分别为液体第一阶模态、第二阶模态、箱体第一阶模态的广义坐标自由振动的

振幅,撰 =- (1 / 2)(a15F / (棕2
2 - 赘 2)) 为由干扰力引起的强迫振动的振幅.

令

摇 摇 An(子1) = 1
2 琢n(子1)ei兹n(子1),摇 摇 n = 1,2,3,

则分离虚实部可以得到如下 6 个方程:
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其中, 酌 = 兹1 + 兹3 - 滓子1,滓 为小参量,子1 为新的时间尺度.
由式(8),令 琢忆

2 = 0,可得琢2 = 0,这说明在一阶近似解中,高频波对整个液固耦合系统的影

响都被略去了. 此时,式(8) 的稳态解为 琢忆
1 = 0,琢忆

3 = 0,酌忆 = 0. 消去 酌, 得到如下两个方程:
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方程(9)和(10)是两变量多参数的分岔方程. 对液体模态的行为进行分析,消去方程(9)

和(10)中的箱体第一阶模态的广义振幅,得到
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摇 摇 a4
1 + k1姿a2

1 + k2姿2 + k3姿 + k4 = 0, (11)
其中, 姿 = 滓 为分岔参数,k1 ~ k4 作为工程开折问题既是开折参数,又代表系统的物理参数的

组合.

3摇 奇异性分析

根据 C鄄L 方法[10鄄12],对方程(11)作奇异性分析,得到转迁集:
分岔点集

摇 摇 {B = k4k2
1 + k2

3 - 4k4k2 = }0 ;
滞后点集

摇 摇 {H = k4 = }0 ;
双极限点集

摇 摇 D = 覫;
开折参数的转迁集

摇 摇 撞 = B 胰 H 胰 D .
由于参数空间是四维空间,难于在其空间上直观地表示该转迁集,所以下面主要讨论在该

参数空间中在投影平面上的分岔行为. 因为开折参数都是小量,将给出每个参数取不同值时的

各种扰动情况. 在每一个投影平面上,分岔集曲线和滞后点集曲线将平面分为不同的子区间.
在各子区间任取两点所对应的分岔图都是拓扑等价的,即有持久性.

由数值分析,得到反映系统分岔特性的转迁集和分岔曲线. 图 4 为在各参数投影平面内的

转迁集和在各区域内的部分分岔曲线,从而得到了系统在各个不同域中的多种保持性分岔图.
从图 4 中可以看到十分丰富的分岔行为,如图 4(a)中域玉的分岔是极限点型,域域和芋是滞

后型,图 4(d)中的分岔是双翼尖点型分岔.

(a) a1 > 0, a2 > 0 (b) a1 > 0, a2 < 0

(c) a1 < 0, a2 > 0 (d) a1 < 0, a2 < 0
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(e) a1 > 0, a3 > 0 (f) a1 > 0, a3 < 0

(g) a1 < 0, a3 > 0 (h) a1 < 0, a3 < 0

(i) a2 > 0, a3 = 0 (j) a2 < 0, a3 = 0

图 4摇 不同投影空间的分岔曲线

Fig. 4摇 Bifurcation diagrams in different projection regions

1) 图 4(i)中的域芋,开折参数取 k1 = 0,k2 > 0,k3 = 0,k4 < 0, 此时系统幅频曲线没有发

生跳跃现象;
2) 图 4(a)中的域域,开折参数取 k1 > 0,k2 > 0,k3 > 0,k4 > 0, 此时系统的分岔曲线即

幅频曲线表现为软特性;
3) 图 4(c)中的域域,开折参数取 k1 < 0,k2 > 0,k3 > 0,k4 > 0, 其分岔曲线即幅频曲线

表现为硬特性.
通过这 3 个分岔曲线,可以看到在开折参数 k1 取值不同时,系统的幅频曲线表现出不同

的特性.
观察开折参数

摇 摇 k1 = 129棕10
0 c3棕3

2a3a4c21a12a14 + 16棕11
0 c3棕2

2a4a3c21a12a14 + 512棕2
0c3棕5

2a4a3c21a12a14 +
摇 摇 摇 摇 384棕9

0c3棕4
2a4a3c21a12a14 + 256棕7

0c3棕6
2a4a3c21a12a14

的表达式,其为复杂的多项式,无法得到物理参数同开折参数间的显示表达式. 只能通过反算
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图 5摇 开折参数 k1 随充液比的变化曲线

Fig. 5摇 Relationship curve between the unfolding
parameter k1 and the liquid鄄filled ratio

法进行计算,由此,给定系统其它物理参数

a = 12. 3 cm, E = 10. 2 伊 1011 g / (cm·s2),
籽s = 2. 777 g / cm3, 籽l = 1. 0 g / cm3,
驻h = 0. 5 cm,

可得开折参数 k1 随充液比 d / H 的变化曲线,如图

5 所示. 当充液比较小时,系统表现出硬特性,当
充液比较大时,系统表现出软特性. 而在 k1 为 0
时,反算出的充液比即为软硬特性转换点,在给定

的参数条件下的充液比转换点为 0. 43.
同时不难发现在某些域中,分岔曲线为空集,

适当地调整物理参数,使系统处在相应的保持域

中,可以有效地控制液体的晃动,防止不必要的跳

跃现象,保证充液耦合系统在工程应用中的稳定

性和可靠性.

4摇 结摇 摇 论

用多尺度法、奇异性理论研究弹性充液系统在简谐激励下组合共振情形下的分岔行为,发
现了非常复杂的局部分岔行为,统一而全面地得到了这一系统的分岔特性. 建立了系统实际物

理参数与该系统的拓扑分岔解之间的联系,并且分析了不同参数下系统的运动特性,为实现充

液系统的参数的优化控制提供了理论依据. 选择对应于分岔曲线为空集的系统参数,可以有效

地控制储液器中的液体晃动.
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Bifurcation of a Class of Elastic Tank鄄Liquid
Coupled Sloshing System

ZHONG Shun1,2,3,摇 CHEN Yu鄄shu1,2,3

(1. Research Center for Nonlinear Dynamics, School of Mechanical Engineering of
Aviation and Astronautics, Tianjin University, Tianjin 300072, P. R. China;

2. State Key Laboratory of Engines, Tianjin University, Tianjin 300072, P. R. China;
3. Tianjin Key Labortory of Nonlinear Dynamics and Chaos Control,

Tianjin 300072, P. R. China)

Abstract: The nonlinear equations of an elastic tank鄄liquid coupling system which was subjec鄄
ted to external excitation were established. By means of multi鄄scale method and singularity the鄄
ory, the bifurcation behaviors of the system were investigated and analyzed, so that abundant
nonlinear dynamical behaviors of the coupling system were obtained, which could make a fur鄄
ther explanation of the relationship between physical parameters and bifurcation solutions. In
order to realize the parameters爷 optimal control, the results provide its theoretical basis.

Key words: elastic tank鄄liquid coupling system; bifurcation equation; singularity theory; slos鄄
hing control
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