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窄带随机噪声激励下线性碰撞系统的响应
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摘要:摇 研究了单自由度线性单边碰撞系统在窄带随机噪声激励下的次共振响应问题. 用 Zhurav鄄
lev 变换将碰撞系统转化为连续的非碰撞系统,然后用随机平均法得到了关于慢变量的随机微分

方程. 在约束距离为 0 时,用矩方法给出了系统响应幅值二阶矩的解析表达式. 在约束距离不为 0
时,近似地得到了系统响应幅值二阶矩的解析表达式. 讨论了系统阻尼项、窄带随机噪声的带宽和

中心频率以及碰撞恢复系数等参数对于系统响应的影响. 理论计算和数值模拟表明,系统响应幅

值将在激励频率接近于次共振频率时达到最大,而当激励频率逐渐偏离次共振频率时,系统响应

迅速衰减. 数值模拟表明提出的方法是有效的.
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引摇 摇 言

碰撞是指机械系统的运动状态在一个极短的时间内发生突变的现象,例如爆炸或对系统

突加外部约束等[1] . 碰撞系统在实际工程中有广泛的应用,例如核电站转子的振动、飞船对接

引起的碰撞、海洋平台桩脚受到海冰的往复挤压碰撞、电动冲击机械等等[2] . 但是碰撞系统很

难研究,因为碰撞系统不是一个连续的系统而是间断的. 并且在实际系统中,随机噪声往往是

不可避免的,例如对系统影响的暴风雨、地震和海浪等. 目前,碰撞系统的随机响应问题已经成

为研究的热点问题,并且提出了许多研究方法,例如线性化方法[3],拟静态法[4鄄5],Markov 过程

法[6鄄7],随机平均法[8鄄9],变量代换法[10鄄11],能量平衡法[12],均值碰撞 Poincar佴 映射法[13] 和

Monte Carlo 随机模拟法[14]等等. 文献[2]对有关研究做了综述. 总的说来,关于碰撞系统在随

机激励下系统响应分析的研究处于起步阶段,并且大部分研究集中在线性碰撞系统(这里的

线性系统指的是二次碰撞间系统运动的微分方程是线性的)对于宽带随机激励的响应分析

上,对于在窄带随机激励下碰撞系统响应分析的研究则很少见. 但是在很多实际系统中,系统

受到的激励往往是窄带噪声,例如海浪的冲击等. 对于线性碰撞系统在一类特殊的窄带噪

声———受到随机扰动的正弦激励下系统响应问题,Dimentberg[15]等作了详细的研究. 正如文献
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[15]作者本人指出的那样,在很多情况下常用的二阶滤过模型作为窄带噪声模型更合适. 本
文就研究这种情况,采用的窄带噪声模型是常用的二阶滤过模型,研究了单自由度线性碰撞系

统在窄带随机噪声作用下的响应问题. 本文采用瞬时冲击模型,即假设冲击时间为 0,碰撞过

程只考虑能量的损失,碰撞前后的速度变化用恢复系数来描述. 结合 Zhuravlev 变换和随机平

均法给出了系统响应稳态矩的计算代公式. 讨论了系统阻尼项、窄带随机噪声的带宽和中心频

率以及碰撞恢复系数等参数对于系统响应的影响. 理论计算和数值模拟表明,系统响应幅值将

在激励频率接近于次共振频率时达到最大,而当激励频率逐渐偏离次共振频率时,系统响应迅

速衰减.

1摇 模型的提出及理论分析

考虑如下受到随机噪声激励的单自由度线性碰撞系统:

摇 摇 y + 2茁y + 赘 2y = h孜( t), y < 驻,
y + = - ey -, y = 驻{ ,

(1)

式中, y 上方的圆点表示对时间 t 的导数,茁 为系统的阻尼系数,赘 代表系统的自然频率,e 是碰

撞恢复系数,0 < e臆1,驻 为约束距离, -、 + 分别表示碰撞前后时刻,h 代表随机激励的强度.
而窄带随机噪声 孜( t) 采用如下的二阶滤过模型:

摇 摇 孜 + 酌孜 + 赘 2
1 孜 = 酌赘1W, (2)

式中, 赘1 为激励的中心频率, 酌 是滤波器的带宽且取值较小, W( t) 是单位强度的 Gauss 白噪

声. 当 孜( t) 是另外一类特殊的窄带噪声———受到随机扰动的正弦激励模型

摇 摇 孜( t) = sin 渍( t), 渍( t) = 赘1 + 酌W( t) (3)
时,系统(1)的响应问题,Dimentberg[15]等作了详细的研究. 但正如文献[15]作者指出的那样,
在很多情况下常用的二阶滤过模型(2)作为窄带噪声模型更合适,本文以模型(2)作为窄带噪

声模型. 窄带随机噪声 孜( t) 可以改写成如下的形式[16]:
摇 摇 孜( t) = 孜1( t)sin 赘1 t + 孜2( t)cos 赘1 t, (4)

式中, 孜1( t),孜2( t) 是随时间缓变的随机过程. 事实上,将式(4)代入式(2)并进行确定性和随

机平均,可以得到 孜1( t),孜2( t) 满足的方程:

摇 摇 孜1 + 酌
2 孜1 = 酌

2 W1, 孜2 + 酌
2 孜2 = 酌

2 W2, (5)

式中, W1 和W2 是相互独立的单位 Gauss 白噪声. 由式(5)可以得到 孜1( t) 和 孜2( t) 的自相关函

数:
摇 摇 R孜1(子) = R孜2(子) = 仔e -酌 子 / 2,

故 孜1( t) 和 孜2( t) 的相关时间为 O(1 / 酌),当 酌 充分小时,孜1( t) 和 孜2( t) 可以看作为随时间缓变

的随机过程. 由式(4),孜( t) 可以改写为

摇 摇 孜( t) = 孜2
1 + 孜2

2 sin(赘1 t + 渍( t)), 渍( t) = arctan
孜2

孜1
. (6)

下面研究碰撞系统(1)的响应. 引入 Zhuravlev 变换[17]:
摇 摇 y = x + 驻, y = xsgn x, (7)

式中 sgn x 是符号函数,即当 x > 0 时 sgn x = 1,而当 x < 0 时 sgn x = - 1. 显然,通过 Zhuravlev
变换,将在碰撞瞬间 (x = 0) 发生跳跃的速度 y 转化为连续的速度 x . 这时,方程(1)变为
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摇 摇 x + 赘 2x = - 2茁x - 驻 赘 2sgn x - (1 - e)x x 啄(x) +

摇 摇 摇 摇 h 孜2
1 + 孜2

2 sgn xsin(赘1 t + 渍( t)), (8)
式中 啄(x) 为 Dirac 啄 函数.

系统(8)是没有碰撞条件的系统,从而可以用各种近似方法如随机平均法等进行研究. 故
对于碰撞系统,Zhuravlev 变换是一个很有效的工具. 这里我们研究 e 抑 1 即系统(1)近似为刚

性碰撞系统的情形,同时设系统(8)右端的系数 茁,驻,h 等都为小参数,这样可以用随机平均法

来研究系统(8)的响应. 设 赘1 抑2n赘,这里 n 为正整数,即研究系统(8) 的次共振响应. 记 滋 =
赘1 - 2n赘 为调谐参数,做变换

摇 摇 x = A( t)sin椎( t), x = 赘 A( t)cos椎( t), (9)
并引入慢变量 兹( t) = 赘1 t + 渍( t) - 2n椎( t), 可将式(8)转化为

摇 摇

A = cos椎
赘 [ - 2茁赘 Acos椎 - 驻 赘 2sgn(sin椎) -

摇 摇 (1 - e)赘 2Acos椎 Acos 渍 啄(Asin椎) +

摇 摇 h 孜2
1 + 孜2

2 sgn(sin椎)sin(兹 + 2n椎)],

兹 = 滋 + 2nsin椎
赘 [A - 2茁赘 Acos椎 - 驻 赘 2sgn(sin椎) -

摇 摇 (1 - e)赘 2Acos椎 Acos 渍 啄(Asin椎) +

摇 摇 h 孜2
1 + 孜2

2 sgn(sin椎)sin(兹 + 2n椎) + 酌
2

W2孜1 - W1孜2

孜2
1 + 孜 ]2

2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(10)

在式(10)中, A,兹,孜1,孜2 都是关于时间 t 的慢变量,而 椎,W1,W2 是快变量,这样在式(10)中关

于快变量 椎,W1,W2 取平均[15,18]可以得到如下关于慢变量 A 和 兹 的方程:

摇 摇 A = - 琢A + q灼cos兹, 兹 = 滋 - q
A 灼sin兹 + 啄

A ,

摇 摇 摇 摇 琢 = 茁 + 1 - e
仔 赘, q = 4nh

(4n2 - 1)仔赘
, 啄 = 4n赘驻

仔 , 灼 = 孜2
1 + 孜2

2 . (11)

从式(11)可以看到,弹性碰撞 (e = 1) 和非弹性碰撞(e < 1) 的区别是,非弹性碰撞的作用增

加了系统的阻尼,即系统原来的阻尼系数从 茁 变为

摇 摇 琢 = 茁 + 1 - e
仔 赘 .

作变换

摇 摇 u = Acos兹, v = Asin兹, (12)
可以将式(11)转化为

摇 摇
u = - 琢u - 滋v - 啄v

u2 + v2
+ q灼,

v = - 琢v + 滋u + 啄u
u2 + v2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(13)

要精确求解方程(13)并不容易,这里我们先讨论当约束距离 驻 = 0(啄 = 0) 的特殊情形,这
时方程(13)变为如下的线性方程:

摇 摇 u = - 琢u - 滋v + q灼, v = - 琢v + 滋u . (14)
用矩方法[19],由方程组(14)可以求得关于 u,v 的任意阶稳态矩,这里我们只求二阶稳态矩. 对
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于稳态矩,有

摇 摇 dEu2

dt = dEv2
dt = dEuv

dt = dEu灼
dt = dEv灼

dt = 0, (15)

式中 E 表示数学期望,从而由式(15)、(14)和(5)可得

摇 摇

- 琢Eu2 - 滋Euv + qEu灼 = 0, 滋Euv - 琢Ev2 = 0,
滋Eu2 - 2琢Euv - 滋Ev2 + qEv灼 = 0,

琢 + 酌( )2
Eu灼 + 滋Ev灼 = qE灼2, 滋Eu灼 - 琢 + 酌( )2

Ev灼 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(16)

由式(5)可以得到 E灼2 = E(孜2
1 + 孜2

2) = 1, 从而由式(16)可以解得

摇 摇

Eu2 = q2(琢3 + 琢2酌 / 2 + 滋2酌 / 4)
琢(琢2 + 滋2)[(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2]

,

Euv = q2滋(琢 + 酌 / 4)
(琢2 + 滋2)[(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2]

,

Ev2 = q2滋2(琢 + 酌 / 4)
琢(琢2 + 滋2)[(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2]

,

Eu灼 = q(琢 + 酌 / 2)
(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2, Ev灼 = q滋

(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(17)

由方程组(17)可以得到

摇 摇 EA2 = Eu2 + Ev2 = q2(琢 + 酌 / 2)
琢[(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2]

. (18)

在一些情形需要知道系统响应的一阶矩,同样用矩法由方程(14)可得

摇 摇 Eu = 琢q
琢2 + 滋2E灼, Ev = 滋q

琢2 + 滋2E灼 .

下面再讨论当 驻屹0 时,非线性方程组(13)的近似解法. 记 A2
* = EA2 = E(u2 + v2),方程组

(13) 右端中 u2 + v2 项用 A* 近似代替后可以得到如下的线性方程组:

摇 摇 u = - 琢u - 滋 + 啄
A( )

*
v + q灼, v = - 琢v + 滋 + 啄

A( )
*

u . (19)

方程组(19)和方程组(14)类似,从而由式(18)可以得到关于 A* 的方程:

摇 摇 A2
* = q2(琢 + 酌 / 2)

琢[(琢 + 酌 / 2) 2 + (滋 + 啄 / A*) 2]
. (20)

由方程(20)可以解得

摇 摇 A* = - 琢滋啄 依 琢2滋2啄2 + 琢[(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2][q2(琢 + 酌 / 2) - 琢啄2]
琢[(琢 + 酌 / 2) 2 + 滋2]

. (21)

可以看出当 驻 寅0 即 啄 寅0 时,由式(21) 给出的系统响应的幅值的均方值 A2
* 和由式(18) 给

出的值 EA2 是一致的. 由式(18)和(21)可以分析系统各参数对于系统响应的影响.

2摇 数 值 模 拟

有关随机过程数值模拟的方法可见文献[19鄄21],本文数值模拟中设 孜( t) 的谱密度为

摇 摇 S(棕) =
1
2仔, 0 < 棕 臆2赘,

0, 棕 > 2赘
{

.
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则 孜( t) 可取为如下形式[18]:

摇 摇 孜( t) = 2赘
N仔移

N

k = 1
cos 赘

N (2k - 1) t + 渍[ ]k ,

式中, 渍k 是(0,2仔] 上均匀分布的独立同分布随机变量序列, N 是一个较大的整数.
在本文的数值模拟中,取系统(1)和(2)中的参数如下:
摇 摇 h = 2. 0, 驻 = 0. 1, 赘 = 1, n = 1,

即在数值模拟中主要讨论 赘1 抑2 时的情形. 当 赘1 抑2n,n = 2,3,4,…的情形,也得到了类似的

结论,这里就不讨论了.

图 1摇 系统(1)频率响应曲线 (酌 = 0. 1, e = 0. 9) 图 2摇 系统(1)响应曲线 (赘1 = 2. 08, 茁 = 0. 1)

Fig. 1摇 Frequency response of system (1) Fig. 2摇 Response of system (1)
(酌 = 0. 1, e = 0. 9) (赘1 = 2. 08, 茁 = 0. 1)

图 3摇 系统(1)响应曲线 (赘1 = 2. 08, 茁 = 0. 1,

e = 0. 9, h = 2. 0, 酌 = 0. 1)
Fig. 3摇 Response of system (1) (赘1 = 2. 08, 茁 = 0. 1,

e = 0. 9, h = 2. 0, 酌 = 0. 1)

在没有碰撞时,用四阶 Runge鄄Kutta 法可计算

出系统(1)的响应;碰撞发生后,只需根据公式

x + = - ex - 将速度改变后再用 Runge鄄Kutta 法进行

计算. 先考虑阻尼系数 茁 和随机激励的中心频率

赘1 对于系统响应的影响. 当 酌 = 0. 1,e = 0. 9 时,对
应于不同的激励频率 赘1,当 茁 = 0. 1,0. 15 时,由式

(21)给出的系统(1)响应的振幅 A* 的理论值与

数值计算值的比较见图 1,在数值模拟中,振幅

A* 的的取值为 A2
* = 2E (x / 赘) 2 . 从图 1 可见,理

论解与数值解吻合得很好,这说明用 Zhuravlev 变

换和平均法求解方程(1)是有效的.
由图 1 可见,当阻尼 茁 增大时,系统的响应变

小,这是符合物理直觉的. 计算表明,当随机激励

的中心频率 赘1 接近于次共振频率 2 时,系统的响

应达到最大. 当 赘1 逐渐偏离 2 时,系统响应衰减得很快,并且由式(21)给出的理论解和数值解

之间略有偏差,这可能是由平均法引起的.
下面研究碰撞恢复系数 e和由方程(2)给出的滤波器带宽 酌对于系统响应的影响. 当 赘1 =

2. 08,茁 = 0. 1 时,对应于不同的带宽 酌,当 e = 1. 0,0. 9 时,由式(21)给出的系统(1)响应的振幅

A* 的理论值与数值计算值的比较见图 2.
由图 2 可见,当 酌 增大时系统响应的振幅 A* 减小;而当 e 减小时系统响应也变小,当 e <
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1 时系统的碰撞是非弹性碰撞,碰撞中系统的能量有所损失, e 越小系统在碰撞时损失的能量

越大,相当于增加了系统的阻尼系数,与前面的理论分析一致.
下面研究参数 驻 对于系统响应的影响. 对应于不同的带宽 驻, 当 赘1 = 2. 08, 茁 = 0. 1, e =

0. 9, h = 2. 0, 酌 = 0. 1 时,由式(21)给出的系统(1)响应的振幅 A* 的理论值与数值计算值的

比较见图 3.
由图 3 可见当 驻 增加时 A* 将减少. 当 赘1 = 2. 08,茁 = 0. 1,e = 1. 0,酌 = 0. 1 时,系统(1)响

应的时间历程的数值解见图 4,图中 z( t) = y( t) 表示速度.

(a) 位移的时间历程图 (b) 速度的时间历程图

(a) Time history of y( t) (b) Time history of z( t)
图 4摇 系统(1)的数值结果 (酌 = 0. 1, 茁 = 0. 1, 赘1 = 2. 08, e = 1. 0)

Fig. 4摇 Numerical results of equation (1) (酌 = 0. 1, 茁 = 0. 15, 赘1 = 2. 08, e = 1. 0)

3摇 结论与讨论

本文将 Zhuravlev 变换法引入线性随机碰撞系统的响应分析中,并结合随机平均法研究了

碰撞系统在窄带随机噪声作用下系统的次共振响应. 由于所研究系统的复杂性(随机性和非

光滑性),精确求解很困难甚至是不可能的. 事实上,即使对于确定性的单自由度非线性系统,
大部分也不可能求出精确的解析解. 只能通过各种近似方法如小参数法、坐标变形法、谐波平

衡法、慢变参数法、KBM 法、等效线性化法、谐波平衡法、Ritz鄄Galerkin 法,等等. 对于非线性随

机系统,各种近似方法得到了广泛的应用,如等效线性化法和随机平均法等. 随机系统的等效

线性化法可看作是确定性系统的等效线性化法在随机系统中的推广,故确定性系统的其他近

似方法,如谐波平衡法[22]和多项式逼近法等[23]都可推广到随机碰撞系统的分析中去.
理论计算和数值模拟表明,增大系统的阻尼,可以减少系统的响应. 弹性碰撞和非弹性碰

撞的区别是,非弹性碰撞的作用相当于增加了系统的阻尼. 系统响应幅值将在激励频率接近于

次共振频率时达到最大,而当激励频率逐渐偏离次共振频率时,系统响应迅速衰减. 增加随机

噪声的带宽,系统响应变小.
为了简单起见,本文研究的是线性系统,但是本文的方法对于非线性系统的响应分析也是

适用的,具体的公式推导是我们今后进一步的工作. 本文的结果是在系统参数 茁,驻,h 等都为

小参数的假设下得到的,如果这些参数不是小参数,有关结论是否还成立值得进一步研究,实
际上在数值模拟中 h = 2 的值并不小,当 h 较小时数值解和理论解也较吻合.
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Subharmonic Response of a Single鄄Degree鄄of鄄Freedom
Linear Vibroimpact System to a Narrow鄄Band

Random Excitation

RONG Hai鄄wu1,摇 WANG Xiang鄄dong1,摇 LUO Qi鄄zhi1,
XU Wei2,摇 FANG Tong2

(1. Department of Mathematics, Foshan University,
Foshan, Guangdong 528000, P. R. China;

2. Department of Applied Mathematics, Northwestern Polytechnical University,
Xi爷an 710072, P. R. China)

Abstract: The subharmonic response of single鄄degree鄄of鄄freedom linear vibroimpact oscillator
with a one鄄sided barrier to narrow鄄band random excitation was investigated. The analysis was
based on a special Zhuravlev transformation, which reduces the system to one without impacts,
or velocity jumps, thereby permitting the applications of asymptotic averaging over the period
for slowly varying inphase and quadrature responses. The averaged stochastic equations were
solved exactly by the method of moments for the mean square response amplitude for the case
of zero offset. A perturbation鄄based moment closure scheme was proposed for the case of non鄄
zero offset. The effects of damping, detuning, bandwidth and magnitudes of random excita鄄
tions were analyzed. The theoretical analyses were verified by numerical results. Theoretical
analyses and numerical simulations show that the peak amplitudes may be strongly reduced at
large detunings.

Key words: single鄄degree鄄of鄄freedom linear vibroimpact system; subharmonic responses;
Zhuravlev transformation method; random averaging method
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