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基于辛对偶体系的层合板
自由边缘效应的分析解
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摘要:摇 在原变量———位移和其对偶变量———应力组成的辛几何空间,建立了 Pipes鄄Pagano 模型的

复合材料层合板问题的辛对偶求解体系. 与传统的单类变量不同,辛对偶变量有利于同时描述层

间位移连续性条件和应力平衡条件. 进入辛对偶体系以后,就可以应用辛对偶体系的统一解析求

解方法,如分离变量和辛本征展开的方法对层合板问题进行解析分析和求解. 对层合板自由边缘

效应的分析求解,验证了辛对偶体系的方法对层合板问题的分析求解是十分有效的.
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引摇 摇 言

由于层合板具有成层性且层间强度较低,在结构总体受载时常因层间应力引起分层破坏,
因此层间应力的研究是复合材料结构设计的基础问题之一. 1970 年,Pipes 和 Pagano 首先建立

了一个有别于经典层合板壳理论的三维力学模型———Pipes鄄Pagano 模型,并采用有限差分法研

究了自由边缘对层间应力的影响[1] . 鉴于文献[1]中,微分方程的复杂性和研究结果仅有 3 个

应力分量起主要作用,Pipes 和 Pagano 进一步提出了一个近似的弹性力学解法,并利用级数解

法得到对称角铺设层合板的解析解,它与精确方程的有限差分解的结果吻合很好[2] . 针对

Pipes鄄Pagano 模型,很多学者还提出了各种不同的近似解法,如 Hsu 和 Herakovick[3],Bar鄄Yo鄄
seph 和 Pian[4]用摄动法分析了层间应力;Tang 用边界层理论计算了层合板的层间应力[5] .
Wang 和 Choi 用各向异性弹性理论和复变函数的分析方法, 首次尝试论证自由边缘应力场具

有应力奇异的性质[6] . 文献[7]对 30 多年来有关自由边缘效应问题的研究做了非常详细的介

绍.
传统的弹性力学解析求解方法大多采用半逆解法[8] . 通常的思路是努力消元将方程转化

1201

摇 应用数学和力学,第 32 卷 第 9 期
摇 2011 年 9 月 15 日出版

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Applied Mathematics and Mechanics摇
摇 摇 Vol. 32,No. 9,Sep. 15,2011

* 收稿日期:摇 2011鄄04鄄02; 修订日期:摇 2011鄄07鄄01
基金项目:摇 国家 973 重点基础研究计划资助项目(2010CB832704);国家自然科学基金资助项目

(10772039)
作者简介:摇 姚伟岸(1963—),男,辽宁人,教授,博士(联系人. Tel:+86鄄411鄄84707154; E鄄mail: ywa@

dlut. edu. cn).



为单类变量的高阶微分方程,再利用预先假设试函数(位移场函数或应力场函数)的形式进行

求解. 这使其求解受到了很大的限制,许多有效的数学物理方法,如分离变量和本征展开的方

法难于应用. 钟万勰首先将辛数学方法引入弹性力学[9] . 辛对偶体系是通过引入原变量的对

偶变量,在辛几何空间利用分离变量和辛本征展开等有效的方法求解弹性力学问题,突破了传

统解法的限制. 由于对偶的变量含有位移分量、应力分量,因此辛对偶体系更易于同时描述层

合板的层间位移连续性条件和应力平衡条件,并被成功地用于求解出层合板 Sanit Venant 问题

的解析解[10鄄12],展示了辛对偶体系在层合结构分析中的有效性与应用潜力.
本文建立了 Pipes鄄Pagano 模型复合材料层合板问题的辛对偶求解体系,并应用分离变量

和辛本征展开的方法给出层合板自由边缘效应问题的一个解析求解方法.

1摇 基 本 方 程

对如图 1 所示的 n 层 Pipes鄄Pagano 模型的层合板,它具有对称的铺层结构,在其两侧面上

有截开式边缘,各个单层之间存在一理想的物理非连续界面.

图 1摇 Pipes鄄Pagano 模型

Fig. 1摇 Pipes鄄Pagano model

记 zi( i = 0,1,…,n) 分别为表面和界面的 z 坐标值

( z0 = - h < z1 < … < zn = h),第 i 单层的应力向量为

滓( i) = 滓 ( i)
x 滓 ( i)

y 滓 ( i)
z 子 ( i)

yz 子 ( i)
xz 子 ( i){ }xy

T . (1)

应变向量为

着( i) = 着 ( i)
x 着 ( i)

y 着 ( i)
z 酌 ( i)

yz 酌 ( i)
xz 酌 ( i){ }xy

T . (2)

为表达简单起见,下面给出的一些公式中省略了表示层

顺序的上标 ( i), 可能引起混乱的除外.
这里视层板的每一个单层为均匀的各向异性体,且

有一个弹性对称平面 ( z轴为弹性主轴方向),其应力鄄应
变关系为

摇 摇 滓 = C着, C =

c11 c12 c13 0 0 c16
c12 c22 c23 0 0 c26
c13 c23 c33 0 0 c36
0 0 0 c44 c45 0
0 0 0 c45 c55 0
c16 c26 c36 0 0 c

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê
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û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

66

. (3)

当层合板两端沿 x 方向承受均匀拉伸的应力作用时,界面上将产生层间应力. 由于层板及

其各单层的几何与弹性特性和受载形式沿 x 方向都是均匀分布的,因此 x 方向的应变为常数,
即 着 x = 着0,而其余位移分量也只是 y,z 的函数,问题将被简化为平面问题.

首先引入特解,即经典层合板理论解:

摇 摇 u* = 0, v* = 0, w*( i) = -
c( i)13

c( i)33
着0 z + d( i)

0 摇 摇 ( i = 0,1,…,n - 1), (4)

其中

摇 摇 d(0)
0 = 0, d( i)

0 = d( i -1)
0 + 着0 zi

c( i)13

c( i)33
-
c( i -1)13

c( i -1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

33

摇 摇 ( i = 1,2,…,n - 1) . (5)

则位移场函数可设为
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摇 摇 u = 着0x + u(y,z), v = v(y,z), w = w(y,z) + w* . (6)
同样下面所有带有波浪线的各量均为去掉特解后的值,而它们应满足的微分方程可由下面的

Hellinger鄄Rainssner 变分原理导出:

摇 摇 {啄 移
n-1

i = 0
乙 b

-b
乙 zi+1

zi
[滓 x着0 + 滓 y v + 滓 z鄣zw + 子 yz(w + 鄣z v) +

摇 摇 摇 摇 子 xz鄣zu + 子 xy u - vc]dzd }y = 0, (7)

其中, vc 为应变能密度,而 鄣z 表示变量对 z 的偏导,而用一点表示对 y 的偏导,即(·) = 鄣 / 鄣y .

2摇 导入辛对偶体系

因选取 y 坐标模拟为 Hamilton 体系的时间坐标,所以应力 滓 x,滓 z,子 xz 应予以消去,将式

(7)对 滓 x,滓 z,子 xz 求变分,即可得到用其它应力和应变表示的 滓 x,滓 z,子 xz:
摇 摇 滓 x = - S0子 xy - S1滓 y + S2鄣zw, 滓 z = - S3子 xy - S4滓 y + S5鄣zw, 子 xz = S6鄣zu + S7子 yz, (8)

其中

摇 摇
驻 = c66c22 - c226, S0 = c12c26 - c16c( )

22 / 驻, S1 = c16c26 - c12c( )
66 / 驻,

S2 = c13 + S0c36 + S1c23, S3 = c23c26 - c36c( )
22 / 驻, S4 = c36c26 - c23c( )

66 / 驻,

S5 = c33 + S3c36 + S4c23, S6 = c44c55 - c24( )
5 / c44, S7 = c45 / c44

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(9)

再将式(8)代入式(7)可得到如下的混合能变分原理:

摇 摇 啄 移
n-1

i = 0
乙 b

-b
乙 zi+1

zi
[pTq - H]dzd{ }y = 0, (10)

其中

摇 摇 H =- 1
2 S6(鄣zu) 2 - 1

2 S5(鄣zw) 2 + 1
2 S8子2

xy + 1
2 S9滓2

y + 1
2 S10子2

yz -

摇 摇 摇 摇 S7子 yz鄣zu - 子 yz鄣z v + S3子 xy鄣zw + S4滓 y鄣zw - S11子 xy滓 y, (11)
摇 摇 S8 = c22 / 驻, S9 = c66 / 驻, S10 = 1 / c44, S11 = c26 / 驻, (12)

而

摇 摇 q {= u,v,w } T, p {= 子 xy,滓 y,子 }yz
T . (13)

显然,位移变量 q 的对偶变量是应力分量 p,它们组成一个全状态向量 v {= qT p }T T .
执行式(10)的变分就可以得到对偶方程组:
摇 摇 v = Hv, (14)

其中算子矩阵

摇 摇 H =

0 0 S3鄣z S8 - S11 0
0 0 S4鄣z - S11 S9 0

- S7鄣z - 鄣z 0 0 0 S10

- S6鄣z鄣z 0 0 0 0 - S7鄣z

0 0 0 0 0 - 鄣z

0 0 - S5鄣z鄣z S3鄣z S4鄣z

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0

. (15)

微分方程(14)就是全状态向量应满足的域内控制方程. 当然它还应该满足侧边边界条件

摇 摇 子 xy = 着0c13c36 / c33, 滓 y = 着0c13c23 / c33, 子 yz = 0摇 摇 (当 y = 依 b 时); (16)
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上下表面边界条件

摇 摇
(滓 z =)S5鄣zw - S3子 xy - S4滓 y = 0
(子 xz =)S6鄣zu + S7子 yz = 0
子 yz =

ì

î

í

ïï

ïï 0

摇 摇 (当 z = 依 h 时); (17)

层间位移连续条件

摇 摇 u( i) = u( i -1), v( i) = v( i -1), w( i) = w( i -1) 摇 摇 (当 z = zi 时); (18a)
层间应力平衡条件

摇 摇
(S5鄣zw - S3子 xy - S4滓 y) ( i) = (S5鄣zw - S3子 xy - S4滓 y) ( i -1)

(S6鄣zu + S7子 yz) ( i) = (S6鄣zu + S7子 yz) ( i -1)

子 ( i)
yz = 子 ( i -1)

ì

î

í

ï
ï

ïï
yz

摇 摇 (当 z = zi 时) . (18b)

如果问题关于 z = 0 平面是对称的,则对称条件可选择为

摇 摇 w = 鄣zu = 鄣z v = 子 yz = 0. (19)
对于带有齐次边界条件(17)和层间连续条件(18)的齐次微分方程(14),可以用有效的数

学物理方法———分离变量法进行求解. 即可令

摇 摇 v(y,z) = 孜(y)追( z), (20)
代入式(14)有

摇 摇 H追 = 滋追, 孜(y) = exp(滋y), (21)
其中, 滋 是本征值,待求; 追是本征函数向量,当然它还应该满足条件(17)和(18). 这样原问

题转化为一个本征问题.
本节最后讨论算子矩阵 H 的性质. 引入单位辛矩阵

摇 摇 J =
0 I3

- I3

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
, I3 =

1 0 0
0 1 0

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

0 0 1
, (22)

并定义

摇 摇 掖v1,v2业 = 移
n-1

i = 0
乙 zi+1

zi
vT
1Jv2dz . (23)

不难验证,式(23)满足辛内积的 4 个条件[12],即按照式(23)的辛内积定义,向量 v 组成一辛空

间. 如果两个向量的辛内积为 0,则称它们互相辛正交;否则为互相辛共轭.
容易验证知:只要向量 v1 和v2 满足边界条件(17)和层间连续条件(18),就恒有

摇 摇 掖v1,Hv2业 以 掖v2,Hv1业, (24)
因此, H 为辛空间的 Hamilton 算子矩阵. Hamilton 算子矩阵的辛本征问题(21) 是有特点

的[9,12],(a) 如果 滋 是本征值,则 - 滋 也一定是其本征值,且 依 滋 称为互相辛共轭的本征值;
(b) 如果两个本征值不是互相辛共轭的,则它们的本征向量间一定是辛正交的.

3摇 零本征值的本征解

在辛本征问题中,零本征值是一个特殊的本征值 (滋 = - 滋 = 0),而且通常存在 Jordan 型的

本征解. 这些解是影响全域的,也是最基本的本征解,应首先予以求解. 解带有边界条件(17)
和层间连续条件(18)的微分方程组:
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摇 摇 H追 = 0, (25)
可得到两个基本本征解

摇 摇
v[01]
0 = 追 [01]

0 {= 1, 0, 0, 0, 0, }0 T,

v[02]
0 = 追 [02]

0 {= 0, 1, 0, 0, 0, }0 T{
.

(26)

可以验证 追 [01]
0 和追 [02]

0 是互相辛正交的,即 掖追 [01]
0 ,追 [02]

0 业 = 0, 因此,零本征值一定存在 Jor鄄

dan 型的本征向量,而且 追 [01]
0 和 追 [02]

0 分别是两条 Jordan 型链的链头.
零本征值的一阶 Jordan 型本征解应求解带有边界条件(17)和层间连续条件(18)的微分

方程组:
摇 摇 H追[1i]

0 = 追 [0i]
0 摇 摇 ( i = 1,2), (27)

求解得一阶 Jordan 型的本征解为

摇 摇 追 [11]
0 = 0, 0, -

c36
c33

z + d1,
c33c66 - c236

c33
,

c33c26 - c23c36
c33

,{ }0
T

, (28a)

摇 摇 追 [12]
0 = 0, 0, -

c23
c33

z + d2,
c33c26 - c23c36

c33
,

c33c22 - c223
c33

,{ }0
T

, (28b)

其中

摇 摇 d(0)
1 = 0; d( i)

1 = d( i -1)
1 + zi

c( i)36

c( i)33
-
c( i -1)36

c( i -1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

33

摇 摇 ( i = 1,2,…,n - 1), (29a)

摇 摇 d(0)
2 = 0; d( i)

2 = d( i -1)
2 + zi

c( i)23

c( i)33
-
c( i -1)23

c( i -1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

33

摇 摇 ( i = 1,2,…,n - 1) . (29b)

本征解 追 [11]
0 和 追 [12]

0 并不是原问题(14)的解,但由它们可以组成原问题的解:

摇 摇 v[11]
0 = 追 [11]

0 + y追 [01]
0 , v[12]

0 = 追 [12]
0 + y追 [02]

0 . (30)

可以验证 追 [01]
0 与 追 [11]

0 ,追 [02]
0 与 追 [12]

0 是互相辛共轭的,因此零本征值一定不存在二阶

Jordan 型的本征解. 至此,已经求出了零本征值的所有本征解,它们对应的也就是 Sanit Venant
问题的基本解.

4摇 非零本征值的本征解

本征方程(21)是关于 z 的微分方程组,其求解应先找到 z 方向的本征值 姿, 其方程为

摇 摇 det

- 滋 0 S3姿 S8 - S11 0

0 - 滋 S4姿 - S11 S9 0

- S7姿 - 姿 - 滋 0 0 S10

- S6姿2 0 0 - 滋 0 - S7姿

0 0 0 0 - 滋 - 姿
0 0 - S5姿2 S3姿 S4姿 -

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú滋

= 0. (31)

上面的方程在一般情况下无实根,本文设其根为 3 对不等共轭复根 ( 依 茁 j i)滋( j = 0,1,2) . 这
里 茁0 逸 茁1 逸 茁2 > 0 为仅与板材料有关的常数. 对根为其它时的情况,这里就不详细讨论了.

于是当 滋 屹0 时,本征方程(21)的通解为
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摇 摇 追 =

移
2

j = 0
[B j 1cos(茁 j 滋z) + B j2sin(茁 j 滋z)]

移
2

j = 0
[B j3cos(茁 j 滋z) + B j4sin(茁 j 滋z)]

移
2

j = 0
[B j5sin(茁 j 滋z) + B j6cos(茁 j 滋z)]

移
2

j = 0
[B j7cos(茁 j 滋z) + B j8sin(茁 j 滋z)]

移
2

j = 0
[B j9cos(茁 j 滋z) + B j10sin(茁 j 滋z)]

移
2

j = 0
[B j11sin(茁 j 滋z) + B j12cos(茁 j 滋z

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï)]

, (32)

但通解中待定常数 B j i 并不是相互独立的,独立的常数仅有 6 个. 将上式代入式(21)可得到如

下的方程组:

摇 摇

- 滋B j1 + S3茁 j 滋B j5 + S8B j7 - S11B j9 = 0,
- 滋B j2 - S3茁 j 滋B j6 + S8B j8 - S11B j10 = 0,
- 滋B j3 + S4茁 j 滋B j5 - S11B j7 + S9B j9 = 0,
- 滋B j4 - S4茁 j 滋B j6 - S11B j8 + S9B j10 = 0,
- 滋B j5 + S7茁 j 滋B j1 + 茁 j 滋B j3 + S10B j11 = 0,
- 滋B j6 - S7茁 j 滋B j2 - 茁 j 滋B j4 + S10B j12 = 0,

- S6 茁2
j 滋B j1 + B j7 + S7茁 jB j11 = 0,

- S6 茁2
j 滋B j2 + B j8 - S7茁 jB j12 = 0,

B j9 + 茁 jB j11 = 0,
B j10 - 茁 jB j12 = 0,

S5茁2
j 滋B j5 - S3茁 jB j7 + S4茁 jB j9 - B j11 = 0,

S5茁2
j 滋B j6 + S3茁 jB j8 + S4茁 jB j10 - B j12 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(33)

这里取 B j11,B j12( j = 0,1,2) 作为独立变量,则其它的常数可以用这两个常数表示为

摇 摇

B jk = D jkB j11 / 滋 (k = 1,3,5),
B jk = D jkB j12 / 滋 (k = 2,4,6),
B jk = D jkB j11 (k = 7,9),
B jk = D jkB j12 (k = 8,10

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(34)

其中 D jk( j = 0,1,2;k = 1,2,…,10) 都为仅与板材料有关的常数. 再将通解(32)和(34)代入边

界条件(17)和层间连续条件(18),就可以得到一组关于 B j11,B j12( j = 0,1,2) 的齐次方程,从
而可以求出非零本征值 滋m(m = 1,2,…) 和对应的本征向量 追m .

5摇 问题的求解

求出了式(21)的所有本征值和对应的本征向量,根据展开定理,带有边界条件(17)和层
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间连续条件(18)的问题(14)的通解可以写为

摇 摇 v = a[0]
0 v[01]

0 + a[1]
0 v[02]

0 + a[2]
0 v[11]

0 + a[3]
0 v[12]

0 + 移
¥

m = 1
amexp(滋my)追m, (35)

而其中的待定常数 a[0]
0 ,a[1]

0 ,a[2]
0 ,a[3]

0 ,am(m = 1,2,…) 是由尚未使用的侧边边界条件(16)来
确定的.

在实际求解中,可以取式(35)中的有限项进行求解,即令

摇 摇 v {= u v w 子 xy 滓 y 子 }yz
T =

摇 摇 摇 摇 a[0]
0 v[01]

0 + a[1]
0 v[02]

0 + a[2]
0 v[11]

0 + a[3]
0 v[12]

0 + 移
k

m = 1
amexp(滋my)追m . (36)

上式已严格满足微分方程(14)以及边界条件(17)和层间连续条件(18). 但侧边边界条件

(16)则由于仅取有限项是不能严格满足的,一般情况下它是当 k 寅 肄 时才能严格满足的.
将式(36)代入下面的变分方程:

摇 摇 移
n-1

i = 0
乙 zi-1

zi
子 xy - 着0

c13c36
c

æ
è
ç

ö
ø
÷

33

啄u + 滓 y - 着0
c13c23
c

æ
è
ç

ö
ø
÷

33

啄v + 子 yz啄wé
ë
êê

ù
û
úú

b

y = -b

dz = 0, (37)

就得到关于常数 a[0]
0 ,a[1]

0 ,a[2]
0 ,a[3]

0 ,am(m = 1,2,…,k) 的一个线性代数方程组,从而得到位

移 u,v,w 和应力 子 xy,滓 y,子 yz 的分析解. 最后,再叠加非齐次方程的特解(4)就得到问题的一个

分析解.
这里需要强调的是式(36)中本征值的选取应该是其绝对值越小的越优先选择,而且复本

征值应成对选取.
算例摇 本文选用文献[1]提供的例题. 取 4 层层厚相同的对称铺层复合材料层合板. 材料

弹性常数取为

摇 摇 E11 = 138 GPa, E22 = E33 = 14. 5 GPa,
摇 摇 G12 = G13 = G23 = 5. 9 GPa, 淄12 = 淄13 = 淄23 = 0. 21,

而铺设角为-45毅 / 45毅 / 45毅 / -45毅,长度 b = 4h, 分析层间应力的自由边缘效应.
表 1摇 非零本征值

Table 1摇 Nonzero eigenvalue

n 1 2 3 4 5 6 7

滋h 1. 563 57 2. 030 42 2. 679 95 2. 218 58+0. 626 698i 3. 718 76 3. 871 37 5. 483 78

摇 摇 表 1 给出了前 7 组非零本征值. 表中仅列出第一象限的根,其中实根 (n = 1,2,3,5,6,7)
意味对每个 n 还有其辛共轭根 - 滋h,共两个本征值,而复根(n = 4) 意味还有复共轭以及它们

的辛共轭根,共 4 个本征值. 这些非零本征值均为单根.
图 2 为分别取前 5,6,7 组(对应 k = 12,14,16) 非零本征值时得到的 x = 0,z = h / 2 线上的

应力 子 xz 的分布图. 从图上可以明显看出,随 k 值的增加,边缘处 子 xz 的值越来越大,其数值也明

显比文献[1] 提供的结果(大约为 15. 5) 大很多. 当 k寅肄 时,应力 子 xz 将趋于肄, 表明层间应

力场确实存在奇异性质.
图 3 和图 4 分别给出了取前 7 组非零本征值时得到的 x = 0,z = h / 2 线上的应力 子 xy 和 滓 z

的分布图,它们与文献[1] 所给出的结果是相近的. 从图 4 可以看出,层合板在靠近自由边缘

处层间正应力 滓 z 存在着拉应力区.
如果在式(36)中取 k = 0, 即辛本征展开中仅取零本征值的本征解,则给出的就是经典层

合板的理论解,也就是 Sanit Venant 问题的解析解[11鄄12] . 要讨论具有边缘效应的问题,则必须
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摇 图 2摇 x = 0, z = h / 2 线上应力 子 xz 的分布图

摇 Fig. 2摇 Distribution of stress 子 xz on the

line x = 0, z = h / 2

包含非零本征值的本征解. 从式(36)可以看出,
非零本征值的本征解均含有指数函数 exp(滋my),
它们全部是向远处衰减的,其中非零本征值绝对

值最小的解是衰减最缓慢的. 这些解也都是 Sanit
Venant 原理所覆盖的部分,其中本征值实部为正

的本征解是向 y 的负向衰减的,而本征值实部为

负的本征解是向 y 的正向衰减的. 从表 1 可以看

出,从边缘向内部衰减最缓慢的解在距离边界

2h(板厚) 处, 其值已经衰减为原值的 4郾 38%
(exp( - 2滋1h)= 4. 38% ),这很好地证明了其自由

边缘效应的影响区域是局部的. 同时,由于非零本

征值与 y 向的长度无关,而与板厚有关,因此影响

区域仅在端部与板厚相当的区域,而与 y 向的长度无关.

图 3摇 x = 0, z = h / 2 线上应力 子 xy 的分布图 图 4摇 x = 0, z = h / 2 线上应力 滓 z 的分布图

Fig. 3摇 Distribution of stress 子 xy on the Fig. 4摇 Distribution of stress 滓 z on the

line x = 0, z = h / 2 line x = 0, z = h / 2

6摇 结 束 语

应用辛对偶求解体系的方法论,本文给出了基于 Pipes鄄Pagano 模型层合板自由边缘效应

问题的一个分析求解方法. 所提供的解严格满足问题的微分方程、边界条件以及层间的位移连

续性条件和应力平衡条件. 本文的工作表明辛对偶体系的方法对边缘效应问题的分析求解也

是十分有效的.
事实上本文所提出的方法对研究层合板的开孔如方孔、切口、空隙及结构与荷载的突变处

和不连续处的层间应力的奇异性问题也有参考价值.
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Analytical Solutions to Edge Effect of Composite
Laminates Based on Symplectic Dual System

YAO Wei鄄an1,摇 NIE Yi鄄zhu1,摇 XIAO Feng2

(1. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, P. R. China;

2. Department of Computer Science, Dalian Medical University,
Dalian, Liaoning 116044, P. R. China)

Abstract: In symplectic space composed of the original variables—displacements and their dual
variables—stresses, the symplectic solution for the composite laminated based on the Pipes鄄Pa鄄
gano model was established. In contrast to traditional technique, the symplectic dual variables
include displacement components as well as stress components, so the compatibility conditions
of displacement and stress at interfaces can be formulated simultaneously. After introducing in鄄
to the symplectic dual system, the uniform scheme, such as the separation of variables and
symplectic eigenfunction expansion method, can be implemented conveniently to analyze prob鄄
lem of composite laminates. An analytical solution for free edge effect of composite laminates
was gained, and it shows that the symplectic dual method is efficient for the analysis of com鄄
posite laminates.

Key words: composite laminates; edge effect; Pipes鄄Pagano model; interlaminar stresses;
symplectic dual system
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