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摘要: 利用六边形-俯视图的弱非线性稳定性分析和数值仿真，在电场作用下，研究高分子薄膜表

面静态模式的发展过程． 在无限空间域上，空间和高分子薄膜之间的界面，由薄膜方程给出其随时

间的演变，综合考虑了电力的驱动和表面张力的传播． 非线性界面的增长包括: 波幅方程的增长，

以及在准对规律方向上，一维结构的叠合． 模式的选择由亚临界不稳定性机理确定，高分子薄膜的

相对厚度在其中起着决定性的作用．
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引 言

在现代平版印刷术的自感应组装工艺中，电流体动力学( EHD) 的不稳定性起着决定性的

作用
［1-2］，在亚微米的长度数量级上，在导向性的形成中，将横向结构复制到高分子薄膜的表面

上． 在一个平坦的硅质基层上，覆盖着一层光滑的高分子薄膜，薄膜上方放置一个没有图案的

屏蔽罩． 在基层和屏蔽罩上外加一个电场，产生一个驱动力，用来平衡薄膜界面上的表面张力，

出现一个长波长的扰动． 在相似的临界值下，出现了这样的不稳定性，常在界面上观察到一个

六边形次序为特征
［2-3］

的决定性模式． 在模式形成的早期阶段，重力、分子引力和斥力的影响无

关紧要，因此在该模型中忽略不计
［3］． 其物理构造可以用图 1 表示．

图 1 物理构造: 常电位作用下，

两基层之间涂上一层薄膜

Fig． 1 The physical configuration of thin

film coated in between two

substrates，with a constant electric

potential applied

大量的分析成果是探究这种令人惊奇现象 的 机

理
［4-11］． 线性稳定性分析发现，空隙与薄膜层之间的厚度

比 ξ，在确定界面模式中起着决定性作用
［12-14］． 在电场

驱动下的薄膜，绝对是不稳定的，在所有可能的二维模

式中，六边形模式占有增长率优势( 见文献［3］) ．
Tian 应用一维弱非线性稳定性分析，找到了可以清

楚地看到模式时 ξ 值的范围
［9］． 本文深入地研究出现六

边形模式的条件，并检查该模式出现后，这种特殊的、周
期性几何形状的稳定性． 文中用到的方法论是二维的、
六边形-俯视图弱非线性稳定性分析． 在上世纪 60 年代，
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研究热对流过程的六边形单元，是由 Segel 等
［15-17］，Busse［18］

和 Palm［19］
等提出来的． 后来被成

功地应用到界面的研究中，如形成合金凝固图案、形成“图灵机”图案、形成自然薄膜图案，等

等
［20-22］．

由于弱非线性相互作用，出现在一个不稳定的基本 Fourier 方式和一个稳定的二谐波之

间，初始激励的指数增长，迅速地被非线性影响所抑制，同时，有限次谐波的波数达到一个临界

值． 一个调整的非线性修正项，取代了线性的指数增长; 长波长的波动，从而被慢慢地演化成相

对稳定的二维特征． 这样的周期性有限波幅的扰动，能够带走临界波数附近的波，出现一个统

一的波特性场，显现在表面上方． 规则的有限波幅模式是长时间固定的． 当波幅最终接触到上

方带电的基层时，分子力开始影响界面的几何形状，同时，由于子谐波的不稳定性，邻近的波在

断断续续位置上结合，在其他的统一波场中，造成缺失的碎片
［3，23］． 当 t→∞，出现在表面上的

模式将渐渐地结合在一起，并遭受到“熵的丢失”; 然而，本研究聚焦在重要的中间时段，即六

边形占支配地位的时期．
就长波长来说，薄膜厚度 z = h( x，y，t) 随时间和空间的变化，可以由下面的薄膜方程来描

述
［20，24］:

3μ ht
－ ·［h3P］ = 0， ( 1)

在该方程中，μ 为聚合体材料的粘度常数，P 为界面上的压力分布． 在我们的模型中，压力 P 包

括大气压、表面张力和静电压力
［9，25-26］:

P = p0 － γ2h －
0p ( p － 1) U 2

2［p d － ( p － 1) h］2， ( 2)

其中，0 为真空的介电常数，p 为高分子薄膜的介电常数，γ 为表面张力系数，U 为常静电势，d
为两基层之间的距离．

对薄膜的长度和层厚，引入初始平均厚度 h0，同时引入时间比例尺 μh2
0 / ( 0U

2 ) ，将控制

方程变为无量纲形式:

H
t

+ α·［H 3( 2H) ］+ β·［H 3 ( pξ + p － ( p － 1) H) －3 H］ = 0， ( 3)

其中，α = γd /［30U
2 ( ξ + 1) ］ ＞ 0，β = p ( p － 1) 2 /3 ＞ 0 ． 参数 ξ = ( d － h0 ) /h0 为空隙与

薄膜的厚度比，ξ 值越大，表示空隙越大，因此，静电驱动力越弱，被认为不稳定性越弱．
在方程( 3) 的线性分析中，认为 H 在形式为 H( x，t) － 1 ～ f( x，t) = A( t) cos( kx) 中扰动，

用 dA /dt ～ σA 描述其波幅函数，其中线性增长率 σ 如下给出:

σ = β( pξ + 1) －3k2 － αk4 ． ( 4)

临界波数 kc 使线性增长率 σ 从正值向负值转变，由方程( 4) ，可以确定如下:

kc ( ξ) = β
α( pξ + 1)槡 3， ( 5)

其中，ξ 与 α，β 和 p 一样，为控制参数，并保持不变
［9］．

当增长率 σ 取正值时，根据线性理论，波幅 A( t) 将随时间呈指数增长． 实验观测显示，在

一段较长的时间后，将得到一个简单，且高度规则的六边形模式． 这种规律性是无法由线性指

数增长理论得到的，必须考虑非线性的影响． 希望通过模型方程的二维分析，对 ξ 在模式的形

成和选择机理中的作用，提供一套完整的分析．
一维的弱非线性研究，归结为界面扰动这单一因素，增长率分析

［9］
可以通过下面的波幅
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方程来考虑:

dA
dt ～ σA － a1A

3 = － V
A

， ( 6)

其中

V = － 1
2 σA

2 + 1
4 a1A

4 ( 7)

表示波数 k 时的势能，σ 为其线性增长率，Landau 常数 a1 衡量非线性对其的影响． 当势能 V 达

到最小值，波幅 A 达到非平凡平衡 A2
e = σ /a1，当 σ，a1 ＞ 0 时为超临界稳定，或者，当 σ，a1 ＜ 0

时为亚稳定． 事实上，由于 Landau 常数 a1 通常为负值，正如文献［9］中所指出的，由于扰动，初

始平面界面( 当 A = 0 时) 通常是不稳定的，因为开始阶段线性增长率σ为正值． 驱使高分子薄

膜从不稳定平衡 A = 0，增长到下一个平衡 A2
e = σ /a1，这里的σ转变成为负值． 由于 a1 ＜ 0，亚

稳定性继续驱使一维结构，使波幅 Ae 呈现出二维的特征
［3，20，27］． Tian［9］

预测，当厚度比 ξ 在 0． 6
～ 1 之间时，出现最多的可分辨波( 临界长度 λc = 2π / kc ) ，取文献［8，14］中所使用的典型数

值: 0 = 8． 854 × 10 －12 C2 /Nm2，U = 70 V，p = 2． 5，γ = 3． 8 mN /m，d = 100 nm ．

1 六边形单元的选择及其发展

若界面扰动 H － 1 ～ f( x，y，t) = A( t)·g( x，y) 满足

g( x，y) = cos［kx］+ cos k
2 ( x +槡3y[ ]) + cos k

2 ( x －槡3y[ ]) =

cos［kx］+ 2cos k
2[ ]x cos 槡3k

2[ ]y ， ( 8)

则界面上出现明显的六边形特征，如图 2 所示．

图 2 对称六边形的等值线视图

Fig． 2 Contour view of the hexagonal

symmetry

结果成为 3 个相互作用的、平面高低起伏的、六边

形外貌的模式． 起伏结构朝着夹角彼此为 2π /3 的 3 个

方向传播． 用 3 个波矢量 ki ( i = 1，2，3) 来表示这3 个高

低起伏结构; 其大小 | ki | 均取其临界波数 kc，其线性增

长率 σ 趋于 0 ． 考虑到总波数相同，对于这 3 个相互作

用的扰动带，假设给出线性理论相同的放大率
［16］． 通过

寻求薄膜方程( 3) 的六边形-俯视图解，可以发现非线性

的相互作用，其一阶形式满足:

H( x，y，t) － 1 ～ f( x，y，t) =
A1 ( t) cos［kc x + 1 ( t) ］+

A2 ( t) cos kc
2 ( x +槡3y) － 2 ( t[ ]) +

A3 ( t) cos kc
2 ( x －槡3y) － 3 ( t[ ]) ， ( 9)

其中，Ai 为起伏的波幅，i 为起伏的相位差，它们都是相互作用引起的． 我们认为在模式形成

过程中，相位的变化非常细微，从而，所有的相位函数 i 都可以取为 0 ． 于是知道，六边形单元

的出现，即达到平衡，3 个起伏的波幅方程满足关系式 A1 = A2 = A3 ． 可以在方程( 9) 中自然地

引入变换 A2 = A3 = B1 /2，进一步将表面扰动函数 f( x，y，t) 简化为
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f( x，y，t) = A1 ( t) cos( kcx) + B1 ( t) cos 1
2 kc( )x cos 槡3

2 kc( )y ． ( 10)

波幅 A1 和 B1 由下列方程所控制:

dA1

dt = σA1 － a0B
2
1 － A1 ( a1A

2
1 + a2B

2
1 ) ，

dB1

dt = σB1 － 4a0A1B1 － B1 2a2A
2
1 + 1

4 ( a1 + 2a2 ) B[ ]2
1

{ ，

( 11)

其中，σ和 a1 与一维分析所给出的值相一致; a0，a2 为可计算系数，也可以看作 Landau 常数． 对

于方程( 11) 的更加详细情况，可以参见 Scanlon［15］，Segel［16］
和 Davis［28］

的相关文献．
为了确保 dA1 /dt 和 dB1 /dt 关系 A1 和 B1 的幂次展开式收敛，认为 A1 和 B1 值不大，要求一

次项和二次项系数 σ 和 a0 也不大． 在这种情况下，完全可以略去方程( 11) 的 3 阶及其更高阶

的项．
非线性波幅的变化，描绘出了高低起伏间的竞争及其六边形结构的形态，形成一个相对稳

定的模式． 作为竞争的结果，允许波幅方程( 11) 有两个非平凡平衡:

( Ⅰ) A2
1 = σ /a1，A2 = A3 = 0，一个二维起伏特征( 与一维起伏对应) 的模式;

( Ⅱ ± ) A1 = A2 = A3 {= － 2a0 ±［4a2
0 + ( a1 + 4a2 ) σ］1 / }2 / ( a1 + 4a2 ) ，一个单独的、六

边形包装的结构: 被压低的边界然后向着中心依次上升的“堆”( Ⅱ + ) ，或者，被抬高的边界然

后向中心依次下降的“坑”( Ⅱ － ) ．
Landau 常数按 a0 = 0，a2 = a1 计算，将界面函数 f( x，y，t) ［22］

的3 阶展开式代入方程( 3) ，

而 σ 和 a1 仍保持与一维展开式相同; 特别地，

a1 ( ξ) = 3
4 k4cα －

3( pξ + p ) ( pξ + 2p － 1) βk2c
4( pξ + 1) 5 +

21
2 k4cα －

3k2cβ( pξ + p )
2( pξ + 1)( )4

3β( pξ + p ) － 3k2cα( pξ + 1) 4

14k2cα( pξ + 1) 4 － 2β( pξ + 1)
． ( 12)

形成稳定的轨道模式，意味着平面中解集的成员能够彼此互换，但是不能够从一个不同的

解集增长或衰减
［21］

到另一个解式． 每一个独立平衡状态( Ⅰ) 或( Ⅱ ± ) 稳定条件的检查，需要

考虑这些平衡状态时，波幅方程( 11) 右边函数的 Jacobi 矩阵的本征值．
假设波幅方程的二次项可以不计，达到平衡状态( Ⅰ) 时，方程( 11) 的 Jacobi 矩阵为

J =
－ 2σ 0

0 σ － 2
a2σ
a









1

，

其两个本征值为 λ1 = － 2σ，λ2 = － σ ． 考虑到演变至后面阶段时 σ ＜ 0，我们可以推断，平衡

状态( Ⅰ) 的两个本征值都是正的，因此该平衡状态是不稳定的，同时，横向起伏的模式在线性

增长后将进入衰减． 这个结果与一维分析的结论是一致的．
另一个平衡状态( Ⅱ ± ) 的 Jacobi 矩阵为

J =

－ 2a1σ
a1 + 4a2

－ 4a2σ
a1 + 4a2

－ 8a2σ
a1 + 4a2

( － 2a1 － 4a2 ) σ
a1 + 4a













2

，

其本征值为 λ1 = － 2σ 和 λ2 = 2σ /5; 因此 λ1·λ2 ＜ 0，平衡状态( Ⅱ ± ) 为半稳定的鞍点． 当 σ

679 E·M·田 T·P·斯沃博德内 J·D·菲利普斯



由正值向负值转变时，亚临界不稳定性驱使六边形模式的出现． 最终，该模式进入长时间的衰

减状态． 当然也有研究报告称，由于 EHD 影响，周期排列结构是不稳定的，正像邻近连续接合

的柱子，柱子的平均尺寸保持增长
［2-3］． 实验表明，平衡状态( Ⅱ ± ) 的不稳定性仅出现在允许超

长的重结晶时间，同时，初始的薄膜深度足够大． 详情参见文献［10］． 本文没有对超长时间后

的发展情况进行研究，但可以在后续的研究中进行检查．

2 数 值 解

就完全模型方程( 3) 进行数值计算，进一步确定 ξ 的分类，检查六边形模式的外观及其稳

定性． 采用显式保守的有限差分法，时间按一阶 Euler 前进格式，空间按二阶离散． 计算区域选

为［－ 5π，5π］×［－ 5π，5π］; 空间网格尺寸取为 h≈ 0． 25，以保持一个清晰的分辨率; 为了确

保随时间的稳定性，步长取为 k≤ h3 /2 ． 假设周期性的边界条件． 初始条件为 u( x，0) = c1u1 +
c2u2，其中，u1 ( x，0) = ·cos( x) ，u2 ( x，0) = ·rand，且  1 ． 产生并保存一个随机的噪声，使

得所有的仿真计算，都以它为初始条件运行，有助于分离出变量 ξ 对解的确切影响．
采用无量纲时间 t≈ 1 000 进行计算，在 3 个不同的数值下: ξ = 0． 3 表示初始薄膜深度较

厚; ξ = 0． 6 和 ξ = 1 表示初始薄膜深度较薄，密切观察模式的生成． 对于每一个 ξ 值，图 3 ～ 图

5 分别给出了俯视的快速摄影图( 左列) 及其侧视图( 右列) ．

( a) 等值线图 ( t = 915) ( b) 3-D 图 ( t = 915)

( a) Contour plot ( t = 915) ( b) 3-D graph ( t = 915)

图 3 当 ξ = 0． 3、随机噪声作为初始条件时，薄膜界面的二维仿真

( 当无量纲时间 t = 915 时，计算终止; 此后图像并没有任何重大变化)

Fig． 3 Two dimensional simulation of the thin film interface with a random noise as initial condition

when ξ = 0． 3 ( the calculation is turned off at the dimensionless time t = 915;

the graph doesn’t experience any significant changes thereafter)

检查解随时间的变化，对所有的 ξ 值，它们有着某些相似的行为． 在最初少数时间步长内，

随意的初始条件，都收敛于一个光滑解． 因而，当 0 ≤ t≤ 500 时，收敛于彼此分离的波峰和波

谷，然后外形在收缩而数值在增长，当 t≈500 时，其解收敛于一个更为稳定的解，此时，出现有

构成规律的外形． 当 t ＞ 500后，波峰依然在增大，而外形有略微的收缩，但是，它们的构成规律

依然保持相当稳定．
当 ξ = 0． 3 和 ξ = 0． 6 时，给出了一个非常规律的、外表面六边形包装的堆． 当 ξ = 1 时，显

然，不仅波峰少得多，而且所有波峰的峰值高度明显地下降了． 对于给定的一个 ξ 值，若将最大

峰值高度记为 ν( ξ) ，则 ν( 0． 3) ≈ 0． 72，ν( 0． 6) ≈ 0． 85，ν( 1) ≈ 0． 56 ．
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( a) 等值线图 ( t = 907) ( b) 3-D 图 ( t = 907)

( a) Contour plot ( t = 907) ( b) 3-D graph ( t = 907)

图 4 另一组薄膜演变仿真 ( ξ = 0． 6) 图: 高分子薄膜上方的空隙比前一组更大，

EHD 影响较前一组减弱，初始条件与前一组相同

Fig． 4 Another set of simulations of the thin film evolution for ξ = 0． 6，when the

EHD effect is weaker than the previous set due to a larger air gap above the

polymer film ( it has the same initial condition as the last case)

( a) 等值线图 ( t = 933) ( b) 3-D 图 ( t = 933)

( a) Contour plot ( t = 933) ( b) 3-D graph ( t = 933)

图 5 最后一组二维仿真 ( ξ = 1) 图: 在这 3 组中受 EHD 的影响最弱，

可辨别的特征最小，波幅最小，尽管某些规律依然存在

Fig． 5 The last set of two dimensional simulations for the value of ξ = 1 ( the EHD

is the weakest among the three sets; it produces the least distinguishable features;

the amplitudes are smallest，though some regularity still exists)

3 结论及其讨论

本文借助于六边形-俯视图的弱非线性稳定性分析，结合数值仿真，解析地研究了静电场

对薄膜模式形成过程的非线性影响． 焦点集中在，探索厚度比 ξ 与界面几何形状之间的关系．
数值仿真揭示了这样的事实: 经过一段相当长的时间之后，形成周期性变化的六边形模式，与

解析的预测符合得很好． 亚临界的不稳定性，驱动界面特征有规律地发展． 当峰值触及到上方

基层和下方基层时，分子力成为影响亚稳定模式进一步发展的重要原因，因而在整个研究模型

中，尚需作进一步的探索．
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Thin Liquid Film Morphology Driven by
Electro-Static Field

Emily M． Tian， Thomas P． Svobodny， Jason D． Phillips
( Depar tm ent of Mathematics and Stati s ti cs，Wright State Univer s i ty，

Dayton，OH 45435，USA )

Abstract: The development o f stationary patterns on a thin polymer surface subject to an elec-
tric field w as studied by means of a hexagonal-planform w eakly nonlinear stability analysis and
numerical simulations． The time evolution of the interface betw een air and polymer film on the
unbounded spatial domain w as described by the thin film equation，incorporating the electric
driving force and the surface diffusion． The nonlinear interfacial grow th includes the amplitude
equations and superposition of one-dimensional structures at regular orientations． The pattern
selection is driven by the subcritical instability mechanism in w hich the relative thickness o f the
polymer film plays a critical ro le．

Key words: thin film ; pattern formation; electrohydrodynamic instability
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