
文章编号:1000鄄0887(2011)08鄄0946鄄10 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

柔性梁内平衡模型降阶与
主动控制的实验研究

*

谢摇 永,摇 赵摇 童,摇 蔡国平

(上海交通大学 工程力学系 海洋工程国家重点实验室,上海 200240)

摘要:摇 内平衡降阶方法能够有效地解决柔性结构的模型降阶问题,尤其是对于频率密集结构. 然
而由于存在如何从物理传感器测量中提取内平衡模态坐标的问题,目前关于内平衡降阶方法的研

究大多是在理论上进行探索,少有实验研究和工程应用报道. 该文以柔性梁为对象,开展内平衡降

阶方法的理论与实验研究,并且基于降阶模型进行主动控制的设计. 文中介绍了一个基于 DSP
TMS320F2812 芯片的实验系统,提出了一个从物理传感器测量中提取内平衡模态坐标的近似方

法,并且通过仿真与实验验证了该方法的可行性和有效性,基于降阶模型的控制设计能够有效地

抑制梁的弹性振动.
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引摇 摇 言

随着科技的发展,柔性附件在实际工程中大量使用,构成当今所谓的柔性结构系统. 柔性

附件的引入为动力学建模与控制带来了困难,为了准确描述结构系统的动力学行为,必须在建

模过程中充分考虑其柔性特征,这就使得所建模型的自由度数目通常很大,而控制的设计与实

现则要求模型阶数应尽可能地低. 这就要求进行模型降阶处理,而且降阶后的模型既要能真实

地反映出系统的主要动力学特性,阶数也要足够低,以便控制设计. 另外,从动力学仿真的角度

看,为了提高仿真效率,模型的阶数也不应太高. 由于柔性结构在航空航天、机器人等许多高科

技领域有着广泛的工程应用背景,因此对其模型降阶与主动控制的研究具有重要的理论意义

和工程价值.
模型降阶一般可以从两方面予以考虑[1]:一是从建模的角度进行降阶,即根据经典的假

设模态法,选择具有良好正交性的模态集,截取少数低阶模态以构成降阶系统;二是选择合适

的降阶准则进行降阶,即根据系统价值函数的大小,确定出那些对系统特性贡献较大的少数主

要模态,并以这些模态组成降阶系统,目前常采用的降阶准则有惯性完备性准则[2]、模态价值
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分析准则[3鄄4]、内平衡准则[5]等,其中内平衡方法能够有效地解决柔性结构的模型降阶问题,
尤其是适用于频率密集结构,因此该方法自 Moore[5] 提出以来,众多学者对此开展了大量研

究. 例如,Gregory[6]将内平衡思想应用到了柔性结构的模型降阶中,推导了弱阻尼结构的内平

衡坐标的近似表达式;Jonckheere[7鄄8]采用内平衡降阶准则讨论了弱阻尼结构的模型降阶问题,
结果表明,当阻尼趋于 0 时,内平衡坐标是解耦的,并等同于常规的模态坐标;Gawronski 等和

Williams[9鄄10]将内平衡准则应用到了密频空间结构的模型降阶中,并给出了详细的计算步骤,
其中文献[9]的结果指出,对于弱阻尼、频率足够分离的系统,内平衡降阶准则和模态价值分

析基本上等价;Zhou 等[11]通过引入新的可观、可控矩阵,提出了一个不稳定系统内平衡降阶

的实现方法,所提出的可观、可控矩阵与控制能量最小和估计误差最小相关联. 上述研究结果

显示出,内平衡方法能够有效地处理柔性结构系统的模型降阶问题. 然而,目前对于该方法的

研究大多是在理论上进行探索,少有实验研究和工程应用报道,其主要原因是无法解决如何从

物理传感器测量中提取出内平衡模态坐标的问题. 基于降阶模型所设计的控制律是内平衡模

态坐标的函数,而内平衡模态坐标无法直接从物理传感器测量中得到. 该问题的良好解决将能

促进内平衡方法的工程应用.
本文以柔性梁为对象,开展内平衡模型降阶与主动控制的研究,给出了一个从物理传感器

测量中提取内平衡模态坐标的近似方法,并且开展了实验验证工作. 本文结构如下:第 1 节给

出梁的动力学方程和状态空间模型;第 2 节介绍内平衡模型降阶方法;第 3 节给出最优控制律

的设计方法;第 4 节介绍内平衡模态空间与物理空间的转换关系;第 5 节给出数值仿真与实验

结果;第 6 节得出本文结论.

1摇 动力学方程

考虑如图 1 所示的柔性悬臂梁,采用有限元法可得系统的动力学方程为

摇 摇
Mq + Dq + Kq = B

-
u,

y = C
-

dq + C
-

vq
{

,
(1)

式中, q 沂 Rn 为物理坐标列向量,n 为系统自由度;M 沂 Rn伊n,D 沂 Rn伊n,K 沂 Rn伊n 分别为系统

质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵;u沂Rr1 为控制力列阵,r1 为作动器的个数;B
-
沂Rn伊r1 为作动器

的分布矩阵;y 沂 Rr2伊1 是系统的输出向量,r2 为传感器的个数;C
-

d 沂 Rr2伊n 和 C
-

v 沂 Rr2伊n 分别为

位移观测矩阵和速率观测矩阵.
采用正则模态矩阵 T, 可将式(1)变换到正则模态空间:

摇 摇
浊 + diag(2灼 i棕 i)浊 + diag(棕2

i )浊 = Bu,
y = Cd浊 + Cv浊

{ ,
(2)

其中, 浊为模态坐标列向量,棕 i,灼 i 分别为第 i阶模态的固有频率和阻尼比,Cd = C
-

dT,Cv = C
-

vT,

B = TTB
-
.

将方程(2)转到状态空间,有

摇 摇 x = Ax + Bu,
y = Cx{ ,

(3)

式中

摇 摇 x = [浊1,棕1浊1,…,浊 n,棕 n浊 n] T,
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图 1摇 悬臂梁模型

Fig. 1摇 Cantilever beam model

摇 摇 A = diag(Ai), Ai =
- 2灼 i棕 i - 棕 i

棕 i

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0
,

摇 摇 B = [BT
1,…,BT

n] T, Bi =
bié

ë
êê

ù

û
úú0
,

bi 是 B 的第 i 行;C = [C1,…,Cn],Ci = [Cvi,Cdi / 棕 i],Cvi,Cdi 分别为 Cv,Cd 的第 i 列.

2摇 内平衡降阶

内平衡方法最早是在 1981 年由 Moore[5] 提出来的,它是利用内平衡变换,使得系统的可

控性和可观性 Gram 矩阵具有对角阵结构,从而保留对角线上较大值所对应的状态分量以构

成降阶系统.
方程(3)的可控和可观 Gram 矩阵 Wc,Wo 可由如下两个 Liapunov 方程得到[5]:
摇 摇 AWc + Wc AT + BBT = 0, (4a)
摇 摇 ATWo + WoA + CTC = 0. (4b)
采用非奇异线性变换 Tb 对系统(3)进行变换:
摇 摇 x = Tbx-, (5)

可得

摇 摇
x- = A

-
x- + B

-
u,

y = C
-
x-

{
,

(6)

式中, A
-
= T -1

b ATb,B
-
= T -1

b B,C
-
= CTb . 系统(6)的可控和可观 Gram 矩阵满足

摇 摇 W
-

c = W
-

o = 撞 = diag(滓 i), (7)
其中, 撞 为对角矩阵,其对角元素 滓 i 为第 i 个奇异值. 系统(6)称为内平衡系统,相应的变换系

统(5)称为内平衡变换. 文献[5]证明了,所有线性时不变的渐近稳定系统都可以通过线性变

换转换成内平衡形式.

由方程(4a)可知,内平衡系统(6)的可控 Gram 矩阵 W
-

c 满足

摇 摇 A
-
W
-

c + W
-

c A
- T + B

-
B
- T = 0, (8)

将 A
-
= T -1

b ATb 和 B
-
= T -1

b B 代入上式,并且分别左乘和右乘 Tb,TT
b, 可得
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摇 摇 A(Tb W
-

cTT
b) + (Tb W

-
cTT

b) AT + BBT = 0. (9)
将方程(4a)与方程(9)比较可得到

摇 摇 Wc = Tb W
-

cTT
b, W

-
c = T -1

b Wc(TT
b) -1 . (10)

对于可观矩阵,同理可以得到

摇 摇 W
-

o = TT
bWoTb . (11)

由方程(7)、(10)和(11)可知

摇 摇 撞2 = W
-

c W
-

o = T -1
b (WcWo)Tb . (12)

式(12)表明,内平衡变换矩阵 Tb 的每一列都是矩阵WcWo 的特征向量,而 滓2
i 即为其对应的特

征值.
Laub[12]和 Bartels 等[13]提出了一种计算 Tb 的有效方法:
摇 摇 Tb = LcU撰, (13)

其中, Lc 为系统可控 Gram 矩阵 Wc 的 Cholesky 分解,即 Wc = LcLT
c ;U 是正交模态阵,即U -1 =

UT;撰 是对角阵,且满足[12鄄13]:
摇 摇 UT(LT

cWoL)U = 撰2, 撰 = diag(滓 i) . (14)
对于内平衡系统(6),奇异值 滓 i 代表着系统模态的可控性和可观性,因而可以根据系统的

“最可控、最可观冶 即较大的 滓 i 值进行模态截断. 为了区别,称系统(3) 对应的坐标基 x为标准

模态坐标,内平衡系统(6) 的坐标基 x- 称为内平衡模态坐标. 假设保留了 r阶内平衡模态,则降

阶系统(A
-
r,B

-
r,C

-
r) 为

摇 摇
x- r = A

-
r x- r + B

-
ru,

y = C
-
r x- r

{
.

(15)

3摇 主动控制设计

方程(15)给出了基于内平衡降阶方法的系统低维模型,然后基于该低维模型进行控制设

计. 根据最优控制理论,取性能指标:

摇 摇 J = 乙+肄

0
[x- T

r( t)Q
-
x- r( t) + uT( t)R

-
u( t)]dt, (16)

式中, Q
-
沂 Rr伊r 为半正定增益矩阵,R

-
沂 Rr1伊r1 为正定矩阵. 进而得到最优控制律为

摇 摇 u( t) = - R
- -1 B

- T
r S
-
x- r( t), (17)

其中,正定对称矩阵 S
-
沂 Rr伊r, 为如下 Riccati 矩阵方程的解:

摇 摇 S
-
A
-
r + A

- T
r S
-
- S

-
B
-
r R

- -1 B
- T
r S
-
+ Q

-
= 0. (18)

4摇 内平衡模态空间与物理空间的转换

由方程(17)可知,控制律 u( t) 为内平衡模态坐标 x- r( t) 的函数,而内平衡模态坐标是无

法通过传感器的测量直接得到的. 本文在此给出一个从物理传感器测量值估计出内平衡模态

坐标的近似方法. 本文实验中采用应变片作为传感器,因此以下阐述如何由应变片的物理测量

提取出内平衡模态坐标. 梁的 x 方向的弯曲应变与挠度的关系为[14]
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摇 摇 着 x =
h
2

鄣2w(x,t)
鄣x2 , (19)

其中, 着 x 为梁 x 方向的弯曲应变,h 和 w 分别为梁的厚度和挠度.
采用假设模态法,梁上任意点的挠度可表示为

摇 摇 w(x,t) = 移
¥

i = 1
Wi(x)浊 i( t),

其中 Wi(x) 为悬臂梁的模态函数. 由于梁的响应主要由低阶模态组成,因此本文采用

摇 摇 w(x,t) 抑 移
r

i = 1
Wi(x)浊 i( t),

其中 r 为所保留的内平衡模态的个数. 另外,假设传感器的个数也与内平衡模态的个数相等,
则正则模态位移和速度可以表示为

摇 摇
浊1

左
浊

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

r

抑 2
h W1(x) … Wr(x[ ])

鄣2W1(x1)
鄣x2 …

鄣2Wr(x1)
鄣x2

左 … 左
鄣2W1(xr)

鄣x2 …
鄣2Wr(xr)

鄣x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú2

-1

着 x1

左
着 x

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

r

, (20)

摇 摇
浊1

左
浊

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

r

抑 2
h W1(x) … Wr(x[ ])

鄣2W1(x1)
鄣x2 …

鄣2Wr(x1)
鄣x2

左 … 左
鄣2W1(xr)

鄣x2 …
鄣2Wr(xr)

鄣x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú2

-1

着 x1

左
着 x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

r

, (21)

其中, xi 为第 i 个传感器在梁上的位置,i = 1,…,r .
取变换矩阵 Tb 的前2r行和前2r列构成矩阵Tr,根据方程(5)可以近似得到内平衡模态位

移和模态速度为

摇 摇

x- 1

x- 1

左
x- r
x-

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

r

抑 T -1
r

浊1

浊1

左
浊 r

浊

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

r

. (22)

在下节中,将通过实验对以上所给出的内平衡模态坐标的近似处理方法的可行性进行验证.

5摇 数值仿真与实验研究

本节进行数值仿真与实验验证. 柔性梁为铝合金梁,尺寸为 900 mm伊35 mm伊1. 5 mm,弹
性模量为 69. 0 GPa,Poisson 比为 0. 3,密度为 2 766 kg / m3 . 数值计算得到梁的前两阶固有频率

分别为 1. 494 0 Hz 和 9. 363 1 Hz,由实验测得的频率为 1. 494 7 Hz 和 9. 367 9 Hz,前两阶阻尼

比由实验测得为 0. 012 和 0. 005 5.
5. 1摇 数值仿真

首先采用内平衡降阶方法对柔性梁进行模型降阶. 由于梁的响应主要由其低阶模态构成,
本文采用梁的前 6 阶模态来模拟真实响应. 由前 6 阶模态构成的动力学模型称为原系统,而由

内平衡方法得到的模型称为降阶系统. 系统前 6 阶内平衡模态对应的 12 个奇异值分别为
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摇 摇 滓 = [1. 581 0摇 1. 543 5摇 0. 124 7摇 0. 121 8
0. 016 3摇 0. 016 0摇 0. 013 9摇 0. 013 4
0. 012 9摇 0. 012 8摇 0. 006 2摇 0. 006 1],

其中,1 阶模态对应 2 个奇异值. 可看出,第 1 阶内平衡模态对应的奇异值(前 2 个奇异值)较
大,其余的奇异值与其比较则很小,因此取第 1 阶内平衡模态组成降阶系统,则方程(15)中状

态向量 x- r 的维数为 2,进而可得A
-
r,B

-
r,C

-
r 分别为

摇 摇 A
-
r =

- 0. 110 5 9. 386 9
9. 386 9 - 0.

é

ë
êê

ù

û
úú114 8
, B

-
r =

0. 591 2
0.

é

ë
êê

ù

û
úú595 3
, C

-
r = [ - 0. 591 2摇 0. 595 3] .

以下验证降阶模型的可靠性. 假定梁自由端存在 0. 02 m 的初始位移,初始速度为 0,梁在

该条件下自由振动. 图 2 为梁的自由端响应对比图,其中实线表示原系统模型,虚线表示降阶

系统模型,图 2(b)为图 2(a)的局部放大图. 从图 2 中可看出,降阶系统与原系统的响应吻合

很好. 图 3(a)和图 3(b)分别为原系统和降阶系统的频率响应,可以看出降阶系统能够较好地

逼近原系统.

(a) 完整图 (b) 局部放大图

(a) Complete figure (b) Partial enlarged figure
图 2摇 原系统和降阶系统梁的端部响应

Fig. 2摇 Tip response of the beam using the original system model and the reduced鄄order model

(a) 原系统 (b) 降阶系统

(a) Original system (b) Reduced鄄order system
图 3摇 频率响应

Fig. 3摇 Frequency response

然后进行主动控制仿真. 由于降阶模型只由第 1 阶内平衡模态组成,因此采用一片压电片

159谢摇 摇 永摇 摇 摇 赵摇 摇 童摇 摇 摇 蔡摇 国摇 平



作为作动器对梁的振动进行控制. 初始条件与自由振动仿真时相同. 压电片的尺寸为 60 mm伊
15 mm伊0. 5 mm,用环氧树脂粘贴在梁的根部,位置为 xpa = 77 mm,xpb = 137 mm (如图1 所示).压
电材料弹性模量 63. 0 GPa,Poisson 比为 0. 35,压电应变常数为 1. 75伊10-10 m / V . 控制设计中,
取式(16)中的增益矩阵为 Q

-
= diag([100,1]),R

-
= 60. 利用压电作动器对梁的振动进行控制,

其端部响应如图 4(a)所示,其中虚线表示未施加控制的响应,实线表示施加控制的响应. 图 4
(b)为压电作动器上的控制电压的时间历程. 从图 4 可看出,梁的振动可以得到有效抑制.

(a) 梁 (b) 压电作动器

(a) Beam (b) Actuator
图 4摇 梁的端部响应和压电作动器控制电压时间历程

Fig. 4摇 Tip response of the beam and applied voltage of the PZT actuator

5. 2摇 实验结果

实验用柔性梁照片如图 5 所示. 实验中,采用 1 片应变片作为传感器,测量梁的振动信号.
由于梁的最大应变位于根部,因此将应变片贴在该位置,应变片在梁上的位置为 x = 37 mm
(如图 1 所示).

图 5摇 实验用柔性梁照片

Fig. 5摇 Photo of experiment beam

实验系统基于 DSP TMS320F2812 控制卡进行构建,DSP 负责控制器的在线计算. 根据应

变片的反馈信号,计算得到压电作动器的控制电压. 图 6 为实验流程,具体信号流程如下:
1) 反馈信号回路摇 应变片的应变信号经过应变放大仪放大后,进入 DSP 的 ADC 模块;
2) 控制信号回路摇 从 DAC 模块通道输出的电压信号,通过压电陶瓷驱动电源放大后,施

加到压电作动器上;
3) DSP 通过 SCI 模块与计算机进行数据交互,实现实验数据的输出、保存与图像生成.
主动控制中,需要用到位移和速度(即系统的状态)作为控制反馈信号. 然而,速度信号

(也称为微分信号)无法由应变片传感器测量直接得到. 因此,必须由物理传感器测量值来估

计出速度信号,进而将其用于控制律的计算. 由于实验系统的机电干扰,应变片所采集的信号

中夹杂着高频噪声,使得采用传统的插值法所得到的微分信号可靠性不好. 本文采用文献

[15]给出的微分鄄跟踪器来估计微分信号. 该跟踪器能够快速地跟踪输入信号,并且能够给出

较高品质的微分信号. 微分鄄跟踪器的离散形式如下[15]:
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图 6摇 实验系统流程图

Fig. 6摇 Flow chart of experiment system

摇 摇
x1(k + 1) = x1(k) + T

-
x2(k),

x2(k + 1) = x2(k) + T
-
fst(x1(k),x2(k),u-(k),r-,h

-{
),

(23)

式中, u-(k) 为第 k 时刻的输入信号,x1 为输入信号 u-(k) 的跟踪信号,x2 为跟踪信号 x1 的近似

微分信号,T为采样周期,r- 为决定跟踪快慢的参数,h
-
为输入信号被噪声污染时,决定滤波效果

的参数. fst 函数描述如下:

摇 摇 fst =
- r-a- / 啄, a- 臆 啄,
- r-sign(a-), a- > 啄{ ,

(24)

(a) 梁 (b) 压电作动器

(a) Beam (b) Actuator
图 7摇 梁的端部响应和压电作动器控制电压时间历程

Fig. 7摇 Tip response of the beam and applied voltage of the PZT actuator

其中

摇 摇 a- = x2 + y- / h
-
, y- 臆 啄0,

x2 + 0. 5(a0 - 啄)sgn(y-), y- > 啄0
{ ,

摇 摇 啄 = r-h
-
, 啄0 = 啄h

-
, y- = x1 - u- + h

-
x2, a0 = 啄2 + 8r- y- ,

摇 摇 sgn(a-) =
1, a- > 0,
0, a- = 0,
- 1, a- < 0

ì

î

í

ïï

ïï .
Chen 等[16]曾采用该微分鄄跟踪器用于柔性板的振动控制实验,结果显示效果很好. 本文

中,取微分鄄跟踪器参数为: r- = 1 000,h
-
= 0. 008,T

-
= 0. 001 s .
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在控制设计时,方程 (16) 中增益矩阵和系数的选择都与数值仿真时相同,即 Q
-

=
diag([100,1]),R

-
= 60. 压电作动器的参数如前所述. 施加外力使得梁末端产生 2 cm 的初始

位移,初始速度为 0. 去掉外力,梁呈现出自由振动,利用压电作动器对梁的振动进行控制. 图 7
为梁末端的响应时程和压电作动器的控制电压时程. 可见,梁的振动得到了有效抑制. 与图 4
的仿真结果进行对比可看出,仿真和实验吻合较好.

6摇 结摇 摇 论

本文以柔性梁为对象,开展了内平衡模型降阶方法的理论与实验研究,并且基于降阶模型

进行了主动控制设计. 文中提出了一个从物理传感器测量中提取内平衡模态坐标的近似方法,
介绍了一个基于 DSP TMS320F2812 的实验系统. 研究结果表明,内平衡方法能够有效地对柔

性结构进行模型降阶,本文所提出的内平衡模态坐标的近似处理方法是可行的和有效的.
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Model Reduction and Active Control of a Flexible
Beam Using Internal Balance Technique

XIE Yong,摇 ZHAO Tong,摇 CAI Guo鄄ping
(Department of Engineering Mechanics, State Key Laboratory of Ocean Engineering,

Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, P. R. China)

Abstract: The internal balance technique was effective for model reduction in flexible struc鄄
tures, especially ones with dense frequencies. However, due to the difficulty in extracting in鄄
ternal balance modal coordinates from physical sensor readings, research so far on this topic
has been mostly theoretic and little on experiment or engineering applications. The internal bal鄄
ance method theoretically as well as experimentally was studied, and further an active control鄄
ler based on the reduction model was designed. The research works on a DSP TMS320F2812鄄
based experiment system with a flexible beam and brings forward an approximating approach to
access internal balance modal coordinates. Simulation and test results have proven the pro鄄
posed approximating approach feasible and effective, and the designed controller successful in
restraining the beam vibration.

Key words: flexible beam; internal balance model reduction; active control; experiment
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