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波动问题对角形式快速多极子

边界元及其应用
*

吴海军1
,摇 蒋伟康1

,摇 刘轶军2

(1. 上海交通大学 机械系统与振动国家重点实验室,上海 200240;
2. 美国辛辛那提大学 机械工程学院,辛辛那提,俄亥俄州 45221鄄0072,美国)

摘要:摇 论述了二维声学问题的快速多极子边界元(FMBEM)方程及实现步骤. 概述了核函数展开

理论,并对 FMBEM 的 4 个重要组成部分:源点矩计算、源点矩转移、源点矩至本地展开转移、本地

展开转移进行了详细的描述. 提出了一种有利于四叉树建立的数据结构. 推导了一种比直接数值

计算更精确、稳定和高效的解析源点矩计算公式. 数值算例验证了 FMBEM 的正确性和高效性. 最
后,使用 FMBEM 对轨道二维声学辐射模型进行了模拟计算.
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引摇 摇 言

边界元方法(BEM)也叫做边界积分方程法已经被用于求解声学问题许多年[1鄄4] . BEM 只

对边界而不是整个域进行离散,由于减少了维数从而在网格划分时而需要较少的时间. 但是

BEM 具有一定的缺点. 最麻烦的就是 BEM 所生成的线性方程组其系数矩阵是满的且非对称

的. 因此,存储 BEM 所生成的系数矩阵所需要的内存与模型自由度平方成正比 O(N 2) . 直接

求解 BEM 线性方程组的运算量,如 Gauss 消去法,与模型自由度的立方成正比 O(N 3) . 于是,
内存占用量和求解时间成为使用 BEM 求解大型声学问题的限制性因素.

为了解决 BEM 在数值计算上的缺点,很多研究致力于寻求一种使用更少的内存和更快速

度的方法来求解 BEM 方程. 在上世纪 80 年代,快速多极子方法(FMM)被 Rokhlin 和 Greengard
提出[5鄄7] . FMM 可以降低内存使用量和求解时间,从而极大地加速 BEM 方程组的求解. FMM
的主要思想是将核函数进行多极子展开,从而将场点和源点之间的联系分开.
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FMM 随后被用于二维 Helmholtz 方程的求解. 文献[8鄄11]论述了二维声学 FMM . Rokhlin
讨论了一种基于迭代方法快速求解二维 Helmholtz 方程边值问题的算法[8] . Amini 和 Profit 描
述了一种单层二维散射对角形式 FMBEM[9] . Amini 和 Profit 研究了基于 Helmholtz 方程的 Bur鄄
ton鄄Miller 超奇异积分方程二维散射问题的多层 FMBEM[10] . Chen J T 和 Chen K H 使用 FMM
的方法用来加速外部声学问题的双重边界积分方程系数矩阵的构造[11] . 对于三维声学波动问

题,Liu,Shen 和 Bapat 对自由空间和半空间 FMBEM 做了大量的研究[12鄄14] .
在文献[8鄄14]中所讨论的 FMBEM 实际上可以分为两类:一种是基于卷积形式而另一种

基于对角展开形式. 但这两种方法在其适用的频段之外都将失效. 在高频段使用卷积形式的

FMBEM 将导致求解时间正比于 p3 倍的模型自由度,其中 p 为核函数展开项数;而在低频段使

用对角形式 FMBEM 将产生数值不稳定. 很多研究致力于克服这个问题. 文献[15]描述了一种

对于二维 Helmholtz 方程简单全频段 FMBEM 如何获得数值稳定性和精确性的理论及其实现

技巧. 整合卷积形式和对角形式的全频段 FMBEM 在文献[16鄄17]中被提出. 尽管全频段 FM鄄
BEM 对任何非零频率是稳定的和高效的,但是对角形式 FMBEM 仍有改进的余地,从而提高全

频段 FMBEM 的整体性能.
继文献[18]对二维位势 FMBEM 进行详尽的介绍后,本文讨论了二维声学波动问题的

FMBEM 的基本理论及算法:核函数展开理论,程序实现的数据结构及 FMBEM 的 4 个组成部

分(源点矩计算、源点矩转移、源点矩至本地展开转移、本地展开转移);提出了一种解析源点

矩计算方法.
本文结构如下:第 1 节简要介绍了二维声学问题的边界积分方程及其传统边界元方法. 第

2 节对 FMBEM 的基础———多极子展开理论进行了描述. 第 3 节给出了源点矩 4 个组成部分:
源点矩计算、源点矩转移、源点矩至本地展开转移、本地展开转移的公式. 第 4 节提出了一种有

利于四叉树建立的数据结构;推导了一种精确、稳定和高效的解析源点矩表达式;同时一些关

于程序实现中的技巧也在本节给出. 第 5 节给出了数值和工程应用算例用以验证 FMBEM 的

高效性和正确性. 最后,在第 6 节对全文进行了总结.

1摇 边界积分方程及传统边界元

1. 1摇 二维声学边界积分方程

如图 1 所示,二维物体其边界为 祝,声学介质密度为 籽,速度为 c . 稳态线性声学的控制微

分方程为著名的 Helmholtz 方程,即
摇 摇 Ñ

2渍(z) + k2渍(z) = 0, (1)
其中, 渍(z) 为 z 处声压;波数定义为 k = 棕 / c,棕 为角频率. 使用 Green 第二等式,方程(1)可以

表示成积分方程

摇 摇 渍(zi) = 乙
祝

鄣G(z,zi)
鄣n(z) 渍(z) - G(z,zi)q(z

é
ë
êê

ù
û
úú) d子 + 渍 I(zi),摇 摇 坌zi 沂 D, (2)

其中, zi 为场点,z为边界上祝的源点,D = De 胰Di,n(z) 为 z点处法向向量(内部问题指向内,

外部问题指向外) . 渍 I 为入射声波,对于辐射问题此项不存在,q(z) = 鄣渍(z) / 鄣n(z) . 本文中,
时间项选为 e - i棕t, 从而相应的二维自由空间 Green 函数为[19]
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摇 摇 G(z,zi) = i
4 H1

0(k椰z - zi椰), (3)

图 1摇 二维外部声学问题及其边界

Fig. 1摇 A 2D exterior domain and its boundary

其中, i = - 1 ,z = [x,y],算子 椰z椰 = x2 + y2 .
令 zi 移至边界,得到传统边界积分方程(CBIE)

摇 摇 c(zi)渍(zi) = 乙 [
祝

鄣G(z,zi)
鄣n(z) 渍(z) -

摇 摇 摇 摇 G(z,zi)q(z ]) d子 + 渍 I(zi),摇 摇 坌zi 沂 祝,

(4)
其中当在点 zi 附近的边界光滑时,c(zi) = 1 / 2.

在内部共振频率处,外部声学 CBIE 存在不能给出唯

一解的缺点. 为了解决这个问题,Burton 和 Miller 提出了一种将 CBIE 及其导数方程组合的方

法[20] . 将方程(2)对场点 zi 的法向求导并令点 zi 移至边界,得到如下超奇异积分方程(HBIE):

摇 摇 c(zi)q(zi) = 乙
祝

鄣2G(z,zi)
鄣n(zi)鄣n(z)

渍(z) -
鄣G(z,zi)
鄣n(zi)

q(zé
ë
êê

ù
û
úú) d子(z) + qI(zi),

摇 摇 坌zi 沂 祝 . (5)
对于外部问题,方程(4)和(5)分别具有不同的虚拟特征频率,在各自的特征频率处方程(4)和
(5)均不能给出唯一解. 但是方程(4)和(5)总会有共同的解. 鉴于此,将方程(4)和(5)进行线

性组合得到的方程(CHBIE)可以对任意频率给出唯一解

摇 摇 乙
祝

琢
鄣2G(z,zi)

鄣n(zi)鄣n(z)
+

鄣G(z,zi)
鄣n(z

é
ë
êê

ù
û
úú)
渍(z)d子(z) - c(zi)渍(zi) + 渍 I(zi) =

摇 摇 摇 摇 乙
祝

琢
鄣G(z,zi)
鄣n(zi)

+ G(z,zi
é
ë
êê

ù
û
úú) q(z)d子(z) + 琢[c(zi)q(zi) - qI(zi)],

摇 摇 坌zi 沂 祝, (6)

其中, 琢 为耦合常数,可取为 i / k[21] . 此 CHBIE 也被称作 Burton鄄Miller 方程.
求解二维声学问题的主要任务就是在一定阻抗边界条件下求解方程(6). 一般的阻抗边

界可以表示为

摇 摇 i籽棕渍(z) + 滓鄣渍(z) / 鄣n z沂祝 = 0, (7)

其中, 滓 为边界阻抗. 两种极端的情况分为 Newman 边界条件,对应于 滓 =肄;及 Dirichlet 边界

条件,对应于 滓 = 0.
在二维外部声学问题中,方程(2)隐式地满足了二维 Sommerfeld 辐射条件

摇 摇 lim
r寅肄

r1 / 2 鄣渍
鄣n - ik( )渍 = 0, (8)

其中, r = 椰z椰,z 沂 De . 此条件可以保证方程(6)的解是向外传播的声波[22] .
1. 2摇 传统边界元

对方程(6)的求解,一般将其离散然后使用数值方法进行计算. 为了方便起见,使用常单

元对二维模型进行离散,即将边界 祝 分割成 N 个线段并在每段上放置一个节点. 离散后,可以

得到如下对每个节点 i( i = 1,2,…,N) 的线性方程组:
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摇 摇 移
N

j = 1
aij渍 j = 移

N

j = 1
bijq j + bI, (9)

其中, bI 是散射问题中的入射波项,

摇 摇 aij = 乙
祝 j

琢
鄣2G(z,zi)

鄣n(zi)鄣n(z)
+

鄣G(z,zi)
鄣n(z

é
ë
êê

ù
û
úú)
d子(z) - 1

2 啄 ij, (10)

摇 摇 bij = 矣
祝j

琢
鄣G(z,zi)
鄣n(zi)

+ G(z,zi
é
ë
êê

ù
û
úú) q(z)d子(z) - 琢

2 啄 ij . (11)

当 i 屹 j, 常规数值积分方法如 Gauss 积分可以用来计算 aij,bij . 当 i = j,对所有单元

鄣G(z,zi) / 鄣n j z沂祝 j
成立,aij 是一超奇异积分,bij 是奇异积分,因此需要用特殊的方法来计算. 本

文使用 Hadamard 有限积分法来计算超奇异积分,采用如下公式[23]计算奇异积分:

摇 摇 乙 l j / 2

0
G(z,zi)d子 =

il j
8 H1

0
kl jæ

è
ç

ö
ø
÷

2
+ 仔

2 S0
kl jæ

è
ç

ö
ø
÷

2
H1

1
kl jæ

è
ç

ö
ø
÷

2
- S1

kl jæ
è
ç

ö
ø
÷

2
H1

0
kl jæ

è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú{ }2

, (12)

其中, S0,S1 是 Struve 函数, l j 是单元 j 的长度.
每个单元中 渍(z) 和 q(z) 必有一个已知,将已知的 N 个边界条件代入,并交换式(9)中的

行和列,得到如下一标准线性方程组:

摇 摇
a11 … a1N

左 埙 左
aN1 … a

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

NN

x1

左
x

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

N

=
b1

左
b

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

N

, 或 Ax = b, (13)

其中, A为一满的且非对称系数矩阵;x是由未知量 渍 和 q组成向量,b 是由已知边界条件求出

的方程右边向量.
在传统边界元中,矩阵 A的构造需要O(N 2) 的算术运算. 因为矩阵A是满的和非对称的,

存储需要的内存大小为 O(N 2) . 使用迭代求解器, 如广义最小残差算法(GMRES) [24] 和共轭

梯度法(CGS) [25], 以传统的方法计算矩阵鄄向量乘积需要 O(N 2) 算术运算. 使用直接求解器

求解, 如 Gauss 消去法, 需要 O(N 3) 算术运算. 这使得传统边界元无法进行大型模型的计算

求解.

2摇 核函数多极子展开

快速多极子方法可以加速方程(13)在迭代求解中矩阵鄄向量乘积的运算. FMM 的主要思

想是将核函数进行多极子展开,从而将场点和源点之间的联系分开,进而单元与单元之间的联

系被块与块之间的联系所代替.
核函数 H1

0 的展开理论可以在文献[10,26]等中找到. 基于 Graf 加法公式和一型整数阶

Bessel 积分恒等式,当 椰(zi - zL) - (z - zc)椰 < 椰zc - zL椰,二维声学问题自由空间 Green 函

数可以表示成如下多极展开式:

摇 摇 G(z,zi) 抑 i
4L fk(zi,zL)Tk(zL,zc)gk(zc,z), (14)

其中
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摇 摇 fk = [ f 0
k 摇 …摇 f L-1

k ], Tk =
T 0

k 0

埙
0 T L-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

k

, gk =
g0
k

左
gL-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

k

,

他们的元素分别为

摇 摇 f l
k(zi,zL) = eik(zi-zL)·s(茁 l), (15)

摇 摇 gl
k(zc,z) = e - ik(z-zc)·s(茁 l), (16)

摇 摇 T l
k(zL,zc) = 移

M

m = -M
i -mH1

m(u)eim(兹u-茁 l), (17)

其中, l = 0,1,…,L - 1, 茁 l = 2仔l / L, s(茁 l) = [cos 茁 l,sin 茁 l],兹 u 为向量 u 的极角. fk 与源点矩

有关,gk 是本地展开系数,矩阵 Tk 源点矩为转移到本地展开式的传递函数.
方程(14)和(17)中整数 L 和 M 分别为 Graf 加法公式的截断项数和使用梯形积分公式计

算 Bessel 积分恒等式所使用的点数. 整数 M 和 L 随层变化,对对角形式 FMBEM 的内存大小、
精度、效率及数值稳定性至关重要. 文献[15]给出了数值计算误差的直观解释及如何选择截

断项数的建议. 二维声学问题对角展开误差分析及截断项数 M 的自动选取在文献[9,27]得到

详细的描述. 文献[9鄄10]中选择 L = 2M + 1,这样可以使用快速 Fourier 变化来计算传递矩阵. 我
们在文献[28]给出在这种选择下 Bessel 积分恒等式的积分误差. 文献[29]给出了一种“半经验冶
公式来选取截断项数, M = y + 5 lg(y + 仔),其中 y 为某层栅格的最大半径与波数的乘积.

3摇 快速多极子方法

本节对源点矩(M)、源点矩转移(M2M)、源点矩至本地转移(M2L)及本地转移(L2L)计
算公式进行总结和重写. 考虑式(6)积分中包含核函数 H1

0 的积分

摇 摇 姿 ij = 乙
祝 j

G(z,zi)q j(z)d子(z), (18)

其中, 祝 j 是远离场点 zi 的一段边界,如图 2 所示.
3. 1摇 源点矩(M)

将式(14)代入式(18),得到

摇 摇 姿 ij 抑
i
4L 乙祝 j

fk(zi,zL)Tk(zL,zc)gk(zc,z)q j(z)d子(z) =

摇 摇 摇 摇 i
4L fk(zi,zL)Tk(zL,zc)Mk(zc), (19)

其中

摇 摇 Mk(zc) = 乙
祝 j

gk(zc,z)q j(z)d子(z) (20)

是独立于场点 zi 关于点 zc 的源点矩,只需要被计算一次. 向量 Mk(zc) 的元素为

摇 摇 Ml
k(zc) = 乙

祝 j

e - ik(z-zc)·s(茁 l) q j(z)d子(z) . (21)

当源点矩被计算完成以后,任意远离线段 祝 j 的场点 zi 之间的积分 姿 ij 可以直接通过式

(19) 计算,其中场点 zi 和线段 祝 j 应包含在两个分别以 zL,zc 为圆心的分离圆盘内.
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图 2摇 FMM 算法的步骤:M,M2M,M2L 及 L2L

Fig. 2摇 Geometry of FMBEM building blocks:

M, M2M, M2L and L2L

3. 2摇 源点矩转移(M2M)
如果点 zc 移到一个新的位置 zc忆 (图 2),对源

点矩如下方程成立:
摇 摇 M l

k(zc忆) = eik(zc忆-zc)·s(茁 l)M l
k(zc), (22)

因此

摇 摇 姿 ij 抑
i
4L fk(zi,zL)Tk(zL,zc)Mk(zc) 抑

摇 摇 摇 摇 i
4L fk(zi,zL)Tk(zL,zc忆)Mk(zc忆) .

(23)
关于点 zc忆 的源点矩可以写为

摇 摇 Mk(zc忆) = B(zc忆,zc)Mk(zc), (24)

其中, B(zc忆,zc) 为一对角矩阵,对角元素为 B l
k(zc忆) = eik(zc忆-zc)·s(茁 l),是当点 zc 移到的 zc忆 的源点矩

转移公式. 值得注意的是以点 zc忆 为中心的圆盘应该包含线段 祝 j 且远离包含场点 zi 的圆盘. 这
是方程(24)成立的前提条件.
3. 3摇 源点矩到本地展开转移(M2L)

将方程(23)右边两项合并,式(23)可以表示为

摇 摇 姿 ij 抑
i
4L fk(zi,zL)Lk(zL), (25)

其中

摇 摇 Lk(zL) = Tk(zL,zc忆)Mk(zc忆) (26)
被称为源点矩至本地展开转移式(M2L). M2L 将源点圆盘内的源点贡献转移到场点圆盘内.
3. 4摇 本地展开转移(L2L)

假设点 zL忆 是圆盘的中心,它包含在被以点 zL 为圆心的一圆盘内,对 f l
k 有如下等式:

摇 摇 f l
k(zi,zL) = f l

k(zi,zL忆)eik(zL忆-zL)·s(茁 l) . (27)
从而

摇 摇 姿 ij 抑
i
4L fk(zi,zL)Lk(zL) = i

4L fk(zi,zL忆)Lk(zL忆), (28)

其中

摇 摇 Lk(zL忆) = Dk(zL忆,zL)Lk(zL), (29)

Dk(zL忆,zL) 为一对角矩阵,其对角元素为 Dl
k(zL忆,zL) = eik(zL忆-zL)·s(茁 l) 是当点 zL 移到点 zL 时的本地

展开转移公式.
3. 5摇 包含导数核函数的积分展开式

考虑式(6)中如下包含导数核函数的积分:

摇 摇 Rij = 乙
祝 j

鄣G(z,zi)
鄣n(z) q j(z)d子(z), (30)

摇 摇 R忆
ij = 乙

祝 j

鄣G(z,zi)
鄣n(zi)

q j(z)d子(z), (31)
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摇 摇 篆ij = 乙
祝 j

鄣2G(z,zi)
鄣n(zi)鄣n(z)

渍(z)d子(z), (32)

其中 祝 j 也是远离场点 zi 的一段边界,如图 2 所示.
将式(14)代入式(30) ~ (32),得到

摇 摇 Rij 抑
i
4L 乙祝 j

fk(zi,zL)Tk(zL,zc)
鄣

鄣n(z) gk(zc,z)q j(z)d子(z), (33)

摇 摇 R忆
ij 抑

i
4L 乙祝 j

鄣
鄣n(zi)

fk(zi,zL)Tk(zL,zc)gk(zc,z)q j(z)d子(z), (34)

摇 摇 篆ij 抑
i
4L 乙祝 j

鄣
鄣n(zi)

fk(zi,zL)Tk(zL,zc)
鄣

鄣n(z) gk(zc,z)q j(z)d子(z) . (35)

向量 gk 和 fk 很容易对其求导,求导后其元素分别为

摇 摇 鄣
鄣n(z) gl

k(zc,z) = - ikn(z)·s(茁 l)gl
k(zc,z), (36)

摇 摇 鄣
鄣n(zi)

f l
k(zc,z) = ikn(z)·s(茁 l) f l

k(zc,z), (37)

其中, n(z) 是在场点 z处的单位法向导数. 从而,积分R忆
ij 的源点矩与积分姿 ij 的源点矩相同. 积

分 Rij 和 篆ij 具有相同的源点矩

摇 摇 Ml
k(zc) = - ik 乙

祝 j

n(z)·s(茁 l)e - ik(z-zc)·s(茁 l)渍 j(z)d子(z) . (38)

可以证明这 4 个积分的 M2M、M2L 和 L2L 相同,只是积分 Rij 和篆ij 的源点矩需要用式(38) 来

计算,且积分 R忆
ij 和 篆ij 的最终计算需要乘上因子 ikn(z)·s(茁 l) .

4摇 FMBEM 的程序实现

本节首先介绍一种树状结构建立的数据结构,它可以简化 FMBEM 程序的实现. 随后,一
种解析源点矩计算方法被提出. 最后,讨论了一些程序实现过程中的技术问题.
4. 1摇 数据结构

首先,我们介绍如何对正方形进行四叉树分隔. 如图 3 所示,包含整个边界的最大正方形

图 3摇 四叉树离散

Fig. 3摇 Quad tree discretization

为树状结构的根,也叫做 0 级栅格(边长相等的正方形). 四等分

0 级栅格得到 4 个 1 级子栅格,其边长为父级栅格的一半,按照

从左下到右上的顺序编号为 0,1,2,3. 按照这种方法继续进行划

分,即将 L级栅格所有栅格四等分成相等的栅格,在 L + 1 级得到

22(L+1) 个栅格,并将其编号为 0,1,…,22(L+1) - 1. 满足一定条件

的栅格停止划分. 不包含子栅格的栅格叫叶子栅格.
如此划分完成后,一种能从叶子向根部和从根部向叶子进行

双向搜索的四叉树结构可以由栅格编号建立. 定义整数 a 被自然

数 b 除为 a / b = [a / b] + (a / b),其中[a / b] 为商,(a / b) 为余数.
对一编号为 m 的 L 级栅格,其在 L - 1 级的父栅格编号 pm 为

摇 摇 pm = [[m / 2L] / 2]·2L-1 + [(m / 2L) / 2] . (39)
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图 4摇 数组———四叉树数据结构

Fig. 4摇 An array—data structure for quad tree

而其在 L + 1 级子栅格的起始编号 csm 和结束编号

cem 分别表示为

摇 摇 csm = [m / 2L]·2L+2 + (m / 2L)·2, (40)
摇 摇 cem = [m / 2L]·2L+2 +
摇 摇 摇 摇 2L+1 + (m / 2L)·2 + 1. (41)

因此,此四叉树结构在计算机中可由一数组表示,如图 4 所示.
4. 2摇 解析源点矩

源点矩实质上为一线积分,许多数值方法,如 Gauss 积分,可用来直接计算它. 但是我们发

现,对于常单元源点矩可以使用解析的方法进行计算,从而在一定程度上可以提高对角形式

FMBEM 的性能. 因为常单元的单位法向也是一常数,所以只需要推导积分 姿 ij 和 R忆
ij 的解析源

点矩,积分 Rij 和篆ij 的源点矩与 姿 ij 和R忆
ij 的相似,只相差一因子 - ikn(z)·s(茁 l) 并用 渍(z) 替

代 q(z) .
为了得到解析源点矩,首先我们需要定义一种将全局坐标系转化到单元上的局部坐标系

方法. 假设单元 j的两个端点分别为 zj 和 zj +1 . 使用局部坐标系,单元 j上的点 z = [x,y] 的坐标

可以表示为

摇 摇 z = [x j +1 - x j,y j +1 - y j]孜 + [x j,y j] = 菰孜 + zj, (42)
其中, 菰 为由式(42) 定义的二维向量, 孜 = 椰z - zj椰 / L j, L j 为单元的长度定义为

摇 摇 L j = 椰zj +1 - zj椰 .
将式(42)代入式(21),得到

摇 摇 Ml
k(zc) = L jq jeik(zc-zj)·s(茁 l) 乙1

0
e - ik菰·s(茁 l)孜d孜 . (43)

如果 菰·s(茁 l) 不为 0,即向量 菰 不垂直向量 s(茁 l), 得到

摇 摇 Ml
k(zc) =

L jq j

ik菰·s(茁 l)
(1 - e - ik菰·s(茁 l))eik(zc-zj)·s(茁 l) . (44)

如果 菰·s(茁 l) 为 0,有

摇 摇 Ml
k(zc) = L jq jeik(zc-zj)·s(茁 l) . (45)

解析源点矩的推导是直接的没有任何精度损失. 毫无疑问使用解析法计算源点矩比数值

积分更精确、稳定和高效. 尽管这里仅对常单元解析源点矩进行了推导,线性单元的解析源点

矩也很容易得到.
4. 3摇 插值

因为梯形积分点数 L 与树状结构栅格大小有关,随上行传递增加、下行传递减少. 在计算

低层源点矩时需要对已求得的高层源点矩进行插值,本地展开同样也需要进行插值计算,其插

值运算与源点矩的相反. 由式(21)可以很容易看出,对角形式 FMBEM 的源点矩实际上为定义

在 0 到 2仔 之间角度 茁 的函数. 使用 Jacobi鄄Anger 展开式,源点矩可以表示为

摇 摇 Mk(zc) = 移
肄

n = -肄
anein茁, (46)

其中
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摇 摇 an = 乙
祝
inJn(k椰z - zc椰)e - in茁d子(z) .

因为当 x固定后, J n (x) 是关于 n 的严格减函数. 如果 n > x,当 n > N时 Jn(x) 抑0,

其中 N 为 n 的足够大截断项数. 这意味着源点矩在可接受的误差范围内可以被视为有限带宽

函数. 为了得到系数 an( n 臆 N), 对已得源点矩进行 Fourier 变换. 一旦系数求出 an( n 臆

N) 以后,任意其它点 茁 忆 处的源点矩可以很容易地由式(46) 求出,下标取 n 臆N . 这就是统一

分辨率插值方法的思想[30],也是本文所用的插值方法. 因为传递函数是关于角度 茁 的有限带

宽函数,且本地展开是源点矩和传递函数的乘积,统一分辨率插值法也被用于下行传递的插值

计算.
4. 4摇 预处理及系数存储

尖角、高频等等可能会导致 BEM 线性方程组产生病态. 因此,预处理在迭代求解器

(GMRES)求解时非常必要. 本文采用块对角预处理方法,即使用叶子栅格内包含的单元产生

的系数矩阵作为预处理矩阵. 因为预处理矩阵是稀疏的,我们将其计算一次并存储下来供迭代

求解预处理使用. 这样在下行传递直接 BEM 系数计算时可以重复使用这些系数[12鄄14] .

5摇 数 值 算 例

算法使用 Fortran 90 编写,并在双核 2. 2G 中应处理器和 2G 内存的电脑进行测试. 所有算

例都采用常单元,这样奇异积分可以解析求解. 使用 GMRES 求解器对 FMBEM 进行求解,误差

设为 10-4 .
5. 1摇 刚硬圆柱体散射

作为验证程序正确性的算例,我们对无限长刚硬圆柱体散射声场进行了计算. 圆柱体半径

为 a,单位幅值平面入射波垂直于圆柱体轴向沿正 x(兹 = 0) 方向传播. 模型特征长度(ka) 定义

为波数与包含模型的最小正方边长之积. 此模型的 ka 为 5. 场点均匀地分布在半径为 r = 2a 的

圆上,如图 5 所示. 场点( r,兹) 处的精确解为

图 5摇 刚硬圆柱体散射的场点声压云图 图 6摇 解析及 FMBEM 求解的场点声压

Fig. 5摇 Field pressure contour plot for Fig. 6摇 Field pressure given by analytical

scattering of a rigid cylinder and FMBEM
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摇 摇 渍( r,兹) = - 移
肄

m = 0
im着m

J忆m(ka)
H1忆

m(ka)
H1

m(kr)cos(m兹), (47)

其中, 着m 为 Neumann 常数,“忆冶 表示对宗量 ka 求导, Jm 是一型m阶 Bessel 函数. 图 6 给出了场

点计算声压及其精确解,显示了程序的正确性.
因为声学散射问题是与频率有关的,为了进一步验证算法对较宽频带都是精确的,对刚硬

圆柱体的随频率变化散射声场的计算. 模型的 ka 从 6 增加到 60,相应的边界单元在表 1 中给

出. 比较了由 FMBEM 求解的边界值与解析解计算的边界值,相对误差 着 定义为 2 范数意义下

相对于解析解的误差,列于表 1 中. 在表 1 中, N 表示边界离散单元数,Ltree 表示树状结构的深

度,Niter 表示迭代求解次数,RPD 和 NPD 分别表示迭代求解中采用右预处理方法和没有采用

预处理方法.
表 1摇 变频率刚硬圆柱体散射计算结果

Table 1摇 Results of rigid cylinder scattering with varying frequency

ka N Ltree
Niter

RPD NPD
着

6 4 000 4 6 15 2. 593 0E-4

12 12 700 6 9 21 5. 439 3E-4

18 22 400 6 12 24 1. 692 7E-4

24 32 100 6 16 31 6. 916 5E-4

30 51 500 7 21 41 7. 856 9E-4

36 61 200 7 24 44 2. 799 6E-4

42 70 900 7 27 55 3. 092 2E-4

48 80 600 7 28 57 1. 683 3E-4

54 90 300 7 30 70 3. 070 8E-4

60 100 000 8 34 79 1. 651 3E-4

5. 2摇 多圆柱体散射

如图 7 所示, 单位幅值平面波沿正 x 方向传播, 使用右预处理方法的 FMBEM 被用于多

圆柱体散射声场的计算. 散射模型包含 300 随机分布在正方形内的圆柱体. 模型的 ka 为 40,
叶子栅格所允许的最多单元个数设为 70. 边界解和场点声压均采用 FMBEM 进行计算. 对此模

型, 解析的场点声压无法得到. 理论上, 细化边界网格可以使解收敛到精确解. 边界离散成

210 000 个单元时求得的场点声压云图在图 7 中给出,并作为基准解用以研究算法在复杂模型

求解中的正确性. 相对于基准解的 2 范数相对误差在图 8 中被给出. 图 8 展示了细化网格的收

敛性,并侧面验证了算法的正确性. 图 9 给出了使用快速多极子方法求解边界解(FMBEM)及
场点声压(FMFE)的计算时间,及场点声压直接计算时间(DFE),显示了 FMBEM 在大型模型

计算上的高效性.
5. 3摇 轨道声辐射

轨道交通进入了高速时代. 在高速段,轮轨和轨道之间冲击产生的噪声非常重要. 在一定

假设下,1)在同一频率下轨道中的波长远远大于空气中的波长;2)沿轨道长度方向上的衰减

非常小,轨道声辐射可以用二维模型进行预测. 当条件 2)不能满足时,二维模型仍然可以使用

只要边界值选在力的作用点处. 为了简化起见,我们模拟简谐响应下的声辐射. 作用在轨道上
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图 7摇 多圆柱体散射声场场点声压云图 图 8摇 相对于基准解不同网格划分下的相对误差

Fig. 7摇 Field pressure contour plot of multi Fig. 8摇 Relative errors of different discretization with

cylinders scattering respect to benchmark solution

图 9摇 不同网格划分下边界求解及场点声压计算时间 图 10摇 轨道声辐射

Fig. 9摇 CPU time used in boundary solution and filed Fig. 10摇 Radiation of vibration rail

evaluation of different discretization

部边线上的简谐力所产生的边界条件由第三方 CAD 软件计算得到. 随后在已得边界条件下使

用 FMBEM 计算轨道的声辐射,其结果如图 10 所示. 轨道模型的 ka 为 25,离散成 22 956 个线

段,声场由 32 817 个三角形单元组成. 边界求解和场点声压计算共耗时 88. 83 s . 模拟计算的

结果汇总列于表 2 中,其中 TFMBEM 表示使用 FMBEM 求解所用时间, TFMFE、TDFE 分别表示使用

快速多极子方法和直接边界积分方法计算场点声压所用时间,单位为 s .
表 2摇 模拟计算结果

Table 2摇 Results of simulation

case ka N
model

Ltree

RPD
Niter TFMBEM / s

NPD
Niter TFMBEM / s

field

N

field

Ltree

TFMFE / s TEFE / s

rail

radiation
25 22 956 6 55 42. 62 122 92. 87 32 817 7 46. 21 1 962. 26

6摇 结摇 摇 论

本文发展了二维声学散射问题的 FMBEM,总结了核函数展开理论. 推导了一种更精确、稳
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定和高效的解析源点矩表达式. 提出了一种有利于四叉树建立的数据结构. 提供了详细的公式

和程序实现的细节,有助于读者更好地理解二维声学 FMBEM .
无限长刚硬圆柱体在平面波入射下的散射声场计算验证了算法的精确性. 应用 FMBEM

求解多圆柱体散射及轨道辐射进一步展示了算法的高效性及精确性. 因为 ka 越大或模型越复

杂,相应的线性方程组越病态,预处理在迭代求解中非常重要. 本文采用块对角右预处理方法,
计算结构表明预处理方法可以显著提高 FMBEM 的效率. 虽然预处理方法可以减少 FMBEM 在

求解中的迭代次数,但是每次迭代需要进行求逆运算,因此单次迭代所需的时间大于不使用预

处理方法所使用的时间.
因为对角形式 FMBEM 对于小 ka 具有数值不稳定性,当 ka 固定后叶子栅格包含的单元数

应随模型单元数增加而增加. 从而存储直接 BEM 系数的内存和预处理所需的时间也将增加.
一种将自适应 FMBEM 与宽频段 FMBEM 相结合的,适用于全频段的算法正在发展中.
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Diagonal Form Fast Multipole Boundary Element
Method for 2D Acoustic Problems Based on

Burton鄄Miller BIE Formulation and Its Applications

WU Hai鄄jun1,摇 JIANG Wei鄄kang1,摇 LIU Yi鄄jun2

(1. State Key Laboratory of Machinery System and Vibration, Shanghai Jiao Tong University,
Shanghai 200240, P. R. China;

2. Mechanical Engineering, University of Cincinnati, Cincinnati, Ohio 45221鄄0072, USA)

Abstract: The formulations and implementation of the fast multipole BEM (FMBEM) for 2D
acoustic problems were described in detail. The kernel function expansion theory was summa鄄
rized, and the four building blocks of the FMBEM— moment calculation, moment to moment
translation, moment to local translation, and local to local translation, were described in de鄄
tail. A data structure for the quad鄄tree construction was proposed which can facilitate the im鄄
plementation. An analytical moment expression was derived which was more accurate, stable
and efficient than direct numerical computation. Numerical examples were presented to demon鄄
strate the accuracy and efficiency of the FMBEM, and the radiation of a 2D vibration rail mode
was simulated using FMBEM.

Key words: 2D acoustic wave problems; Helmholtz equation; fast multipole method; boundary
element method
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