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低压鄄发电机转子系统弯扭耦合
情况下的组合共振研究
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摘要:摇 考虑转子系统弯扭耦合作用,建立汽轮发电机组低压缸转子和发电机转子在次同步谐振

作用下的非线性模型. 应用平均法研究在次同步谐振的情况下发生组合共振的解析解. 并得到分

岔方程. 应用奇异性理论,得到系统参数和其动态行为的关系. 运用数值方法对所得结果进行验

证,对发生组合共振和不发生组合共振的情况进行了数值比较. 该结果对工程实际应具有一定参

考价值.
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引摇 摇 言

次同步谐振是机械电力系统的主要问题之一. 理解这一现象对实际的工程技术人员尤为

重要. 大多数的电力旋转机械由驱动机械和被驱动机械组成, 通常这将引起系统的弯扭耦合

振动.
以往研究轴系次同步问题时,往往仅研究扭转问题,实际上,弯曲振动和扭转振动是密不

可分的. 单纯研究弯曲振动或扭转振动是不全面的. 对于弯扭耦合不对中问题,李明等[1鄄2]、
AL鄄Hussain 和 Redmond[3鄄4]进行了研究. 对于弯扭耦合裂纹问题, 何成兵等[5]、 李小彭等[6]、
Papadopoulos 等[7鄄8]做了大量工作. 在弯扭耦合碰摩的研究中, 李永强等[9]、孙政策等[10] 对碰

摩中的运动特性进行了详细的分析.
本文建立了汽轮发电机组低压缸转子和发电机转子的双转子模型,并在次同步谐振的条

件下,研究了系统的弯扭耦合问题. 得出分岔方程. 应用奇异性理论,在转迁集和分岔图的基础

上,得到了系统参数和各类振动的响应关系. 同时应用数值方法进行验证,对大电机组轴系的

次同步谐振的机理有了深入的了解.

1摇 模型的建立及求解

图 1 给出了发电机组低压缸转子和发电机转子的简化模型,其中将低压缸和发电机简化
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为两个圆盘. 假设系统的坐标向量为 q = [x1,y1,兹1,x2,y2,兹2] T,其中 x1,y1,x2,y2 分别是圆盘 1

和圆盘 2 在 x 方向和 y 方向的弹性位移. e1 和 e2 是两个圆盘的偏心量. 准
·

1 和 准
·

2 分别是两圆盘

的扭转角速度.
系统的动能为

摇 摇 T = 1
2 m1[(x·1 - e1sin(准1)准

·
1) 2 + (y·1 + e1cos(准1)准

·
1) 2] +

摇 摇 摇 摇 1
2 m2[(x·2 - e2sin(准2)准

·
2) 2 + (y·2 + e2cos(准2)准

·
2) 2] + 1

2 J1准
·2

1 + 1
2 J2准

·2
2, (1)

其中, 准i = 棕t + 兹 i( i = 1,2) .
系统的势能为

摇 摇 V = 1
2 kx1x

2
1 + 1

2 ky1y
2
1 + 1

2 kx2x
2
2 + 1

2 ky2y
2
2 + 1

2 kx3(x1 - x2) 2 + 1
2 ky3(y1 - y2) 2 +

摇 摇 摇 摇 1
2 kt1兹

2
1 + 1

2 kt2兹
2
2 + 1

2 kt3(兹1 - 兹2) 2 + m1gy1c + m2gy2c . (2)

图 1摇 两盘转子模型

Fig. 1摇 Model of rotor system

根据 Lagrange 函数和 Lagrange 方程:
摇 摇 L = T - V, (3)

摇 摇 d
dt

鄣L
鄣q·( )

k

- 鄣L
鄣qk

= Qi, (4)

可求得系统的运动方程为

摇 摇 m1x1 + c1x·1 + kx1x1 + c3(x·1 - x·2) + kx3(x1 - x2) =

摇 摇 摇 摇 m1e1(准
·2

1cos 准1 + 准1sin 准1) + Fx1, (5a)
摇 摇 m1y1 + c1y·1 + ky1y1 + c3(y·1 - y·2) + ky3(y1 - y2) =

摇 摇 摇 摇 m1e1(准
·2

1sin 准1 - 准1cos 准1) + Fy1 - m1g, (5b)

摇 摇 (J1 + m1e21)准1 + ct1准
·

1 + kt1兹1 + ct3(准
·

1 - 准
·

2) + kt3(兹1 - 兹2) =
摇 摇 摇 摇 m1e1(x1sin 准1 - (y1 + g)cos 准1) + Mt1, (5c)
摇 摇 m2x2 + c2x·2 + kx2x2 + c3(x·2 - x·1) + kx3(x2 - x1) =

摇 摇 摇 摇 m2e2(准
·2

2cos 准2 + 准2sin 准2) + Fx2, (5d)
摇 摇 m2y2 + c2y·2 + ky2y2 + c3(y·2 - y·1) + ky3(y2 - y1) =

摇 摇 摇 摇 m2e2(准
·2

2sin 准2 - 准2cos 准2) + Fy2 - m2g, (5e)
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摇 摇 (J2 + m2e22)准2 + ct2准
·

2 + kt2兹2 + ct3(准
·

2 - 准
·

1) + kt3(兹2 - 兹1) =
摇 摇 摇 摇 m2e2(x2sin 准2 - (y2 + g)cos 准2) + Mt2, (5f)

其中, mi,Ji,Fxi,Fyi 和Mti 分别为第 i个盘的等效圆盘质量、转动惯量、在 x方向和 y方向的外力

和外转矩( i = 1,2) . kx j,ky j,cj,ct j,kt j 分别为 x方向和 y方向的弯曲刚度、阻尼系数、扭转刚度系

数( j = 1,2,3) .
引入无量纲化参数变换:
摇 摇 X1 = x1 / c, Y1 = y1 / c, X2 = x2 / c, Y2 = y2 / c, 子 = 棕t,

其中 棕 为激励频率. 则运动方程(5)变为

摇 摇

X 义
1 + c11X 忆

1 + kx11X1 + c12(X 忆
1 - X 忆

2 ) + kx12(X1 - X2) =

摇 摇 E1((1 + 兹 忆
1) 2cos 准1 + 兹 义

1sin 准1) +
Fx1

m1棕2c
,

Y 义
1 + c11Y 忆

1 + ky11Y1 + c12(Y 忆
1 - Y 忆

2 ) + ky12(Y1 - Y2) =

摇 摇 E1((1 + 兹 忆) 2sin 准1 - 兹 义
1cos 准1) +

Fy1

m1棕2c
- G1,

兹 义
1 + ct11兹

忆
1 + kt11兹1 + ct12(兹

忆
1 - 兹 忆

2) + kt12(兹1 - 兹2) =

摇 摇 E2(X 义
1 sin 准1 - Y 义

1 cos 准1) +
Mt1

(J1 + m1e21)棕2 - G2cos 准1 - ct11,

X 义
2 + c21X 忆

2 + kx21X2 + c22(X 忆
2 - X 忆

1 ) + kx22(X2 - X1) =

摇 摇 E3((1 + 兹 忆
2) 2cos 准2 + 兹 义

2sin 准2) +
Fx2

m2棕2c
,

Y 义
2 + c21Y 忆

2 + ky21Y2 + c12(Y 忆
2 - Y 忆

1 ) + ky22(Y2 - Y1) =

摇 摇 E3((1 + 兹 忆
2) 2sin 准2 - 兹 义

2cos 准2) +
Fy2

m2棕2c
- G1,

兹 义
2 + ct21兹

忆
1 + kt21兹1 + ct22(兹

忆
2 - 兹 忆

1) + kt22(兹2 - 兹1) =

摇 摇 E4(X 义
2 sin 准2 - Y 义

2 cos 准2) +
Mt2

(J2 + m2e22)棕2 - G4cos 准2 - ct21

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(6)

其中用到如下无量纲参数:

摇 摇 kx11 =
kx1

m1棕2, kx12 =
kx3

m1棕2, c11 =
c1

m1棕
, c12 = c忆

m1棕
, E1 =

e1
c , E2 =

m1e1c
J1 + m1e21

,

摇 摇 G1 = g
棕2c

, G2 =
m1e1g

(J1 + m1e21)棕2, kt11 =
kt1

(J1 + m1e21)棕2, kt12 =
kt3

(J1 + m1e21)棕2,

摇 摇 ct11 =
ct1

(J1 + m1e21)棕
, ct12 =

ct3
(J1 + m1e21)棕

, kx21 =
kx2

m2棕2, kx22 =
kx3

m2棕2,

摇 摇 c21 =
c2

m2棕
, c22 =

c3
m2棕

, E3 =
e2
c , E4 =

m2e2c
J2 + m2e22

, G4 =
m2e2g

(J2 + m2e22)棕2,

摇 摇 kt21 =
kt2

(J2 + m2e22)棕2, kt22 =
kt3

(J2 + m2e22)棕2, ct21 =
ct2

(J2 + m2e22)棕
,
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摇 摇 ct22 =
ct3

(J2 + m2e22)棕
, ky11 =

ky1

m1棕2, ky12 =
ky3

m1棕2, ky21 =
ky2

m2棕2, ky22 =
ky3

m2棕2,

摇 摇 Mt1 = Mt11 + Mt12sin
自子( )棕

.

(7)
方程(6)是转子系统的非线性方程, 可以采用平均法分析系统的动态行为[11] . 引入下列

变换:

摇 摇

x1 = z1, x·1 = z2,

y1 = z3, y·1 = z4,

兹1 = z5, 兹
·

1 = z6,

x2 = z7, x·2 = z8,

y2 = z9, y·2 = z10,

兹2 = z11, 兹
·

2 = z12

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

(8)

系统变为典则形式:

z·1

z·2

z·3

z·4

z·5

z·6

z·7

z·8

z·9

z·10

z·11

z·

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

12

=

z2
- ( - J1 - m1e21)

J1
( - (kx11 + kx12) z1 + kx12 z7) -

( - J1 - m1e21)e1cos 准1

J1c
+ 着f2

z4

- G1 - (ky11 + ky12) z3 + ky12 z9 +
e1sin 准1

c + 着f4

z6
(J1 + m1e21)

J1

Mt11

(J1 + m1e21)棕2 - (kt11 + kt12) z5 + kt12 z
æ

è
ç

ö

ø
÷

11
+ 着f6

z8
- ( - J2 - m2e22)

J2
(kx22 z1 - (kx21 + kx22) z7) -

( - J2 - m2e22)e2cos 准2

J2c
+ 着f8

z10

- G3 + ky22 z3 - (ky21 + ky22) z9 +
e2
c sin 准2 + 着f10

z12
(J2 + m2e22)

J2

Mt2

(J2 + m2e22)棕2 + kt22 z5 - (kt21 + kt22) z
æ

è
ç

ö

ø
÷

11
+ 着f

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï12

,

(9)
其中非线性力详见附录.

2摇 解析解计算

方程(9)的线性方程为
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z·1

z·2

z·3

z·4

z·5

z·6

z·7

z·8

z·9

z·10

z·11

z·

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

12

=

z2
- ( - J1 - m1e21)

J1
( - (kx11 + kx12) z1 + kx12 z7) -

( - J1 - m1e21)e1cos 准1

J1c
z4

- (ky11 + ky12) z3 + ky12 z9 +
e1sin 准1

c
z6

(J1 + m1e21)
J1

( - (kt11 + kt12) z5 + kt12 z11)

z8
- ( - J2 - m2e22)

J2
(kx22 z1 - (kx21 + kx22) z7) -

( - J2 - m2e22)e2cos 准2

J2c
z10

ky22 z3 - (ky21 + ky22) z9 +
e2
c sin 准2

z12
(J2 + m2e22)

J2
(kt22 z5 - (kt21 + kt22) z11

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï)

, (10)

方程(10)可以简化为

摇 摇 dz
dt = Az + f(酌t) . (11)

其中 A 只含有质量和刚度而不含有阻尼和非线性力.
故其齐次部分的特征方程只有简单的纯虚根: 依 i棕1, 依 i棕2, 依 i棕3, 依 i棕4, 依 i棕5, 依 i棕6,

方程(11)齐次部分的特解为

摇 摇
Remi(棕 i t) = Pmisin(棕 i t) - Qmicos(棕 i t),
Immi(棕 i t) = Pmisin(棕 i t) + Qmicos(棕 i t

{ ),
(12)

其中 Pmi 和 Qmi 为实数.
方程(11)齐次部分的共轭方程组为

摇 摇 dy
dt = - ATy, (13)

其中 AT 为 A 的转置方程.
方程(13)的特解为

摇 摇
Re忆

mn(棕 n t) = Cmncos(棕 n t) - Dmnsin(棕 n t),

Im忆
mn(棕 n t) = Cmnsin(棕 n t) + Dmncos(棕 n t)

{ .
(14)

引入下列变换:
摇 摇 zs = A1 Res1(兹1) + z*s 摇 摇 ( s = 3,4,9,10), (15)
摇 摇 zk = A2 Rek2(兹2) + z*k 摇 摇 (k = 3,4,9,10), (16)
摇 摇 z j = A3 Res3(兹3) + z*j 摇 摇 ( j = 5,6,11,12), (17)

其中, Remi = Pmicos 兹 i - Qmisin 兹 i(m = s, i = 1; m = k, i = 2; m = j, i = 3),并且 z*s , z*k , z*j 为
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方程(10) 的特解. 当 Ai = const, d兹 i / dt = 棕 i( i = 1,2,3), 方程(15)、 (16)和(17)为方程(10)
的通解. 故

摇 摇
dRemi(兹 i)

d兹 i
= - Immi(兹 i), 移

q

i = 1
ai Immi(兹 i) = - 移

n

茁 = 1
am 茁移

q

i = 1
ai Remi(兹 i)

(m = s, i = 1; m = k, i = 2; m = j, i = 3) .
如果 Ai 屹 const,d兹 i / dt屹 棕 i( i = 1,2,3), 将方程(15)、(16)和(17)代入方程(10)可以得

到:

摇 摇
dA1

dt Res1(兹1) - Ims1(兹1)
d兹1

dt - 姿æ
è
ç

ö
ø
÷

1 = 着f s, (18)

摇 摇
dA2

dt Rek2(兹2) - Imk2(兹2)
d兹2

dt - 姿æ
è
ç

ö
ø
÷

2 = 着fk, (19)

摇 摇
dA3

dt Re j3(兹3) - Im j3(兹3)
d兹3

dt - 姿æ
è
ç

ö
ø
÷

3 = 着f j . (20)

方程(12)和(14)存在正交性:

摇 摇
移
m

Remi(兹 i)Re忆
mn(兹 n) = 移

m
Immi(兹 i)Im忆

mn(兹 n) = 0,

移
m

Remi(兹 i)Im忆
mn(兹 n) = 啄 in, 移

m
Immn(兹 i)Re忆

mn(兹 n) = - 啄 in

{
,

(21)

其中

摇 摇 啄 in = 驻i ( i = n),
0 ( i 屹 n){ .

以 Im忆
mn(兹 n) 和 Re忆

mn(兹 n) 分别乘方程(18)、(19)和(20),再将 m 从 1 ~ 4 求和,则可得方

程的标准形式

摇 摇

dA1

dt = 着 1
驻1
移

s
f sRe忆

s1(兹1) = 着鬃1(A,兹),

d兹1

dt = 姿1 - 着 1
驻1A1

移
s
f sIm忆

s1(兹1) = 姿1 - 着鬃*
1 (A,兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(22)

摇 摇

dA2

dt = 着 1
驻1
移

k
fkRe忆

k2(兹2) = 着鬃2(A,兹),

d兹2

dt = 姿2 - 着 1
驻2A2

移
k
fk2 Im

忆
k2(兹2) = 姿2 - 着鬃*

2 (A,兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(23)

摇 摇

dA3

dt = 着 1
驻3
移

j
f jRe忆

j3(兹3) = 着鬃3(A,兹),

d兹3

dt = 姿3 - 着 1
驻3A3

移
j
f jIm忆

j3(兹3) = 姿3 - 着鬃*
3 (A,兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(24)

其中, 驻1 = 移
s

Res1Re忆
s1,驻2 =移

k
Rek2Re忆

k2,驻3 =移
k

Rek3Re忆
k3,姿1 和 姿2 是系统的前两阶弯曲固

有频率,姿3 是第一阶扭转固有频率.
方程(10)的齐次部分的特解为

摇 摇 Re1k = cos(姿 k t),

摇 摇 Re7k =
( - 姿2

1J1 + J1kx11 + J1kx12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)cos(姿 k t)
kx12(J1 + m1e21)

,
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摇 摇 Re2k = - 姿1sin(姿 k t),

摇 摇 Re8k =
- 姿1( - 姿2

1J1 + J1kx11 + J1kx12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)sin(姿 k t)
kx12(J1 + m1e21)

,

摇 摇 Re3k = cos(姿 k t), Re9k =
( - 姿2

2 + ky11 + ky12)cos(姿 k t)
ky12

,

摇 摇 Re4k = - 姿2sin(姿 k t), Re10k =
- 姿2( - 姿2

2 + ky11 + ky12)sin(姿 k t)
ky12

,

摇 摇 Re53 = cos(姿3 t),

摇 摇 Re113 =
( - 姿2

3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)cos(姿3 t)
kt12(J1 + m1e21)

,

摇 摇 Re63 = - 姿3sin(姿3 t),

摇 摇 Re123 =
- 姿3( - 姿2

3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)sin(姿3 t)
kt12(J1 + m1e21)

,

摇 摇 Im1k = sin(姿 k t),

摇 摇 Im7k =
( - 姿2

1J1 + J1kx11 + J1kx12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)sin(姿 k t)
kx12(J1 + m1e21)

,

摇 摇 Im2k = 姿1cos(姿 k t),

摇 摇 Im8k =
姿1( - 姿2

1J1 + J1kx11 + J1kz12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)cos(姿 k t)
kx12(J1 + m1e21)

,

摇 摇 Im3k = sin(姿 k t), Im9k =
( - 姿2

2 + ky11 + ky12)sin(姿 k t)
ky12

,

摇 摇 Im4k = 姿1cos(姿 k t), Im10k =
姿2( - 姿2

2 + ky11 + ky12)cos(姿 k t)
ky12

,

摇 摇 Im53 = sin(姿3 t),

摇 摇 Im113 =
( - 姿2

3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)sin(姿3 t)
kt12(J1 + m1e21)

,

摇 摇 Im63 = 姿3cos(姿3 t),

摇 摇 Im123 =
姿3( - 姿2

3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)cos(姿3 t)
kt12(J1 + m1e21)

,

其中, Re 是解的实部, Im 是解的虚部.
同样,方程(10)共轭方程齐次部分的特解为

摇 摇 Re忆
1k = cos(姿 k t),

摇 摇 Re忆
7k =

J2( - 姿2
1J1 + J1kx11 + J1kx12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)cos(姿 k t)

kx22J1(J2 + m2e22)
,

摇 摇 Re忆
2k = -

sin(姿 k t)
姿1

,

摇 摇 Re忆
8k =

(姿2
1J1 - J1kx11 - J1kx12 - m1e21kx11 - m1e21kx12)J2sin(姿 k t)

姿1kx22J1(J2 + m2e22)
,
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摇 摇 Re忆
3k = cos(姿 k t), Re忆

9k =
- (姿2

2 - ky11 - ky12)cos(姿 k t)
ky22

,

摇 摇 Re忆
4k = -

sin(姿 k t)
姿2

, Re忆
10k =

(姿2
2 - ky11 - ky12)sin(姿 k t)

姿2ky22

,

摇 摇 Re忆
53 = cos(姿3 t),

摇 摇 Re忆
113 =

J2( - 姿2
3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)cos(姿3 t)

kt22J1(J2 + m2e22)
,

摇 摇 Re忆
63 = -

sin(姿3 t)
姿3

,

摇 摇 Re忆
123 =

(姿2
3J1 - J1kt11 - J1kt12 - m1e21kt11 - m1e21kt12)J2sin(姿3 t)

姿3kt22J1(J2 + m2e22)
,

摇 摇 Im忆
1k = sin(姿 k t),

摇 摇 Im忆
7k =

J2( - 姿2
1J1 + J1kx11 + J1kx12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)sin(姿1 t)

kx22J1(J2 + m2e22)
,

摇 摇 Im忆
2k =

cos(姿 k t)
姿1

,

摇 摇 Im忆
8k =

J2( - 姿2
1J1 + J1kx11 + J1kx12 + m1e21kx11 + m1e21kx12)cos(姿1 t)

姿1kx22J1(J2 + m2e22)
,

摇 摇 Im忆
3k = sin(姿 k t), Im忆

9k =
- (姿2

2 - ky11 - ky12)sin(姿2 t)
ky22

,

摇 摇 Im忆
4k =

cos(姿 k t)
姿2

, Im忆
10k =

- (姿2
2 - ky11 - ky12)cos(姿2 t)

姿2ky22

,

摇 摇 Im忆
53 = sin(姿3 t),

摇 摇 Im忆
113 =

J2( - 姿2
3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)sin(姿3 t)

kt22J1(J2 + m2e22)
,

摇 摇 Im忆
63 =

cos(姿3 t)
姿3

,

摇 摇 Im忆
123 =

J2( - 姿2
3J1 + J1kt11 + J1kt12 + m1e21kt11 + m1e21kt12)cos(姿3 t)

姿3kt22J1(J2 + m2e22)
,

其中, Re忆 是解的实部, Im忆 是解的虚部.
为解方程(22)、(23)和(24)应用平均法,引入 K鄄B 变换

摇 摇
Ak = ak + 着Uk( t,y,谆),
兹 k = 姿 k + 谆k + 着Vk( t,y,谆

{ ),
(25)

摇 摇

dak

dt = 着Yk(y,谆) + 着2Y*
k ( t,y,谆,着),

d谆k

dt = 姿 k - 棕 + 着Zk(y,谆) + 着2Z*
k ( t,y,谆,着)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(26)

在次同步和组合共振情况下, 姿1,棕 和 姿3 的关系为

摇 摇 姿3 - v / 棕 = 着滓, 姿1 + 姿3 抑1.
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应用平均法,系统的第一阶近似解为

摇 摇

da1

d子 = f11sin(谆1) + f12sin(谆1 + 谆3) + f13cos(谆1 + 谆3) + f14,

a1
d谆1

d子 = f101cos(谆1) + f102cos(谆1 + 谆3) + f103sin(谆1 + 谆3) + f104,

da3

d子 = f31cos(谆3) + f32sin(谆1 + 谆3) + f33cos(谆1 + 谆3) + f34,

a3
d谆3

d子 = f301sin(谆3) + f302cos(谆1 + 谆3) + f303sin(谆1 + 谆3) + f304

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(27)

其中

摇 摇
f101 = f11, f102 = f12,
f103 = - f13, f301 = - f31,
f302 = f32, f303 = - f33

ì

î

í

ïï

ïï .
令

摇 摇

F1 = ( f 2
12 + f 2

13) 1 / 2,

cos 渍1 =
f12
F1

, sin 渍1 =
f13
F1

,

F3 = ( f 2
32 + f 2

33) 1 / 2,

cos 渍2 =
f33
F3

, sin 渍2 =
f32
F3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ,

(28)

方程(27)可变换为

摇 摇

da1

d子 = f11sin(谆1) + F1sin(谆1 + 谆3 + 渍1) + f14,

a1
d谆1

d子 = f11cos(谆1) + F1cos(谆1 + 谆3 + 渍1) + f104,

da3

d子 = f31cos(谆3) + F3cos(谆1 + 谆3 - 渍2) + f34,

a3
d谆3

d子 = - f31sin(谆3) - F3sin(谆1 + 谆3 - 渍2) + f304

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(29)

方程(29)的定常解满足下列方程:

摇 摇

f11sin(谆1) + F1sin(谆1 + 谆3 + 渍1) = - f14,
f11cos(谆1) + F1cos(谆1 + 谆3 + 渍1) = - f104,
f31cos(谆3) + F3cos(谆1 + 谆3 - 渍2) = - f34,
f31sin(谆3) + F3sin(谆1 + 谆3 - 渍2) = f304

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(30)

从方程(30)可以得到分岔方程

摇 摇
G1 = cos2(谆1) + sin2(谆1) - 1 = 0,

G3 = cos2(谆3) + sin2(谆3) - 1 = 0{ .
(31)

结构参数如下:
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摇 摇

e1 = 5 伊 10 -5 m, e2 = 5 伊 10 -5 m, J2 = 10 000 kg·m2,

J1 = (1 / 8) 伊 10 000 kg·m2, m2 = 30 000 kg, m1 = 9 400 kg,

c = 7 伊 10 -4 m, g = 9. 8 m / s2, 棕 = 314 rad / s,
kx3 = 1. 55 伊 109 N / m, kx2 = 1. 51 伊 109 N / m,

kx1 = 1. 6 伊 109 N / m, ky3 = 1. 6 伊 109 N / m,

ky2 = 1. 7 伊 109 N / m, ky1 = 1. 8 伊 109 N / m,

kt1 = 1. 7 伊 107 N / m, kt2 = 1. 7 伊 107 N / m, kt3 = 1. 7 伊 107N / m,

C1 = 10 000 N·s / m, C2 = 10 000 N·s / m, C3 = 10 000 N·s / m,
C t1 = 3 000 N·s / m, C t2 = 3 000 N·s / m, C t3 = 3 000 N·s / m,

fx1 = 0, fy1 = 0, fx2 = 0, fy2 = 0, Mt11 = 0. 9 伊 105 N·m,

Mt12 = 104 N·m, Mt2 = - 105 N·m, Mt1 = Mt11 + Mt12 伊 sin(自t / 棕

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ),

(32)

系统的响应曲线如图 2 所示.

(a) 弯曲响应曲线 (b) 扭转响应曲线

(a) Response curve of bending direction (b) Response curve of torsional direction
图 2摇 发电机幅频响应曲线

Fig. 2摇 Response curves of generator

以往的文献指出,在系统发生次同步谐振的情况下,转子轴系的扭转振动幅值会大幅增

加,因此需要研究扭转振动. 我们的结果如图 2 可知:在次同步谐振和组合共振的双重作用下,
系统的弯曲振动幅值和扭转振动幅值都有大幅增加,在此种情况下必须要考虑轴系的弯扭耦

合振动.

3摇 两个状态变量的奇异性分析

引入下列变换

摇 摇 姿3 - 自 / 棕 = 姿,
方程(31)可变换为

摇 摇 G1 = 茁1a4
1 + (茁2姿2a2

3 + 茁3a2
3 + 茁0)a2

1 +
摇 摇 摇 摇 a4

3(茁4姿4 + 茁5姿2 + 茁6) + a2
3(茁7姿2 + 茁8) + 茁9, (33)

摇 摇 G3 = (琢1姿2 + 琢2姿 + 琢3)a4
1 + ((琢4姿 + 琢5姿3 + 琢6姿2 + 琢7)a2

3 + 琢8姿2 +
摇 摇 摇 摇 琢9姿 + 琢10)a2

1 + (琢11姿 + 琢12姿3 + 琢13姿2 + 琢14 + 琢15姿4)a4
3 +
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摇 摇 摇 摇 (琢16姿 + 琢17姿3 + 琢18姿2 + 琢19)a2
3 + 琢20姿2 + 琢21姿 + 琢22, (34)

其中, a1 和 a3 是状态变量,姿 是分岔参数,茁9,琢22 是开折参数.

摇 摇 图 3摇 转迁集

摇 摇 Fig. 3摇 The transition sets

两个状态变量的转迁集为[12鄄13]:

摇 摇

{B = 琢 沂 Rk:埚( z,姿),
摇 使得 G( z,姿,琢) = 0,
摇 rank (DG) z,姿,琢 臆 }1 ,

{H = 琢 沂 Rk:埚( z,姿),
摇 使得 G( z,姿,琢) = 0,
摇 v 屹0, (dG) z,姿,琢·v = 0,

摇 (d2G) z,姿,琢(v,v)沂
摇 range(dG) z,姿, }琢 ,

{D = 琢 沂 Rk:埚( z1,z2,姿),
摇 使得 z1 屹 z2G( zi,姿,琢) = 0,
摇 det (dG) zi,姿,琢 = 0, i = 1, }2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(35)

(a) 区域淤内的分岔图 (b) 区域于内的分岔图

(a) The bifurcation diagram in region 淤 (b) The bifurcation diagram in region 于

(c) 区域盂内的分岔图 (d) 区域榆内的分岔图

(c) The bifurcation diagram in region 盂 (d) The bifurcation diagram in region 榆
图 4摇 不同保持域内的分岔图

Fig. 4摇 The bifurcation diagrams in different persistent regions

由方程(33) ~方程(35),转迁集可以描述为如图 3,并且在不同保持域上的分岔图在图 4
中给出.

从图 3 可以推出:转迁集将参数平面分为 4 个不同的保持域,分岔图在不同的保持域上不
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同. 从图 4 中可以得出:在参数平面内系统有 4 种不同的分岔模式,这为系统的动力学分析和

设计提供了理论指导.

4摇 数 值 仿 真

4. 1摇 非组合共振情况

在次同步和非组合共振情况下,系统参数满足如下情况:
摇 摇 姿3 - 自 / 棕 = 着滓, 姿1 + 姿3 - 1 屹 0,

系统的结构参数选取如下:

摇 摇

e1 = 5 伊 10 -5 m, e2 = 5 伊 10 -5 m, J2 = 10 000 kg·m2,

J1 = (1 / 8) 伊 10 000 kg·m2, m2 = 30 000 kg, m1 = 9 400 kg,

c = 7 伊 10 -4 m, g = 9. 8 m / s2, 棕 = 314 rad / s,
kx3 = 1. 55 伊 109 N / m, kx2 = 1. 51 伊 109 N / m, ky3 = 1. 6 伊 109 N / m,

ky2 = 1. 7 伊 109 N / m, ky1 = 1. 8 伊 109 N / m, kt1 = 1. 7 伊 107 N / m,

kt2 = 1. 7 伊 107 N / m, kt3 = 1. 7 伊 107 N / m,

C1 = 10 000 N·s / m, C2 = 10 000 N·s / m, C3 = 10 000 N·s / m,
C t1 = 3 000 N·s / m, C t2 = 3 000 N·s / m, C t3 = 3 000 N·s / m,

fx1 = 0, fy1 = 0, fx2 = 0, fy2 = 0, Mt11 = 0. 9 伊 105 N·m,

Mt12 = 104 N·m, Mt2 = - 105 N·m, Mt1 = Mt11 + Mt12 伊 sin 自t( )棕

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(36)

数值计算结果如图 5 所示.
从图 5 可以得出:在次同步和非组合共振情况下,在扭转固有频率附近扭转振动的振幅大

幅增加,并且弯曲振幅有 2 个峰值,其中一个是由扭转的固有频率引起的弯曲振幅的变化,另
一个是由非共振因素 1 - 姿1 引起的. 在 姿1 + 姿3 - 1 趋近于0 的过程中,弯曲振动的振幅将越来

越大. 次同步组合共振会发生在 姿1 + 姿3 抑1 的情况下.
4. 2摇 组合共振情况

在次同步组合共振的情况下,系统满足

摇 摇 姿3 - 自 / 棕 = 着滓, 姿1 + 姿3 抑1,

(a) 弯曲响应曲线 (b) 扭转响应曲线

(a) Response curve of the bending direction (b) Response curve of the torsional direction
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(c) 弯曲频谱 (d) 扭转频谱

(c) Spectrum curve of the bending direction (d) Spectrum curve of the torsional direction
图 5摇 次同步非组合共振发电机的幅频特性曲线和频谱曲线

Fig. 5摇 Response curve and spectrum curve of generator for the case of
sub鄄synchronous resonance and uncombined resonance

(a) 弯曲方向响应曲线 (b) 扭转方向响应曲线

(a) Response curve of the bending direction (b) Response curve of the torsional direction

(c) 弯曲频谱 (d) 扭转频谱

(c) Spectrum curve of the bending direction (d) Spectrum curve of the torsional direction
图 6摇 次同步组合共振发电机的幅频特性曲线和频谱曲线

Fig. 6摇 Response curve and spectrum curve of generator for the case of
sub鄄synchronous resonance and combined resonance

系统结构参数选取如方程(32),次同步组合共振发电机的幅频特性曲线和频谱曲线,如图 5
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所示.
由图 6 可以得出:当发生次同步组合共振和次同步非组合共振时,扭转振动的变化是很大

的,在次同步非组合共振的情况下,弯曲振动会出现 2 个小峰值,第 1 个峰值是由于弯扭耦合

作用中次同步振动发生引起的扭转振动增加而引起的弯曲振动. 第 2 个峰值:由频谱分析可

得,在弯曲振动的频率成分中会有激励频率加减扭固有转振动的频率成分. 也是由弯扭耦合引

起的. 在次同步组合共振的情况下,两个峰值重合,并且重合的峰值比非组合共振时两个峰值

的和还要大很多,在次同步组合共振情况下,将可能引发严重的故障,应当引起高度的重视. 在
加速和减速两种情况下,系统的弯曲振动响应曲线会略有不同,扭转振动共振曲线基本相同.

5摇 结摇 摇 论

本文建立了低发转子系统弯扭的非线性模型. 经过分析得到结论如下.
1) 偏心是引起弯扭耦合的原因之一,因此应尽量减小不平衡量以降低弯扭耦合的影响.
2) 在次同步组合共振的情况下,不仅引起扭转振动的变化,而且也引起弯曲振动的变化,

仅考虑在次同步情况下对轴系扭转的影响是不全面的.
3) 在次同步非组合共振时,弯曲振动会出现两个峰值,其中一个是由扭转的固有频率引

起的弯曲振幅的变化,另一个是由非共振因素 1 - 姿1 引起的(见图 5(a)),且比非次同步情况

略大,此结果为故障诊断提供了一种识别方法.
4) 在组合共振情况下,弯曲振动会剧烈增加,快速 Fourier 变换显示,弯曲振动固有频率

成分大幅增加. 弯曲振动与扭转振动能量交换通道打开. 应该尽量避免设计上出现此种情况.
5) 在转迁集的不同参数区间内,系统的动态行为不同. 为动力学分析和设计提供了指导.
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Study on Combined Resonance of Low Pressure
Cylinder鄄Generator Rotor System With

Bending鄄Torsion Coupling

LI Jun,摇 CHEN Yu鄄shu
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, P. R. China)

Abstract: The nonlinear model of the low pressure cylinder鄄generator rotor system was presen鄄
ted for the study of sub鄄synchronous resonance and combined resonance. Analytical results
were obtained by the averaging method. The transition sets and bifurcation diagrams were ob鄄
tained by the singularity theory for two鄄state variable system. The bifurcation characteristics
were analyzed, which can provide a basis for the optimal design and fault diagnosis of the rotor
system. Finally, the theoretical results are verified by the numerical results.

Key words: bending鄄torsion coupling vibration of rotor systems; sub鄄synchronous resonance;
nonlinear dynamics of rotor; combined resonance of bending鄄torsion coupling vi鄄
bration
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