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粘滑混合边界条件下平面
边界前的 Stokes 流动
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摘要:摇 对具有粘滑混合边界条件的平面边界,建立一个 Stokes 流动的一般性定理,利用双调和函

数 A与调和函数 B, 表示了 3 维 Stokes 流动的速度场和压力场. 关于无滑动平面边界前 Stokes 流动

的早期定理,成为该一般性定理的一个特例. 进一步地,从一般性定理导出了一个推论,根据该

Stokes 流函数,给出了粘滑边界条件时刚性平面轴对称 Stokes 流动问题的解,得到了流体作用在边

界上的牵引力和扭矩公式. 给出了一个说明性的例子.
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引摇 摇 言

最近,文献[1]给出了 Stokes 流动中速度场和压力场的表示方法,比 Happel 和 Brenner 在
文献[2]中的结果更为普遍;利用该表示方法陈述并证明了,无滑动平面边界前稳态 Stokes 流

动的一般性定理. 此外,文献[3]所给出的平面边界前轴对称 Stokes 流动的 Colllins 定理,正是

该定理的一个特殊情况. 另外可以注意到,同样的一般定理求解低速粘性运动诱导的奇异性问

题;边界无滑动刚性平面前半无限粘性流体的运动,是一般性定理的又一个特例,Aderogba[4]

提出了在两个互不相溶的半无限不可压缩粘性流体中,运动在其中一个流体中出现的奇异性.
相关地,Padmavathi 等[5]在一般的非轴对称 Stokes 流动中,使用另一种速度场和压力场的表示

方法[6],对一个具有粘滑混合边界条件的球体问题,给出了其解的公式. 在这方面,Schmitz 和

Felderhof 在文献[7]中的研究值得关注:低速粘性流体流过具有相同边界条件球体时的运动.
Raja Sekhar 等[8]及 Palaniappan 和 Daripa[9鄄10]就一个具有粘滑混合边界条件的圆形边界,考虑

了其 2 维低速粘性流体的运动. 本文,我们使用文献[1]的表示法导出一般性定理,就具有粘

滑混合边界条件的平面边界,求解其 3 维低速粘性流体的运动问题.

1摇 基 本 理 论

不可压缩粘性流体作低速运动时的 Stokes 方程为
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摇 摇 滋 Ñ
2q = grad p, div q = 0, (1)

其中, q 为流体速度,p 为流体压力,滋 为粘性系数,Ñ
2 为 Laplace 算子.

根据 Akhtar,Rahman 和 Sen[1]的建议,在柱面坐标系 (籽,准,z) 中,Stokes 方程(1)的通解

可以表达如下:
摇 摇 q = curl curl(ezA) + curl(ezB), (2)

摇 摇 p = p0 + 滋 鄣
鄣z(Ñ

2A), (3)

这里摇 摇 Ñ
4A = 0, Ñ

2B = 0. (4)
其中, ez 为 z轴正方向的单位矢量,p0 为一常数. 为了保持分析结果的连贯性,下面给出流体速

度(2)的分量表示:

摇 摇 q籽 = 鄣2A
鄣籽鄣z +

1
籽

鄣B
鄣准, (5)

摇 摇 q准 = 1
籽

鄣2A
鄣准鄣z -

鄣B
鄣籽, (6)

摇 摇 qz = -
1
籽

鄣
鄣籽 籽 鄣A

鄣( )籽 - 1
籽2

鄣2A
鄣准2, (7)

其中, A 为双调和函数,B 为调和函数.
Basset[11]首先提出了粘滑混合边界条件理论,使流体在刚体表面滑过这样一类感兴趣课

题的研究成为可能. 多数作了如下似乎合理的假设:垂直于刚体表面任意点流体的速度分量,
等于同一刚体、同一点速度的法向分量;至于固体表面一点上流体的切向速度,与同一点上产

生的切向应力成比例. 在 Lamb 的水动力学教材中[12],已经提出了刚体表面的滑动理论. 因此,
在一个可移动的不可压缩粘性流体中,当刚性平面边界 z = 0 静止时,根据上述的假设,边界条

件可写为

摇 摇 qz(籽,准,0) = 0, (8)

摇 摇 q准(籽,准,0) = 姿
滋 滓 z 准(籽,准,0), (9)

摇 摇 q籽(籽,准,0) = 姿
滋 滓 z 籽(籽,准,0), (10)

其中, 姿 为滑动摩擦因数;滓 z 准 和 滓 z 籽 为剪应力,根据 Batchelor 的文献[13],它们可取如下形

式:

摇 摇 滓 z 准 = 滋 1
籽

鄣qz

鄣准 +
鄣q准

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

z
, 滓 z 籽 = 滋 鄣q籽

鄣z +
鄣qz

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

籽
. (11)

由速度分量(5) ~ (7)和应力(11), z = 0 平面上的边界条件(8) ~ (10),用 A 和 B 表示为

摇 摇 A = 0, 鄣A
鄣z = 姿 鄣2A

鄣z2
, B = 姿 鄣B

鄣z . (12)

出于第 3 节中使用的考虑,我们现在感兴趣的是,与 Stokes 方程的解(2)和(3)相容的,关
于 Laplace 方程 Ñ

2B = 0 与双调和方程Ñ
4A = 0 有关的解. 根据 Sneddon 的文献[14],方程 Ñ

2B
= 0 的通解,在轴 籽 = 0 上有限,据此

摇 摇 B = 移
m
移

n
(琢mnen z + 茁mne -n z)Jm(n 籽)Sn(m准), (13)

其中
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摇 摇 Jm(n 籽) = 移
肄

r = 0
( - 1) r 1

r! 祝(m + r + 1)
n 籽( )2

m+2r
(14)

为 m 阶的第一类 Bessel 函数,且
摇 摇 Sn(m准) = 酌mncos(m准) + 啄mnsin(m准), (15)

又根据 Stimson 和 Jeffery 的文献[15]可知,若 A1 = A1(籽,准,z) 是 Laplace 方程 Ñ
2A1 = 0 的一个

解,则 A2(籽,准,z) = zA1(籽,准,z) 是双调和方程Ñ
4A2 = 0 的一个解.

2摇 定摇 摇 理

假定在一个无界的不可压缩粘性流体中,双调和函数 A0(籽,准,z) 与调和函数 B0(籽,准,z)
表示 3 维的低速运动,且其奇异性出现在 z 逸0 区域. 若平面 z = 0 为粘滑边界,在相同区域上

一个新的流动,可以用下面的双调和函数与调和函数来描绘:
摇 摇 A = A0(籽,准,z) - A0(籽,准, - z) +

摇 摇 摇 摇 1
2姿 zez / (2姿)乙肄

z
e -z / (2姿) 2 鄣

鄣z A0(籽,准, - z) - z Ñ
2A0(籽,准, - z( )) dz, (16)

摇 摇 B = B0(籽,准,z) + B0(籽,准, - z) - 2
姿 ez / 姿乙肄

z
e -z / 姿B0(籽,准, - z)dz . (17)

证明摇 假设不考虑刚性边界时,初始流动为

摇 摇 A0 = 移
肄

n = 1
(anen z + bnzen z)wn(籽,准), (18)

摇 摇 B0 = 移
肄

n = 1
cnen zsn(籽,准), (19)

其中

摇 摇 wn(籽,准) = 移
n

m = 0
Jm(n 籽)(Amncos(m准) + Bmnsin(m准)), (20)

摇 摇 sn(籽,准) = 移
n

m = 0
Jm(n 籽)(Cmncos(m准) + Dmnsin(m准)) . (21)

假定存在粘滑平面 z = 0 的新流场取如下形式:

摇 摇 A = A0 + 移
肄

n = 1
(a忆

ne -n z + b忆
nze -n z)wn(籽,准), (22)

摇 摇 B = B0 + 移
肄

n = 1
c忆ne -n zsn(籽,准), (23)

其中求和表达式中,带有未知常数 a忆
n 和 b忆

n 的摄动项需要确定. 若
摇 摇 a忆

n = - an, (24)

摇 摇 b忆
n = - 2n

1 + 2n姿 an - 1 - 2n姿
1 + 2n姿 bn, (25)

摇 摇 c忆n = n姿 - 1
n姿 + 1 cn, (26)

则双调和函数 A 与调和函数 B 满足粘滑混合边界条件(12).
将式(24)和(25)代入式(22),得到

摇 摇 A = A0(籽,准,z) - A0(籽,准, - z) - 移
肄

n = 1

2(nan + bn)
1 + 2姿n ze -n zwn(籽,准), (27)
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则下面可以给出一个闭式的双调和函数. 由双调和函数基(18),导出如下两个重要的结果:

摇 摇 Ñ
2A0(籽,准, - z) = 移

肄

n = 1
2nbne -n zwn(籽,准), (28)

摇 摇 2 鄣
鄣z A0(籽,准 - z) - z Ñ

2A0(籽,准, - z) = - 移
肄

n = 1
2(nan + bn)e -n zwn(籽,准) . (29)

对式(29)两边乘以 e -z / (2姿),然后在区间( z,肄 ) 上对 z 进行积分,得

摇 摇 乙肄
z
e -z / (2姿) 2 鄣

鄣z A0(籽,准, - z) - z Ñ
2A0(籽,准, - z( )) dz =

摇 摇 摇 摇 - 4姿移
肄

n = 1

nan + bn

1 + 2姿n e -(1+2姿n) z / (2姿)wn(籽,准) . (30)

将式(30)代入式(27),得到一个闭式的双调和函数(22):
摇 摇 A = A0(籽,准,z) - A0(籽,准, - z) +

摇 摇 摇 摇 1
2姿 zez / (2姿)乙肄

z
e -z / (2姿) 2 鄣

鄣z A0(籽,准, - z) - z Ñ
2A0(籽,准, - z( )) dz . (31)

现在我们来求闭式的调和函数(23). 将式(26)代入式(23)得到

摇 摇 B = B0(籽,准,z) + B0(籽,准, - z) - 移
肄

n = 1

2
1 + 姿n cne -n zsn(籽,准) . (32)

由调和函数基(19),立即得到

摇 摇 B0(籽,准, - z) = 移
肄

n = 1
cne -n zsn(籽,准), (33)

对式(33)两边乘以 e -z / 姿,然后在区间( z,肄 ) 上对 z 进行积分,得

摇 摇 乙肄
z
e -z / 姿B0(籽,准, - z)dz = 姿移

肄

n = 1

1
1 + 姿n e -(n姿 +1) z / 姿 sn(籽,准) . (34)

将上述结果用于式(32),得到闭式的调和函数(23):

摇 摇 B = B0(籽,准,z) + B0(籽,准, - z) - 2
姿 ez / 姿乙肄

z
e -z / 姿B0(籽,准, - z)dz . (35)

因此,当存在粘滑平面 z = 0 时,双调和函数(31) 与调和函数(35) 组成了 z 逸0 区域中新流场

的解,流场基由 A0(籽,准,z) 和 B0(籽,准,z) 表示. 注意到,式(31) 和(35) 的奇异性,分别就是同

一区域中 A0(籽,准,z) 和 B0(籽,准,z) 的奇异性. 定理证毕.
推论 1摇 对于以 z 轴为轴对称的 Stokes 流动,取

摇 摇 A(籽,准,z) 以 A(籽,z), B(籽,准,z) 以 0, 鬃 = 籽 鄣A
鄣籽,

其中 鬃 为 Stokes 流函数. 然后得到关系式

摇 摇 撰2鬃 = 籽 鄣
鄣籽(Ñ

2A),

其中算子

摇 摇 撰 以 鄣2

鄣籽2 - 1
籽

鄣
鄣籽 + 鄣2

鄣z2

为 Collins 在文献[16]讨论轴对称流动中用到的. 因此由式(31),就可以得到平面 z = 0 前为粘

滑混合边界条件时,轴对称流动的一个 Stokes 流函数公式,
摇 摇 鬃 = 鬃0(籽,z) - 鬃0(籽, - z) +
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摇 摇 摇 摇 1
2姿 zez / (2姿)乙肄

z
e -z / (2姿) 2 鄣

鄣z 鬃0(籽,z) - z撰2鬃0(籽, - z( )) dz . (36)

推论 2摇 对于参数 姿 = 0, 边界条件(12)即简化为无滑动条件. 因此,对于这种情况,由式

(27)和(29)得到

摇 摇 A = A0(籽,准,z) - A0(籽,准, - z) + 2z 鄣
鄣z A0(籽,准, - z) - z2 Ñ

2A0(籽,准, - z), (37)

同样地,由式(32)和(33)得到

摇 摇 B = B0(籽,准,z) - B0(籽,准, - z) . (38)
公式(37)和(38)的结果, 与 Akhtar 等[1] 得到的无滑动平面边界时, 粘性流动的通解公式相

一致.
推论 3摇 当参数 姿 寅 肄,边界条件(12) 变成平面 z = 0 上无剪应力的条件,即

摇 摇 A = 0, 鄣2A
鄣z2

= 0, 鄣B
鄣z = 0. (39)

对于这种情况,式(27)和(32)可分别变为

摇 摇 A = A0(籽,准,z) - A0(籽,准, - z), (40)
摇 摇 B = B0(籽,准,z) + B0(籽,准, - z), (41)

它们表示无剪力边界 z = 0 前的一个 Stokes 流动.

3摇 平面边界上的牵引力和扭矩

流体作用在平面边界 z = 0 上的牵引力 F 和扭矩 T, 可以由下面的基本公式得到

摇 摇 F = 乙肄
籽 = 0
乙 2仔

准 = 0
(滓 z 籽e籽 + 滓 z 准e准 + 滓 z zez) z = 0 籽d 籽d 准, (42)

摇 摇 T = 乙肄
籽 = 0
乙 2仔

准 = 0
(滓 z 准ez - 滓 z ze准) z = 0 籽2d 籽d 准, (43)

其中 滓 z z = - p + 2滋鄣qz / 鄣z[13] 为垂直于 z 平面上的法向应力.
由边界条件(8) ~ (10)、双调和函数(16)与调和函数(17),上述的牵引力和扭矩公式可

以写成如下的标准形式:

摇 摇 F = 滋
姿 乙

肄

籽 = 0
乙 2仔

准 =
{

0
( i cos 准 + j sin 准)q籽(籽,准,0) +

摇 摇 摇 摇 ( - i sin 准 + j cos 准)q准(籽,准,0) + k姿 鄣
鄣z 2 鄣2A

鄣z2
- 3 Ñ

2( )æ
è
ç

ö
ø
÷A

z =
}

0

籽d 准d 籽, (44)

摇 摇 T = 滋
姿 乙

肄

籽 = 0
乙 2仔

准 =
{

0
kq准(籽,准,0) +

摇 摇 摇 摇 姿( i sin 准 - j cos 准) 鄣
鄣z 2 鄣2A

鄣z2
- 3 Ñ

2( )æ
è
ç

ö
ø
÷A

z =
}

0

籽2d 准d 籽 . (45)

特别地,如果 A0 = A0(籽,准,z) 是一个调和函数,则式(44)和(45)可简化为

摇 摇 F = 滋
姿 乙

肄

籽 = 0
乙 2仔

准 =
{

0
( i cos 准 + j sin 准)q籽(籽,准,0) +

摇 摇 摇 摇 ( - i sin 准 + j cos 准)q准(籽,准,0) + k4姿 鄣3

鄣z3
A0(籽,准,z( ))

z =
}

0

籽d 准d 籽, (46)

摇 摇 T = 滋
姿 乙

肄

籽 = 0
乙 2仔

准 =
{

0
kq准(籽,准,0) +
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摇 摇 摇 摇 4姿( i sin 准 - j cos 准) 鄣3

鄣z3
A0(籽,准,z( ))

z =
}

0

籽2d 准d 籽 . (47)

4摇 一个说明性的例子:在平面边界前的旋转子

考虑无边界不可压缩粘性流体,在直角坐标为 (0,0,c) 的一点上, 有强度为 琢 =
(琢 / (8仔滋)) i 的旋转子,其中 i(沿 x 轴正向的单位向量)为旋转子的轴线方向. 然后,按照

Akhtar 等[1]的方法,双调和函数 A0 与调和函数 B0 的相应的表达式,取为

摇 摇 A0 = 琢
8仔滋

1
籽 R1 sin 准, B0 = - 琢

8仔滋
1
籽R1

( z - c)cos 准, (48)

其中 R1 = (籽2 + ( z - c) 2) 1 / 2 . 显然,由 A0 和 B0 描绘的奇异性(旋转子) 出现在 z 逸0 区域;因
此,利用上述定理,得到以平面 z = 0 为边界,在 z 逸0 区域中作低速粘性流动时的双调和函数

A(籽,准,z) 与调和函数 B(籽,准,z) 为

摇 摇 A = 琢
8仔滋

1 {籽 R1 - R2 + 1
姿 zez / (2姿)乙肄

z
e -z / (2姿) z + c

R2
d }z sin 准, (49)

摇 摇 B = 琢
8仔滋

1 {籽 - z - c
R1

+ z + c
R2

- 2
姿 ez / 姿乙肄

z
e -z / 姿 z + c

R2
d }z cos 准, (50)

其中 R2 = (籽2 + ( z + c) 2) 1 / 2 . 通过对比测试[17] 很容易地发现,对于 姿 的有限值,出现在式

(49)和(50)中的广义积分是收敛的;基于上述分析,式(49)和(50)改写为

摇 摇 A = 琢
8仔滋

1 {籽 R1 - R2 + z移
肄

n = 1
2n姿 n-1 鄣n

鄣zn
R }2 sin 准, (51)

摇 摇 B = 琢
8仔滋

1 {籽 - z - c
R1

+ z + c
R2

- 2移
肄

n = 1
姿 n-1 鄣n

鄣zn
R }2 cos 准 . (52)

注意到,式(51)和(52)中含 R2 的项,组成了 z 臆0 区域的映象系统.
最后,分析 z = 0 平面上的牵引力和扭矩. 为此,需要知道在 z = 0 上的速度分量 q籽,q准 的表

达式,以及函数 A0 对 z 的 3 阶导数的表达式;对于 姿 的小值,在区间[0,1)上给出如下:

摇 摇 q籽(籽,准,0) = 琢
8仔 {滋 姿 - 6 1

R3
0
+ 12c2 1

R( )5
0

+ 姿2 90c 1
R5

0
- 120c3 1

R( )7
0

+

摇 摇 摇 摇 姿3 186 1
R5

0
- 1 650c2 1

R7
0
+ 1 680c4 1

R( )9
0

+ o(姿4 }) sin 准, (53)

摇 摇 q准(籽,准,0) = 琢
8仔 {滋 姿6c2 1

R5
0
- 姿230c3 1

R7
0
+

摇 摇 摇 摇 姿3 - 24 1
R5

0
+ 30c2 1

R7
0
+ 210c4 1

R( )9
0

+ 紫(姿4 }) cos 准, (54)

摇 摇 鄣3

鄣z3
A0(籽,准,z( ))

z = 0

= 琢
8仔滋 3c籽 1

R5
0
sin 准, (55)

其中摇 摇 R0 = (籽2 + c2) 1 / 2 .
利用这些结果, 显然可以由式(46)和(47), 得到平面 z = 0 上的牵引力 F = 0 和扭矩 T =

琢i .

5摇 结摇 摇 论

根据调和函数与双调和函数,对于具有粘滑混合边界条件的刚性平面边界,作低速粘性流
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体运动问题,求得以 Stokes 方程解为基础的一般性定理. 在一般性定理的公式中,与这些函数

有关的边界条件,相当方便地简化为所包含的参数 姿 . 特别地,注意到当 姿 = 0, 得到平面边界

无滑动时著名的 Stokes 流动公式;当 姿 寅肄, 得到平面边界无剪应力时的 Stokes 流动. 进一步

地,从一般性定理导出了推论 1,给出了刚性平面前具有粘滑边界条件时的低速轴对称粘性流

动,值得注意是所用到的 Stokes 流函数. 通过平面边界前旋转子所产生的粘性流体运动问题的

求解,论证了该定理的有效性.
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Stokes Flow Before a Plane Boundary With Mixed
Stick鄄Slip Boundary Conditions

N. Akhtar1,摇 G. A. H. Chowdhury1,摇 S. K. Sen2

(1. Department of Mathematics, Shahjalal University of Science and Technology,
Sylhet鄄3114, Bangladesh;

2. Research Centre for Mathematical and Physical Sciences, University of Chittagong,
Chittagong鄄4331, Bangladesh)

Abstract: A general theorem for Stokes flow about a plane boundary with mixed stick鄄slip
boundary conditions was established. This was done by making use of a representation for the
velocity and pressure fields in three鄄dimensional Stokes flow, in terms of a biharmonic function
A and a harmonic function B. The earlier theorem on Stokes flow before a no鄄slip plane bound鄄
ary was shown to be a special case of the present theorem. Furthermore, a corollary of the the鄄
orem was also derived which offers the solution to a problem of axisymmetric Stokes flow
about a rigid plane with stick鄄slip boundary conditions, in terms of the Stokes stream function.
The formulae for the drag and torque exerted by the fluid on the boundary were found. An illus鄄
trative example was given.

Key words: Stokes flow; Stokes爷s stream function; stick鄄slip boundary conditions; harmonic
function; biharmonic function
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