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摘要:摇 在有限变形的假设下,建立了位于非线性弹性基础上非线性弹性 Euler 型梁鄄柱结构的广

义 Hamilton 变分原理,并由此导出了任意变截面 Euler 型梁鄄柱结构的 3 维非线性数学模型,其中

考虑了转动惯性、几何非线性、材料非线性等因素的影响. 作为模型的应用,分析了弹性基础上一

端完全固支另一端部分固支,并受轴力作用的均质等截面线性弹性 Euler 型梁的非线性稳定性和

后屈曲;结合打靶法和 Newton 法,给出了一种计算平凡解(前屈曲状态)、分叉点(临界载荷)和分

叉解(后屈曲状态)的数值方法,对前两个分支点和相应分支解,成功地实现了数值计算,并考虑了

基础反力和惯性矩对分支点的影响.
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引摇 摇 言

梁鄄柱结构在科学和技术中具有广泛的应用. 随着高科技的发展,结构变轻、变细、变长,结
构大变形和材料的非线性等要求人们对结构的非线性问题进行更精细地分析,以提供更适当

的设计理论基础. 与线性系统相比,非线性系统具有更复杂的性质. 而要揭示梁鄄柱结构的非线

性现象,解释其机理,最关键的问题是建立合理的数学模型. 利用不同的方法,人们已建立了

梁鄄柱型结构非线性分析的若干理论,如陈至达[1],Antman[2] 等利用弧长和方向子理论建立的

弹性细杆的大变形理论等. 这些理论的优点是精致、优美,对一些简单的问题能够得到解析解,
并能够解释非线性现象的机理. 但是,它们的主要缺陷是难以应用于复杂结构和复杂加载的情

况. 朱正佑、朱媛媛等[3鄄4]以弧长为参数建立了具有初始位移和间断性条件的梁鄄柱型结构大变
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形分析的数学模型,并用以求解了结构的大变形和稳定性问题,得到了很好的结果. 胡育佳、朱
媛媛等[5]把这种模型应用于具有不连续性条件和初始转角的框架结构大变形静动力学分析

中,并发展了微分求积单元法(DQEM),同时提出了求解非线性微分鄄代数方程组的一种方法,
求解了受集中力和分布力作用的框架和组合框架的大变形动力学问题.

不过,在工程技术中,一般遇到的梁鄄柱型结构的大变形往往是中等程度的,即和轴向位移

相比,挠度是比较大的,而且挠度与截面的宽度或者厚度是同量级的,所以应该考虑挠度引起

的转动对轴向变形的影响,因此建立相应的非线性理论是需要的.
本文在保守力和有限变形的假设下,首先建立了位于非线性弹性基础上具有 3 次非线性

弹性 Euler 型梁鄄柱结构的广义 Hamilton 变分原理,并由此导出了相应的 3 维非线性数学模型.
作为模型的退化和推广,可以得到许多不同类型的数学模型以适合工程技术的不同需要. 作为

模型的应用,分析了位于弹性基础上均质等截面梁的非线性稳定性和后屈曲问题,并结合打靶

法和 Newton 法,给出了一种通过计算原问题的摄动问题的正常解的方法,来计算原问题分支

解的新的数值计算方法,并对一些给定的参数,成功地实现了一端完全固支一端部分固支并受

轴力作用的线性弹性梁的非线性稳定性计算,包括前屈曲状态(平凡解)、临界载荷(分支点)
和后屈曲状态(分叉解). 可以看到,虽然在本文中求解的常微分方程组是以一个特定的问题

为背景,但是所给出的数值计算方法对其他类似问题也是适当的.

1摇 数 学 模 型

考察置于非线性弹性基础上承受任意横向载荷作用的均质弹性梁鄄柱结构(图 1 所示). 取
Ox轴为截面的中性轴,Oy、Oz为截面的惯性主轴. 假设截面关于惯性主轴 y和 z都是对称的,但
是可变的,截面面积为 A,长度为 l,密度为 籽 . 并假设在 x,y 和 z 方向作用于结构上的载荷分别

为 qu(x,t),qv(x,t) 和 qw(x,t),同时,在端部 x = l可以受轴力N、剪切力 T
-
v,T

-
w 和力矩M

-
y,M

-
z 的

作用. 假设 u,v,w 是中性轴的位移,y,z 是到中性轴的距离,则 Euler 型梁鄄柱结构的位移模式为

图 1摇 梁鄄柱结构的物理模型

Fig. 1摇 Physical model

摇 摇 u1 = u(x,t) - y 鄣v
鄣x - z 鄣w鄣x, v1 = v(x,t), w1 = w(x,t) . (1)

在有限变形的框架下,弯曲应变和位移的关系为

摇 摇 着x =
鄣u
鄣x + 1

2
鄣v
鄣( )x

2
+ 1

2
鄣w
鄣( )x

2
- y 鄣2v

鄣x2 - z 鄣
2w
鄣x2 . (2)

假设结构的材料是一种 3 次非线性弹性材料,弯曲应力和弯曲应变之间的关系为

摇 摇 滓x = E1着x + E2着2
x + E3着3

x, (3)
式中, E1,E2,E3 分别是材料的线性和广义非线性弹性模量,它们可以是 x 的函数.
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假设基础的材料也是 3 次非线性弹性材料,则沿坐标轴方向基础对结构的反力可表示为

摇 摇 ps = ks1 s + ks2 s2 + ks3 s3,摇 摇 s = u,v,w, (4)
其中, ks1,ks2,ks3 是基础的相应线性和非线性刚度系数,这里 s = u,v,w分别表示 x,y和 z 方向.
摇 摇 对于图 1 所示的梁鄄柱结构,可定义结构的动能 T,应变能 U 和外力的功 W 为

摇 摇 T = 乙 l

0

1
2 {籽 ( (A 鄣u

鄣 )t
2

(+ 鄣v
鄣 )t

2

(+ 鄣w
鄣 )t )

2
+

摇 摇 摇 摇 I (z
鄣2v
鄣t鄣 )x

2
+ I (y

鄣2w
鄣t鄣 )x }

2
dx, (5a)

摇 摇 U = 乙乙
A
乙 l

[
0

1
2 E1着2

x + 1
3 E2着3

x + 1
4 E3着4 ]x dxdydz, (5b)

摇 摇 W = 乙 l

0
移

s = u,v,w
qssdx + N

2 乙
l

[
0

鄣v
鄣( )x

2
+ 鄣w

鄣( )x ]
2

dx -

摇 摇 摇 摇 乙 l

0
移

s = u,v,w

1
2 ks1 s +

1
3 ks2 s2 + 1

4 ks3 s( )3 sdx +

摇 摇 摇 摇 T
-
vv( l) + T

-
ww( l) + M

-
z
鄣v
鄣x( l) + M

-
y
鄣w
鄣x( l) . (5c)

式(5a)中的第 4 项和第 5 项分别为考虑中面转动惯性影响引起的动能,

摇 摇 Iy = 乙乙
A
z2dA, Iz = 乙乙

A
y2dA

为横截面对 y 轴和 z 轴的惯性矩.
Hamilton变分原理摇 在满足几何约束和位移边界条件,并在初始和终止时刻具有指定运

动的一切可能位移中,真实的位移 u,v,w 使泛函

摇 摇 装 = 乙 T

0
Hdt = 乙 T

0
- (U - W - T)dt (6)

取驻值,式中 H =- (U - W - T) 为 Hamilton 函数,其中 T,U 和 W 由式(5)给定.
对式(5)中的 T,U和W进行变分,并将所得结果代入变分方程 啄装 = 0 中(为了节省篇幅,

这里略去了推导过程和所得的表达式),注意到在初始和终止时刻结构具有指定的运动,同时

注意到在梁的内部 啄u,啄v,啄w 的任意性,在力端处 啄u,啄v,啄w,啄(鄣v / 鄣x),啄(鄣w / 鄣x) 的任意性,
则可推得梁 鄄柱结构的位移 u,v,w 满足的 3 维非线性运动微分方程和力端的边界条件. 对于均

质等截面非线性弹性 Euler 型梁鄄柱结构,式(5)中的系数与 x 无关,这时,运动微分方程为

摇 摇 籽A 鄣2u
鄣t2

- E1A
鄣
鄣xA1 - E2A

鄣
鄣x[(A1) 2] - E3A

鄣
鄣x[(A1) 3] -

摇 摇 摇 摇 E2
鄣
鄣xB - 3E3

鄣
鄣x[A1B] + pu(u) - qu = 0, (7a)

摇 摇 [籽 A 鄣2v
鄣t2

- Iz
鄣2

鄣t2
鄣2v
鄣x( ) ]2 + E1 Iz

鄣4v
鄣x4 - E1A

鄣
鄣 [x A1

鄣v
鄣 ]x - E2A

鄣
鄣 [x (A1) 2 鄣v

鄣 ]x -

摇 摇 摇 摇 E3A
鄣
鄣 [x (A1) 3 鄣v

鄣 ]x - E2
鄣
鄣 [x B 鄣v

鄣 ]x + 2E2 Iz
鄣2

鄣x [2 A1
鄣2v
鄣x ]2 +

摇 摇 摇 摇 3E3 Iz
鄣2

鄣x [2 (A1) 2 鄣2v
鄣x ]2 + E3

鄣2

鄣x2C1 - 3E3
鄣
鄣 [x A1B

鄣v
鄣 ]x +

摇 摇 摇 摇 N 鄣2v
鄣x2 + pv(v) - qv = 0, (7b)
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摇 摇 [籽 A 鄣2w
鄣t2

- Iy
鄣2

鄣t2
鄣2w
鄣x( ) ]2 + E1 Iy

鄣4w
鄣x4 - E1A

鄣
鄣 [x A1

鄣w
鄣 ]x - E2A

鄣
鄣 [x (A1) 2 鄣w

鄣 ]x -

摇 摇 摇 摇 E3A
鄣
鄣 [x (A1) 3 鄣w

鄣 ]x - E2
鄣
鄣 [x B 鄣w

鄣 ]x + 2E2 Iy
鄣2

鄣x [2 A1
鄣2w
鄣x ]2 +

摇 摇 摇 摇 3E3 Iy
鄣2

鄣x [2 (A1) 2 鄣2w
鄣x ]2 + E3

鄣2

鄣x2C2 - 3E3
鄣
鄣 [x A1B

鄣w
鄣 ]x +

摇 摇 摇 摇 N 鄣2w
鄣x2 + pw(w) - qw = 0, (7c)

式中, A1(u,v,w), B(v,w), C1(v,w), C2(v,w) 是与位移有关的非线性微分算子, 它们的定

义为

摇 摇

A1(u,v,w) = 鄣u
鄣x + 1

2
鄣v
鄣( )x

2
+ 1

2
鄣w
鄣( )x

2
,

B(v,w) = Iz
鄣2v
鄣x( )2

2
+ Iy

鄣2w
鄣x( )2

2
,

C1(v,w) = I
-
z
鄣2v
鄣x( )2

3
+ 3I

-
yz
鄣2v
鄣x2

鄣2w
鄣x( )2

2
,

C2(v,w) = 3I
-
yz

鄣2v
鄣x( )2

2 鄣2w
鄣x2 + I

-
y
鄣2w
鄣x( )2

3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(8)

另外,式(7b)和(7c)中

摇 摇 籽Iz
鄣2

鄣t2
鄣2v
鄣x( )2 , 籽Iy

鄣2

鄣t2
鄣2w
鄣x( )2

项是考虑截面转动惯性的结果. 而

摇 摇 I
-
y = 乙乙

A
z4dA, I

-
z = 乙乙

A
y4dA, I

-
yz = 乙乙

A
y2 z2dA

分别为横截面对 y 轴和 z 轴的高阶惯性矩.
将运动微分方程(7)代入变分方程 啄装 = 0,则得到边界虚功方程,由此可得到力端的边界

条件. 如果结构的两端均为完全固定的,则当 x = 0,l时,啄u = 啄v = 啄w = 啄(鄣v / 鄣x) = 啄(鄣w / 鄣x) =
0,因此,边界虚功方程自动成立. 如 x = 0 或 x = l端自由或给定力和力矩,将得到力端的边界条

件. 例如,对于图1 所示的均质等截面线弹性梁 鄄柱结构(即令式(3) 中的 E1 = E,E2 = E3 = 0),
力端 x = l 的边界条件为

摇 摇

EAA1 = 0,

EAA1
鄣v
鄣x - EIz

鄣3v
鄣x( )3 + N 鄣v

鄣x - T
-
v = 0,

EAA1
鄣w
鄣x - EIy

鄣3w
鄣x( )3 + N 鄣w

鄣x - T
-
w = 0,

EIz
鄣2v
鄣x( )2 - M

-
z = 0,

EIy
鄣2w
鄣x( )2 - M

-
y = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

这里, N 为轴力,T
-
v,T

-
w 为端部剪力,M

-
z,M

-
y 为端部力矩,另外注意到功的表达式(5c),轴力 N

对结构的功为
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摇 摇 N
2 乙

l

[
0

鄣v
鄣( )x

2
+ 鄣w

鄣( )x ]
2

dx,

因此轴力 N 已直接进入到运动微分方程(7)中了. 同时,注意到力端的边界条件中包括非线性

微分算子 A1(u,v,w), 因此,力端的边界条件一般是非线性的.
初始条件:设梁鄄柱结构在 t < 0 处于自然状态,且当 t = 0 时满足如下初始条件:
摇 摇 u t = 0 = u0, u· t = 0 = u·0; v t = 0 = v0, v· t = 0 = v·0; w t = 0 = w0, w· t = 0 = w·0, (9)

其中, u0,u·0,v0,v·0,w0,w·0 是仅与坐标 x 有关的已知函数,当初始时刻结构处于静止时,这些函

数为 0.
这样,在初始条件(9)和适当的边界条件下的非线性偏微分方程组(7a) ~ (7c)构成了在

有限变形条件下分析非线性弹性 Euler 型梁鄄柱结构的力学行为的一般数学模型.

2摇 梁鄄柱结构的非线性稳定性分析

下面考察在 x = 0 端完全固支,在 x = l 端部分固支,并受轴力 N 作用的线弹性梁的静态非

线性稳定性问题,这时所有的量与时间无关,令 E1 = E . 引入无量纲变量和参数如下:

摇 摇
X = x

l , U = u
l , V = v

l , W = w
l , 茁z =

Iz
Al2

, 茁y =
Iy
Al2

, 姿 = N
EA,

Ks1 =
ks1 l2

EA , Ks2 =
ks2 l3

EA , Ks3 =
ks3 l4

EA , Qs =
qs l
EA,摇 摇 s = u,v,w

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(10)

则由式(10),无量纲形式的控制方程和边界条件为

摇 摇

d
dX A

-
1 - Pu + Qu = 0, A

-
1 = dU

dX + 1
2

dV
d( )X

2
+ 1

2
dW
d( )X

2
,

茁z
d4V
dX4 - d

d [X A
-
1
dV
d ]X + 姿 d2V

dX2 + Pv - Qv = 0,

茁y
d4W
dX4 - d

d [X A
-
1
dW
d ]X + 姿 d2W

dX2 + Pw - Qw = 0,

U = V = W = dV
dX = dW

dX = 0摇 摇 (当 X = 0),

A
-
1 = V = W = dV

dX = dW
dX = 0摇 摇 (当 X = 1)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(11)

为了便于讨论,引进如下新的未知函数:

摇 摇
y1 = U, y2 = y忆

1 + 1
2 y2

4 + 1
2 y2

8, y3 = V, y4 = y忆
3, y5 = y忆

4,

y6 = y忆
5, y7 = W, y8 = y忆

7, y9 = y忆
8, y10 = y忆

9

{
,

(12)

将式(12)代入方程(11),控制微分方程(11)转化成一组等价的一阶非线性常微分方程组,可
简写成

摇 摇
y忆 = f(X,y,姿),摇 摇 0 臆 X 臆1,
y1(0) = y3(0) = y4(0) = y7(0) = y8(0) = 0,
y2(1) = y3(1) = y4(1) = y7(1) = y8(1) = 0

ì

î

í

ïï

ïï ,
(13)

其中摇 摇 y(X) = (y1(X),y2(X),…,y10(X)) T, f(X,y,姿) = ( f1, f2,…, f10) T,
并且
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摇 摇

f1 = y2 - 1
2 (y4) 2 - 1

2 (y8) 2,

f2 = Ku1y1 + Ku2y2
1 + Ku3y3

1 - Qu,
f3 = y4, f4 = y5, f5 = y6,

f6 =
Ku1

茁 z
y1y4 +

Ku2

茁 z
y2
1y4 +

Ku3

茁 z
y3
1y4 + 1

茁 z
y2y5 - 姿

茁 z
y5 -

摇 摇
Kv1

茁 z
y3 -

Kv2

茁 z
y2
3 -

Kv3

茁 z
y3
3 +

Qv

茁 z
-
Qu

茁 z
y4,

f7 = y8, f8 = y9, f9 = y10,

f10 =
Ku1

茁 y
y1y8 +

Ku2

茁 y
y2
1y8 +

Ku3

茁 y
y3
1y8 + 1

茁 y
y2y9 - 姿

茁 y
y9 -

摇 摇
Kw1

茁 y
y7 -

Kw2

茁 y
y2
7 -

Kw2

茁 y
y3
7 +

Qw

茁 y
-
Qu

茁 y
y8

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

这样,一端完全固支一端部分固支,并受轴力 N 作用,且位于弹性基础上的线弹性 Euler 型梁鄄
柱结构非线性稳定性分析的控制微分方程(11)被转化为常微分方程的两点边值问题(13),这
就是本文最后要讨论的控制微分方程. 下面提出的方法虽然是针对计算问题(13)的平凡解、
分支点和分叉解提出的数值方法,但是它也具有一般性.

3摇 数值计算方法和计算结果

为了对以无量纲轴力 姿 为分支参数的两点边值问题(13)进行分叉解的计算和分析,本文

将联合采用打靶法和 Newton 迭代法. 为此考察如下初值问题:

摇 摇
y忆 = f(X,y,姿)摇 摇 0 臆 X 臆1,
y1(0) = y3(0) = y4(0) = y7(0) = y8(0) = 0,

(y2(0),y5(0),y6(0),y9(0),y10(0)) T = 茁

ì

î

í

ïï

ïï ,

(14)

其中 茁 = 茁1,茁2,茁3,茁4,茁( )
5

T 是矢量值参数.
对固定的 姿 和茁,记初值问题(14) 的解为 y(X,姿,茁) . 显然,它是问题(13) 的解的充要条

件是 茁 满足下列方程:
G(茁,姿) 以 (y2(1,姿,茁),y3(1,姿,茁),y4(1,姿,茁),y7(1,姿,茁),y8(1,姿,茁)) T = 0. (15)
尽管不能得到 G(茁,姿) 的表达式,但显然求边值问题(13)的解等价于求有限维方程(15)

的解.
设当 姿 = 姿* 时,y(X) 是边值问题 (13) 的解, 令 茁* = (y2(0),y5(0),y6(0),y9(0),

y10(0)) T,则 y(X) = y(X,姿*, 茁*),并且 G(茁*, 姿*) = 0. 这时如果 G(茁,姿) 的 Jacobi 矩阵

G茁(茁*, 姿*) 非奇异,则称 y(X) 为边值问题(13)的正常解,反之,则称为奇异解.
为了求边值问题(13)的正常解,可对式(15)采用 Newton 迭代法,其迭代步骤是:选取适

当的初值 茁 (0),若第 k 次迭代值 茁 (k) 已知,则 k + 1 次迭代值 茁 (k+1) 可由下式确定:
摇 摇 茁 (k+1) = 茁 (k) - G茁(茁 (k), 姿*) -1·G(茁 (k), 姿*) . (16)
在式(16)的具体计算中,需要得到 G(茁 (k), 姿*) 和 G茁(茁 (k), 姿*) . 为了求得 G(茁 (k),

姿*),需要计算 y(1,姿*, 茁 (k)) . 它可以通过求解常微分方程的初值问题(14) 来完成,其中令

姿 = 姿*, 茁 = 茁 (k) .
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为了求得 G茁(茁 (k), 姿*),将初值问题(14) 在 姿 = 姿*, 茁 = 茁 (k) 处对 茁 j 求导,可得 鄣y / 鄣茁 j

是下面初值问题的解:

摇 摇
z忆 = fy(X,y(X,茁 (k),姿*),姿*)·z,摇 摇 0 < X < 1,
z1(0) = z3(0) = z4(0) = z7(0) = z8(0) = 0,

( z2(0),z5(0),z6(0),z9(0),z10(0)) T = e j

ì

î

í

ïï

ïï ,

(17)

其中摇 摇 e j = (0,…,} 1
j

,…,0) T,摇 摇 j = 1,2,3,4,5.

记式(17)的解为

摇 摇 Z j(X,茁 (k), 姿*) = (Z j1(X,茁 (k), 姿*),Z j2(X,茁 (k), 姿*),…,Z j10(X,茁 (k), 姿*)) T,
则由式(16)可知

摇 摇 G茁(茁 (k),姿*) = (Z ji(1)) = 鄣yi

鄣茁 j
(1æ

è
ç

ö
ø
÷) ,摇 摇 i = 2,3,4,7,8; j = 1,2,3,4,5. (18)

因此,迭代公式(16)中 Jacobi 矩阵 G茁(茁 (k),姿*) 可以通过计算初值问题(17)中 5 个常微

分方程组的解得到. 由于式(17)中出现了由式(14)确定的函数 y(X,姿*, 茁 (k)),所以在计算

y(X,姿*, 茁 (k)) 及 Z j(X,茁 (k),姿*) 时,应该同时对式(14)和(17)进行联立计算.
1) 平凡解支的计算摇 设当 姿 逸0 时,y(X,姿) 是边值问题(13) 的一个平凡解,如果平凡

解支上的解 y(X,姿 c) 是奇异解,则称姿 c 是平凡解支上的分支点或特征值. 可以证明,平凡解支

上除了一些孤立的特征值以外都是正常解,所以可采用如下方法实现平凡解支的数值计算:给
定步长 h,令 姿 k = kh,如果当 姿 = 姿 k-1,姿 k 时,边值问题(13) 的正常解 y(X,姿 k-1),y(X,姿 k) 已

经求出,则为求 姿 = 姿 k+1 时的正常解 y(X,姿 k+1), 可首先令初值

摇 摇 茁 (0) = y(0,姿 k-1) +
姿 k+1 - 姿 k-1

姿 k-1 - 姿 k
(y(0,姿 k-1) - y(0,姿 k)),

然后按照 Newton 迭代公式(16)计算,直到满足条件 茁 (k+1) - 茁 (k) < 着 时,则 y(X,茁 (k+1),
姿 k+1) 就是当 姿 = 姿 k+1 时,我们要求的边值问题(13) 的解 y(X,姿 k+1);

2) 分支点的确定摇 为了确定平凡解支上分支点的位置,可以在计算平凡解支 y(X,姿) 的

同时,采用二分法求解方程驻(姿)= det G茁 = 0的根来实现. 为此在计算平凡解支 y(X,姿 k) 的同

时,监控 驻(姿 k) = det G茁 的正负号,当发现有两个相邻的平凡解 y(X,姿 孜) 和 y(X,姿 孜 +1) 使得

驻(姿) 的符号发生变化时,即 驻(姿 s)·驻(姿 s+1) < 0,则在区间[姿 s,姿 s+1] 上必有一个分支点(特
征值),这时对区间[姿 s,姿 s+1] 采用二分法迭代计算,直到求得 姿 c,使得 驻(姿 c) 抑 0,这时 姿 c 就

是所要求的近似特征值.
3) 分叉解支的计算摇 由于不能得到有限维方程(15)的解析表达式,所以现有计算有限

维分支方程的分叉解的方法不再适用[6] . 本文仍将采用 Newton 迭代法来计算分叉解,这里的

关键是如何成功获得边值问题(13)的一个分叉解支上某个正常解的近似值. 为了获得这样一

个近似值,对给定边值问题(13)作小摄动. 设 y(X,姿) 是平凡解支上接近于奇点的一个已知的

正常解,其中 姿 接近于特征值 姿 c,而且 姿 < 姿 c . 作如下边值问题:
y忆 = f(X,y,姿) + y忆 - f(X,y + 兹啄,姿),摇 摇 0 臆 X 臆1
{

,
y1(0),y3(0),y4(0),y7(0),y8(0),y2(1),y3(1),y4(1),y7(1),y8(1 }) T = 兹啄{ ,

(19)

其中, 啄 是一个给定的非零向量,兹是一个小参数. 显然 兹 = 0时,边值问题(19) 退化成(13),所
以当 兹很小时,边值问题(19) 是式(13) 的一个摄动问题. 按照奇点理论[7],经过摄动后的边值

问题(19) 在原问题的奇点附近没有奇点,并且摄动问题的解支是原问题解支的一个近似,从
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而可以从摄动问题(19) 的正常解 姿 = 姿,y = y + 兹啄 出发,按正常解支的延拓方法计算式(19)

的解支 y-(X,姿),直到求得 y-(X,姿
-
),其中 姿

-
> 姿 c . 然后再利用 y-(X,姿

-
) 作为 Newton 迭代法

(16)的初值,就可求得原边值问题(13)的一个分支解支上的正常解 z(X,姿
-
) .

利用上述方法和过程,成功地进行了数值计算,得到了当梁结构不受分布力,且基础为各

向同性线性弹性材料时,前两个分支点和相应的分支解. 表 1 和表 2 列出了基础反力和惯性矩

对前两个分支点的影响.
表 1摇 分支点

Table 1摇 Bifurcation points

茁 z 茁 y Ku1 Kv1 Kw1 姿1 姿2

0. 01 0. 01 0 0 0 0. 26 0. 53

0. 01 0. 01 0. 1 0. 1 0. 1 0. 27 0. 54

0. 01 0. 01 1 1 1 0. 35 0. 60

0. 01 0. 01 10 10 10 0. 98 1. 71

表 2摇 分支点

Table 2摇 Bifurcation points

茁 z 茁 y Ku1 Kv1 Kw1 姿1 姿2

0. 01 0. 01 1 1 1 0. 35 0. 60

0. 1 0. 1 1 1 1 3. 00 5. 90

0. 5 0. 5 1 1 1 14. 77 29. 37

1 1 1 1 1 29. 47 58. 72

摇 摇 图 2 和图 3 分别为 茁 z = 茁 y = 0. 01,Ku1 = Kv1 = Kw1 = 1 时,第一分支点 姿1 = 0. 35 和第二分

支点 姿2 = 0. 60 处的平凡解支和分支解支.

图 2摇 姿1 对应的平凡解和分支解 图 3摇 姿2 对应的平凡解和分支解

Fig. 2摇 Trivial solution and bifurcation solutions for 姿1 Fig. 3摇 Trivial solution and bifurcation solutions for 姿2

4摇 结摇 摇 论

在有限变形的假设下,建立了位于 3 次非线性弹性基础上,3 次非线性弹性 Euler 型梁鄄柱
结构的广义 Hamilton 变分原理,并由此导出了相应的 3 维非线性数学模型. 作为应用,研究了

均质等截面线性 Euler 型梁鄄柱结构的非线性稳定性和后屈曲. 引入新的变量之后,将原问题转

化为常微分方程的两点边值问题,并利用打靶法将此两点边值问题化为相应的初值问题. 根据

奇点理论,并结合 Newton 法和打靶法,提出了一种数值计算平凡解支、分支点和分叉解支的新

方法,并成功地实现了均质等截面线性 Euler 型梁鄄柱结构的非线性稳定性和后屈曲分析,给出

了相应的数值结果和分支解.
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Analysis of Non鄄Linear Stability and Post鄄Buckling for
the Euler鄄Type Beam鄄Column Structure

ZHU Yuan鄄yuan1,摇 HU Yu鄄jia2,摇 CHENG Chang鄄jun3

(1. Department of Computer Science and Technology, Shanghai Normal University,
Shanghai 200234, P. R. China;

2. School of Mechanical Engineering, University of Shanghai for Science
and Technology, Shanghai 200093, P. R. China;

3. Department of Mechanics, School of Science, Shanghai University,
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Abstract: Based on the assumption of finite deformation, the Hamilton variational principle
was extended to a nonlinear elastic Euler鄄type beam鄄column structure located on a nonlinear
elastic foundation, and the corresponding 3鄄dimension mathematical model for analyzing the
non鄄linear mechanical behaviors of structures was established, in which the effects of rotation
inertia, non鄄linearity of material and geometry were considered. As application, the non鄄linear
stability and the post鄄buckling for a linear elastic beam with equal cross鄄section and located on
an elastic foundation were analyzed, here, one end of beam was fully fixed, and the other was
partially fixed and subjected to an axial force. A new numerical technique was proposed to cal鄄
culate the trivial solution, bifurcation points and bifurcation solutions by the shooting method
and Newton鄄Raphson interactive method. The first and the second bifurcation points and the
corresponding bifurcation solutions were calculated successfully. The effects of foundation re鄄
sistances and inertia moments on the bifurcation points were considered.

Key words: beam鄄column structure; Hamilton variational principle; nonlinear stability; shoot鄄
ing method and Newton鄄Raphson interactive method; post鄄bulking
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