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热辐射对粘性流体流过多孔非线性收缩平面
时的 MHD 流动和热传导的影响
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摘要:摇 研究热辐射对多孔非线性收缩平面上磁流体动力学(MHD)流动和热传导的影响. 假设收

缩平面的速度和横向磁场,按离原点距离的幂函数而变化;又假设粘性按与其有关的温度的反函

数变化,热传导率按温度的线性函数变化. 通过广义相似变换,将偏微分方程的控制方程,简化为

耦合的非线性常微分方程,然后通过有限差分法进行数值求解. 在不同的参数取值下,得到速度和

温度分布,以及多孔平面上表面摩擦因数和热传导率的数值结果.
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符摇 号摇 说摇 明

u,v x 和 y 方向上的速度分量 k肄 自由流的热传导系数

n 幂指数 v0 吸入速度

滋 粘性系数 f 无量纲流函数

滋肄 远离平面的粘性常数 浊 相似的空间变量

T 流体温度 兹 无量纲温度

Tw 平面温度 M 磁场参数

T肄 自由流温度 Pr Prandtl 数

籽肄 流体密度 兹r 粘性参数

B0 磁场强度常量 茁 收缩参数

滓 导电率 K 吸入参数

qr 辐射热通量 Ec Eckert 数

滓* Stefan鄄Boltzman 常数 Re Reynolds 数

K* 平均吸收系数 Gr(x) 局部 Grashof 数

茁t 热扩散系数 Nr 热辐射参数

cp 常压力下的比热容 姿 浮力参数
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g 重力加速度 Cf 表面摩擦因数

k(T) 可变的热传导率 Nu Nusselt 数

引摇 摇 言

在层状边界层流动中,收缩平面上的流动和热传导问题是一个相对比较新的课题. 边界表

面速度,都朝着一个固定的点,即所谓收缩现象. 边界层 MHD 流动朝着一个收缩平面的研究,
引起众多学者的关注,是由于该现象频繁地出现于工业技术、地热利用和应用于核聚变能量转

换的高温等离子体,以及 MHD 发电系统. 最近,出现了不少关于研究收缩现象的论文[1鄄8],Mu鄄
haimin 等[9]在有吸入效应时,研究传热传质对非线性 MHD 粘性流体,流过一个收缩平面时的

影响. 在众多学者的研究中,他们都详细地探究了流体流过收缩平面时的工业应用,此外,他们

还发现,平面的收缩对流场有着实质性的影响. 然而上述的研究,都局限于粘性为常量的线性

收缩平面.
有一些论文[10鄄13],研究了非线性收缩平面上的流动问题. 在许多实际情况中,假设连续伸

展或收缩表面具有幂律速度. 大家知道,流体流动的物理特性能够随着温度而改变,特别是流

体的粘性和热传导率的变化. 有鉴于此,Prasad 等[13] 就流过一个非线性伸展平面的磁流体流

动和热交换,研究可变粘性和可变热传导率的影响. Nadeem 和 Hussain[5] 运用同伦分析法,研
究了多孔非线性收缩平面上粘性流体的 MHD 流动,验证了收缩平面解的存在性. 如果考虑了

磁场,或者考虑了驻点流动,其解就可能存在,但是在他们的研究中,没有考虑热辐射和粘性扩

散的影响.
如今对粘性流体流动的研究中加入了一些新的因素,考虑了热辐射以及与温度有关的粘

性. 在聚合物的工业生产中,热辐射的影响在控制热交换过程中起着重要作用. 鉴于此,Raptis
和 Perdikis[14]、Mohamed 和 Abo鄄Dahab[15]以及 Seddeek 等[16],在有常吸入效应并伴有热量产生

的半无限多孔板上,研究了热辐射对 MHD 流动和热交换的影响. 此外,Fang 和 Zhang[17] 在一

个伴有传质的线性收缩平面上,得到了流动和热交换的解析解,但他们没有考虑热辐射和可变

热传导率的影响.
本文就 MHD 流体流过一个多孔非线性收缩平面时,研究了热辐射和流体特性变化的影

响,当流体粘性与温度相关时,考虑了粘性的扩散以及浮力的影响,通过适当的相似变换,将偏

微分方程的控制方程,简化为一组常微分方程组,运用有限差分法连同 Newton 线性化方法一

起,数值求解该耦合的非线性常微分方程组,最后用图形给出该流动特性的数值结果.

1摇 流 动 分 析

考虑不可压缩的粘性流体,流过多孔非线性收缩的平面,作二维稳定的 MHD 流动和热传

导. 取流动方向为 x轴,y轴与 x轴相垂直. 两个大小相等而方向相反的力作用于 x轴上,使得平

面朝原点收缩. 假定连续收缩平面具有幂律速度,u = Uw = - bxn,其中 b为常量,x为离原点的距

离,n 为幂指数,Uw 为该平面的表面速度. 假设在与收缩平面垂直磁场 B(x) 的作用下,导电液

体产生感应电流,磁场强度为 B(x) = B0x(n-1) / 2,其中 B0 为垂直作用于多孔收缩平面的磁场强

度常量. 假设由导电流体运动产生的感应磁场可以忽略不计. 由于不考虑电荷的极化,因此不

产生电场.
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根据 Lai 和 Kulacki 的文献[18],假设流体粘性系数的倒数,按温度的线性函数变化:

摇 摇 1
滋 = 1

滋肄
[1 + 酌(T - T肄 )] (1)

或

摇 摇 1
滋肄

= a(T - Tr), (2)

其中, a = 酌 / 滋肄 ,Tr = T肄 - (1 / 酌) . 方程(2) 中的 a 和 Tr 均为常量,它们的数值与流体的热力

学特性,即与 酌 有关,一般情况下,a > 0 表示液体,a < 0 表示气体.
假定热辐射满足 Rosseland 假设,辐射热通量 qr 由下式给出:

摇 摇 qr = -
4滓*

3K*
鄣T 4

鄣y . (3)

考虑到流动中的温差足够地小,正如 Chamakha 在文献[19]中指出的那样, T 4 可以展开为温

度的线性函数,将 T 4 关于 T肄 的 Taylor 级数展开,并忽略高阶项,得到

摇 摇 T 4 抑4T 3
肄 T - 3T 4

肄 . (4)
将式(4)代入式(3),得到

摇 摇
鄣qr

鄣y = -
16 滓*T 3

肄

3K*
鄣2T
鄣y2 . (5)

根据上述假设,流过多孔收缩平面边界层流动的控制方程,可以用如下方程组表示:

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (6)

摇 摇 u 鄣u
鄣x + v 鄣u鄣y = 1

籽肄

鄣
鄣y 滋 鄣u

鄣( )y 依 g茁t(T - T肄 ) - 滓B2(x)
籽肄

u, (7)

摇 摇 籽肄 cp u 鄣T
鄣x + v 鄣T鄣( )y

= 鄣
鄣y k(T) 鄣 T

鄣[ ]y
+ 滋 鄣u

鄣( )y
2
-

鄣qr

鄣y . (8)

方程(7)右边第 2 项表示热浮力的影响,正号表示对流动起促进作用,负号表示对流动起阻止

作用.
与温度相关的热传导率由下式给出[20]:

摇 摇 k(T) = k肄 1 + 缀
驻T (T - T肄[ ]) ,

其中, 驻T = Tw - T肄 ,Tw 为平面处的温度,高于 T肄 . 缀为一小参数,k肄 为远离平面处流体的热传

导率.
相应的边界条件为多孔非线性收缩平面的速度场和温度场:
摇 摇 u(x,0) = - bxn, v(x,0) = - v0x(n-1) / 2, T = Tw,摇 摇 当 y = 0 时, (9)
摇 摇 u 寅0, T 寅 T肄 , 当 y 寅 肄 时. (10)

其中, b( > 0) 为常收缩率,v0 为吸入速度. 值得注意的是 n 的正负号:正号表示表面速度朝流

出带加速,负号表示表面速度朝流出带减速.
为了检查毗邻平面处流体的流动状态,引入变换:

摇 摇
u = bxn f 忆(浊), v = - b淄(n + 1)

2 x(n-1) / 2 f(浊) + n - 1
n + 1 浊 f 忆(浊[ ]) ,

浊 = b(n + 1)
2淄 x(n-1) / 2y, 兹(浊) =

T - T肄

Tw - T肄

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(11)
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其中, f为无量纲的流函数,浊为一相似的空间变量,淄为动粘度,兹为无量纲温度. 显然,u和 v由
式(11)定义时,连续方程(6)得到了自动满足. 将方程(11)代入方程(7) ~ (10),得到

摇 摇 f 苁 + 兹r - 兹
兹

æ
è
ç

ö
ø
÷

r

f f 义 + 兹忆
兹r -

( )兹
f 义 - 茁 兹r - 兹

兹
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

f 忆2 -

摇 摇 摇 摇 (2 - 茁) 兹r - 兹
兹

æ
è
ç

ö
ø
÷

r

M f 忆 + (2 - 茁) 兹r - 兹
兹

æ
è
ç

ö
ø
÷

r

姿兹 = 0, (12)

摇 摇 [3Nr (1 + 缀兹 ) + 4]兹义 + 3NrPrf兹忆 + 3Nr缀兹忆2 - 3NrPr 兹r - 兹
兹

æ
è
ç

ö
ø
÷

r

Ecf 义2 = 0. (13)

相应的边界条件变为

摇 摇 f 忆(浊) = - 1, f(浊) = K, 兹(浊) = 1,摇 摇 当 浊 = 0 时, (14)
摇 摇 f 忆(浊) 寅 0, 兹(浊) 寅 0, 当 浊 寅 肄 时, (15)

其中撇号表示对 浊 的导数, 方程(12) 和方程(13) 中的无量纲参数如下定义:兹r = (Tr -
T肄 ) / (Tw - T肄 ) = - 1 / (酌(Tw - T肄 )) 是粘性参数,M = 2滓B2

0 / (籽肄 b(n + 1)) 是磁场参数,Pr =
cp 滋 / k肄 是 Prandtl 数, Nr = k肄 K

* / (4T3
肄 滓

*) 是热辐射参数, 茁 = 2n / (n + 1) 是收缩参数,K =

v0 / b淄(n + 1) / 2 是吸入参数,姿 = Gr(x) / Re2 是浮力参数,Gr(x) = g茁t(Tw - T肄 ) / (b2x2n-1) 是

局部 Grashof 数,Re = Uw x / 淄 是 Reynolds 数,Ec = U2
w / (cp(Tw - T肄 )) 是 Eckert 数.

这里值得注意的是, 姿 > 0 表示促进流体的流动,姿 < 0 表示阻止流体的流动,姿 = 0 表示

浮力为 0 的情况. 另一方面,如果 姿 的数量级远大于 1,浮力将起主要作用,流动实质上为自由

对流. 在我们的研究中,K > 0 表示吸入,K < 0 表示吹出,有时 K也被称为壁面传质参数. 本文

的研究中还提出了另外两个重要的特性参数:局部表面摩擦因数 C f 和局部 Nusselt 数 Nu:

摇 摇
ReC f = -

兹r

1 - 兹
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

1
2 - 茁 f 义(0), C f =

子w(x)
籽U 2

w
,

子w = 滋 鄣u
鄣( )y y = 0

= - 兹r

1 - 兹
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

bx(3n-1) / 2 b(n + 1)
2淄 f 义(0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(16)

摇 摇

Nu
Re

= - 1
2 - 茁 兹忆(0), Nu =

xqw

k肄(Tw - T肄 ),

qw = - k肄
鄣T
鄣( )y y = 0

= - k肄
b(n + 1)

2淄 x(n-1) / 2(Tw - T肄 )兹忆(0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(17)

2摇 数值结果和讨论

数值地研究产生感应电流的流体,在流过非线性收缩平面时,与流体特性相关的温度是

如何影响着层流边界层 MHD 流动和热传导的. 使用有限差分法,在满足边界条件(14)和(15)
时,数值地求解耦合的非线性常微分方程组(12)和(13). 由于方程(12)和(13)是高度非线性

的常微分方程,通过 Newton 线性化法(见 Cebeci 和 Cousteix[21] ),将方程线性离散化. 数值计

算的详细过程可以参看 Misra 和 Shit[22]、Misra 等[23鄄24] 早期的研究. 这个方法的实质是基于一

种有着良好稳定性、简单和三对角操作的迭代算法,计算过程中,空间的长度取 驻浊 = 0. 012 5,
更进一步地减小驻浊值,并不会对 f(浊) 的结果带来明显的变化. 反复迭代,直到 f值间差别小于

10-6量级,认为达到了所希望的精确度,这时候的解,可以认为已经收敛. 在数值计算中,物理
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图 1摇 当 M = 茁 = 1. 0,K = 2. 0,Ec = 姿 = 缀 =

Pr = Nr = 0,兹r ®- 肄 时,轴向速度 f 忆(浊)

随 浊 的变化

Fig. 1摇 Comparison of axial velocity f 忆(浊) along with 浊,

when M = 茁 = 1. 0,K = 2. 0,Ec = 姿 = 缀 =

Pr = Nr = 0,兹r ®- 肄

参数的选取,让M,兹r,K,姿,Nr和 n的值,在一定范

围内变化并在各自的图例中列出. 为了检测本数

值结果的精确度,当M = 1,茁 = 1,K = 2和姿 = 0时,
图 1 给出了 f 忆(浊) 的数值解,与 Nadeem 和 Hus鄄
sian[5]得到的解析解之间进行了比较.

在磁场参数 M 取不同数值时,图 2 和图 4 分

别给出了轴向速度 f 忆(浊) 和温度 兹(浊) 的分布. 可
以明显地看到,随着 M 的增加,跨越边界层的轴

向速度在减少,同时无量纲温度在上升. 原因在于

导电流体在横向磁场的作用下,产生了一种称之

为 Lorentz 力的抵抗力,一种类似于阻力的力,使
流体运动出现减缓的倾向,而这种阻碍流动的阻

力,又是造成温度上升的原因. 值得注意的还有磁

场的存在,使热边界层的厚度增加.
当收缩参数 茁取不同数值时,图3 和图5 分别

给出了磁场存在时的轴向速度和温度的分布. 从
这两个图中可以看到,随着收缩参数 茁 的增加,边
界层中的轴向速度在减少,而温度在上升. 从图 3 还可以看到一个有趣的现象,平面附近的轴

向速度在减少,而自由流中的轴向速度出现增加的趋势. 在这两种情况下,收缩参数 茁 对动量

边界层厚度具有削减作用,而对热边界层厚度具有增强作用.

图 2摇 M 取不同数值时, f 忆(浊) 图 3摇 茁 取不同数值时, f 忆(浊)

随 浊 的变化 随 浊 的变化

Fig. 2摇 Variation of f 忆(浊) with 浊 Fig. 3摇 Variation of f 忆(浊) with 浊

for different values of M for different values of 茁

当浮力参数 姿 和吸入参数 K 取不同数值时,图 6 ~ 图 9 给出了轴向速度 f 忆(浊) 和无量纲

温度 兹(浊) 的变化. 图 6 显示了浮力参数 姿 的变化对轴向速度 f 忆(浊) 的影响:在促进流动区(姿
> 0),随着浮力参数的增加,轴向速度在增加;而在阻碍流动区(姿 < 0),则恰好相反. 物理上
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图 4摇 M 取不同数值时,无量纲温度 图 5摇 茁 取不同数值时,无量纲温度

兹(浊) 的变化 兹(浊) 的变化

Fig. 4摇 Variation of dimensionless temperature Fig. 5摇 Variation of dimensionless temperature

兹(浊) for different values of M 兹(浊) for different values of 茁

图 6摇 姿 取不同数值时, f 忆(浊) 图 7摇 K 取不同数值时, f 忆(浊)

随 浊 的变化 随 浊 的变化

Fig. 6摇 Variation of f 忆(浊) with 浊 Fig. 7摇 Variation of f 忆(浊) with 浊

for different values of 姿 for different values of K

认为,姿 > 0 表明流体在加热或者收缩平面在冷却,姿 < 0 表明流体在冷却或者收缩平面在加

热,姿 = 0 则对应着自由对流的参数.
从图 6 还可以看到,加热的流体使得动量边界层厚度增加,而流体的冷却或者平面的加

热,使得动量边界层厚度减少. 图 8 中可以看到,无论 姿 > 0 还是 姿 < 0,随着浮力参数 姿 的增

加,温度都是下降的.
当吸入参数 K 取不同数值时,图 7 和图 9 分别给出了磁场作用下的轴向速度和温度. 随着

吸入参数 K 的增加,收缩平面边界层中轴向速度在增加(见图 7),而温度出现明显的下降(见
图 9).
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图 8摇 姿 取不同数值时,无量纲温度 图 9摇 K 取不同数值时,无量纲温度

兹(浊) 的变化 兹(浊) 的变化

Fig. 8摇 Variation of dimensionless temperature Fig. 9摇 Variation of dimensionless temperature

兹(浊) for different values of 姿 兹(浊) for different values of K

图 10摇 Nr 取不同数值时, f 忆(浊) 图 11摇 Nr 取不同数值时, 兹(浊)

随 浊 的变化 随 浊 的分布

Fig. 10摇 Variation of f 忆(浊) with 浊 Fig. 11摇 Distribution of 兹(浊) with 浊

for different values of Nr for different Nr

图 10 和图 11 分别给出了热辐射参数 Nr 对轴向速度和温度分布的影响. 从图中可以发

现,随着热辐射的增加,轴向速度和温度均出现逐渐下降,这可能归因于,随着 Nr 的增加,导致

动量以及热边界层交换的减少这样一个事实.
图 12 和图 13 给出了不同的粘性参数 兹r,所对应的轴向速度和温度. 从图中可以看出,随

着粘性参数 兹r 的增加,边界层中的轴向速度在增加,而温度在下降,还可以注意到,当 兹r ®- 肄
时,对粘性参数变化的影响趋于常量.

图 14 和图 15 给出了 Prandtl 数 Pr对轴向速度和温度的影响. 从图中发现,随着 Prandtl 数
Pr 的增加,轴向速度和温度均逐渐降低. 因而,Prandtl 数 Pr 对两种边界层厚度均有削减作用.
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图 12摇 粘性参数 兹r 取不同数值时, 图 13摇 粘性参数 兹r 取不同数值时,

f 忆(浊) 随 浊 的变化 兹(浊) 随 浊 的分布

Fig. 12摇 Variation of f 忆(浊) with 浊 Fig. 13摇 Distribution of 兹(浊) with 浊 for

for different values of 兹r different viscosity parameter 兹r

图 14摇 Pr 取不同数值时, f 忆(浊) 图 15摇 Pr 取不同数值时, 兹(浊)

随 浊 的变化 随 浊 的分布

Fig. 14摇 Variation of f 忆(浊) with 浊 Fig. 15摇 Distribution of 兹(浊) with 浊

for different values of Pr for different values of Pr

图 16 和图 17 给出了不同热传导率 缀 对表面摩擦因数 C f 和 Nusselt 数 Nu 的影响. 从图中

可以看到,随着热传导率 缀的增加,表面摩擦因数 C f 和Nusselt数Nu均出现减少. 因此,热传导

率的变化,能够影响着动量以及热边界层厚度的出现. 与此相反,随着收缩参数 茁 的增加,表面

摩擦和传热率都出现增加.
图 18 和图 19 分别给出了表面摩擦因数和 Nusselt 数随磁场参数 M 的变化. 从图 18 中可

以看到,随着磁场参数 M 和吸入参数 K 的增加,表面摩擦因数在增加. 从图 19 中可以看到,随
着磁场参数 M 的增加,热传导率在降低;而随着 K 的增加,热传导率在增加.
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图 16摇 茁 取不同数值时,表面摩擦 图 17摇 茁 取不同数值时,Nusselt 数

因数随 缀 的变化 随 缀 的变化

Fig. 16摇 Variation of skin鄄friction coefficient Fig. 17摇 Variation of Nusselt number with 缀

with 缀 for different values of 茁 for different values of 茁

图 18摇 K 取不同数值时,表面磨擦 图 19摇 K 取不同数值时,Nusselt 数

因数随 M 的分布 Nu / Re 的分布

Fig. 18摇 Distribution of skin鄄friction coefficient Fig. 19摇 Distribution of Nusselt number with

with M for different values K Nu / Re for different values of K

3摇 总摇 摇 结

本文主要研究不可压缩粘性导电流体,流过多孔非线性收缩平面时的流动及其热交换,其
中流体特性与温度的变化密切相关. 用 Newton 线性化方法和有限差分法,得到速度场和温度

场的数值解. 本文的主要结论归结如下:
1) 随着磁场参数 M 的增加,跨越收缩平面的轴向速度在减少,而温度在增加.
2) 收缩参数 茁 对轴向速度具有削减作用,而对温度分布具有增强作用.
3) 浮力参数 姿 对轴向速度具有双重作用:在促进流动区(姿 > 0),轴向速度在增加;在阻
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碍流动区(姿 < 0),轴向速度在减少. 而温度随着 姿 的增加而在下降.
4) 吸入参数 K 对轴向速度和温度分布的影响,均出现明显的削减作用.
5) 随着热辐射参数 Nr 的增加,轴向速度在减少,温度也在下降.
本研究给出的信息可用于工业应用领域,例如收缩包装、收缩覆盖、收缩涂层等,对最终成

品的温度加以控制.
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Effect of Thermal Radiation on MHD Viscous Fluid Flow
and Heat Transfer Over a Non鄄Linear

Shrinking Porous Sheet

G. C. Shit,摇 R. Haldar
(Department of Mathematics, Jadavpur University, Kolkata 700032, India)

Abstract: Of concern was an investigation of the effects of thermal radiation on magnetohydro鄄

dynamic (MHD) flow and heat transfer over a non鄄linear shrinking porous sheet. The surface

velocity of the shrinking sheet and the transverse magnetic field were assumed to vary as a pow鄄

er function of the distance from the origin. The temperature dependent viscosity and the ther鄄

mal conductivity were also assumed to vary as an inverse function and a linear function of the

temperature respectively. A generalized similarity transformation was used to reduce the gover鄄

ning partial differential equations into its non鄄linear coupled ordinary differential equations and

were solved numerically by using finite difference scheme. The numerical results concern with

the velocity and temperature profiles as well as the skin鄄friction coefficient and the rate of heat

transfer at the porous sheet for different values of the parameters of interest.

Key words: thermal radiation; shrinking sheet; variable viscosity; variable thermal conductivi鄄
ty
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