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摘要:摇 在非鄄Archimedean 随机赋范空间的框架下,证明了 Euler鄄Lagrange 二次映象的广义稳定性.
另外,文中还介绍了 随机空间理论、非鄄Archimedean 空间理论、以及泛函方程理论之间的联系.
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1摇 引言及预备知识

泛函方程理论之一的经典问题是:“一个近似满足泛函方程 E 的函数, 必然接近于方程 E
的准确解,这一结论何时为正确? 冶 如果这一问题的答案是肯定的,则称方程 E 是稳定的[1] .
在过去的数 10 年,泛函方程的一些稳定性问题被许多数学家研究过. 建议读者参考综述性文

章[1鄄3]和专著[4鄄7]及其参考文献.
最近,Alsina[8],Mirmostafaee 等[9鄄10], Mihe誷 和 Radu[11],Mihe誷 等[12],Baktash 等[13] 以及

Saadati 等[14鄄20]在模糊、概率及随机赋范空间的框架下,研究过的稳定性问题.

2摇 解及稳定性结果

泛函方程

摇 摇 f(x + y) + f(x + z) + f(y + z) = f(x) + f(y) + f( z) + f(x + y + z) (1)
称为二次的加性型的泛函方程.

引理 1摇 如果一偶函数 f 颐 X 寅 Y 满足泛函方程(1),则 f 是二次的.
证明摇 在泛函方程(1)中令 x = y = z = 0,则有 f(0) = 0. 在式(1) 中代 z 以 - y,于是对一

切的 x,y 沂 X 有

摇 摇 f(x + y) + f(x - y) = 2f(x) + f(y) + f( - y) . (2)
因为 f 是一偶函数,由式(2) 得知 f(x + y) + f(x - y) = 2f(x) + 2f(y) . 故 f 是一二次函数.
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引理 2摇 如果一奇函数 f 颐 X 寅 Y 满足 泛函方程(1),则 f 是加性的.
证明摇 在式(2)中,令 x + y = u,x - y = v,即得 f(u) + f(v) = 2f((u + v) / 2),因为 f(0) =

0,故对所有的 x,y 沂 X, f 是一加性函数.
定理 1摇 一函数 f 颐 X寅 Y对所有的 x,y 沂 X满足方程(1),当且仅当存在一对称的双加性函

数 B 颐 X 伊 X 寅 Y 及一加性函数 A 颐 X 寅 Y 使得 f(x) = B(x,x) + A(x) 对所有的 x 沂 X 成立.
证明摇 设函数 f 满足方程(1),我们可以把 f 分解成如下的奇部和偶部:

摇 摇 fe(x) = f(x) + f( - x)
2 , fo(x) = f(x) - f( - x)

2 .

易于证明,函数 fe 和 fo 满足方程(1) . 于是由引理 1 和引理 2,函数 fo 和 fe 分别是加性的和二

次的函数. 于是存在一对称的、 双加性的函数 B 颐 X 伊 X寅 Y使得 fe(x) = B(x,x) 及一加性函数

A 颐 X 寅 Y 使得 fo(x) = A(x) . 从而对所有的 x 沂 X 有

摇 摇 f(x) = fo(x) + fe(x) = B(x,x) + A(x) .
反之,设对每一 x 沂 X, f(x) = B(x,x) + A(x),其中函数 B 是对称的双加性的,而 A 是加

性的. 易于证明

摇 摇 f(x + y) + f(x + z) + f(y + z) =
摇 摇 摇 摇 B(x,x) + A(x) + B(y,y) + A(y) + B( z,z) + A( z) +
摇 摇 摇 摇 B(x + y + z,x + y + z) + A(x + y + z) =
摇 摇 摇 摇 f(x) + f(y) + f( z) + f(x + y + z) .

故函数 f 满足方程(1). 阴

3摇 非鄄Archimedean 随机赋范空间

与在文献[11,21鄄23]中一样,下面我们采用非鄄Archimedean 随机赋范空间理论中常用的

术语、符号及约定. 在本文中处处用 驻+ 表一切概率分布函数的空间,即:所有这样的的映象F 颐
R {胰 - 肄, + }肄 寅 [0,1] 所构成的空间,其中每一 F 在 R 上是左 鄄连续的、 不减的,F(0)
= 0 而且 F( + 肄) = 1. D + 是 驻+ 的一子集,其由 l -F( + 肄) = 1 的这样的函数 F 沂 驻+ 所组成,
其中 l - f(x) 表函数 f 在点 x 处的左极限,即,l - f(x) = limt寅x - f( t) . 空间 驻+ 按函数的通常的点

态序是偏序的,即,F 臆 G当且仅当 F( t) 臆 G( t) 对所有的 t沂R成立. 按这一序,驻+ 的极大元

就是由下式给出的分布函数 着0:

摇 摇 着0( t) = 0,摇 摇 如果 t 臆0,
1,摇 摇 如果 t > 0{ .

三角范数(简称为 t鄄范数) 是这样的一个二元运算 T 颐 [0,1] 伊 [0,1] 寅 [0,1], 它是交换

的、结合的、单调的而且以 1 为其单位元. 基本的例子是 Lukasiewicz t鄄 范数 TL 颐 TL(a,b) =
max(a + b - 1,0),坌a,b 沂 [0,1] 及 t鄄 范数 TP,TM,TD, 其中

摇 摇 TP(a,b) ab, TM(a,b) {min a, }b ,

摇 摇 TD(a,b)
min(x,y), 如果 max(x,y) = 1,
0, 否则

{ .
如果 T 是一 t鄄 范数,则 x(n)

T 定义为:对每一 x 沂 [0,1]

摇 摇 x(n)
T (x) =

1, 如果 n = 0,
T(x(n-1)

T ,x), 如果 n 逸1{ .

一 t鄄 范数 T 称为 Had觩ic' 鄄型的(记之以 T 沂 H),如果函数族(x(n)
T ) n沂N 在 x = 1 处是等度连
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续的. 例如 TM 沂 H,这里 TM(a,b) = {min a, }b (参见文献[24]).
其它重要的三角范数是(参见文献[25]):
蚵 Sugeno鄄Weber {族 T SW }姿 姿沂[ -1,肄 ] 其由下式定义:

摇 摇 T SW
姿 (x,y) =

TD(x,y), 如果 姿 =- 1,
TP(x,y), 如果 姿 = 肄,

max 0,x + y - 1 + 姿xy
1 +( )姿

, 如果 姿 沂 ( - 1,肄 )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

蛎 Domby {族 T D }姿 姿沂[0,肄 ] 其由下式定义:如果 姿 = 0,则等于 TD; 如果 姿 =肄,则等于 TM,
如果 姿 沂 (0,肄 ), 则

摇 摇 T D
姿 (x,y) = 1

1 + (((1 - x) / x) 姿 + ((1 - y) / y) 姿) 1 / 姿 .

蚰 Aczel鄄Alsina {族 T AA }姿 姿沂[0,肄 ] 其由下式定义:如果 姿 = 0,则等于 TD;如果 姿 = 肄,则等

于 TM;如果 姿 沂 (0,肄 ), 则

摇 摇 T AA
姿 (x,y) = e -( | lg x| 姿 +| lg y| 姿)1 / 姿 .

一 t鄄范数T (借助结合性) 用唯一的一种方式可扩充为 n鄄元运算, 即对 (x1,…,xn) 沂[0,
1] n,定义 T(x1,…,xn) 如下:

摇 摇 T 0
i = 1xi = 1, T n

i = 1xi = T(T n-1
i = 1 xi,xn) = T(x1,…,xn) .

T 也可以扩充为可数元运算,即对[0,1] 中的任一序列(xn) n沂N, 定义

摇 摇 T 肄
i = 1xi = lim

n寅肄
T n

i = 1xi .

命题 1[25]

蚵 当 T 逸 TL 时,下面的关系式成立:

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
i = 1xn+i = 1 圳 移

肄

n = 1
(1 - xn) < 肄;

蛎 如果 T 是 Had觩ic' 鄄型的,则对[0,1]中的每一满足 limn寅肄 xn = 1 {的序列 x }n 有

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
i = 1xn+i = 1;

蚰 如果 T {沂 T AA }姿 姿沂(0,肄 ) {胰 T D }姿 姿沂(0,肄 ), 则

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
i = 1xn+i = 1圳移

肄

n = 1
(1 - xn) 琢 < 肄;

蚺 如 T {沂 T SW }姿 姿沂[ -1,肄 ), 则

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
i = 1xn+i = 1 圳 移

肄

n = 1
(1 - xn) < 肄 .

一域 K 称为非 鄄Archimedean 域,如果在 K 中赋予一函数 |·| 颐 K 寅 [0,肄 ) 使得 r = 0 当

且仅当 r = 0, | rs | = r s 而且 | r + s | 臆 {max r , }s ,坌r,s 沂 K .
显然 | 1 | = | -1 | =1 而且 n 臆1,坌n沂N . 映象 |·| 称为取平凡值的,如果 r = 1,坌r沂

K, r 屹0,且 | 0 | = 0. 设 X 是域 K 上的一向量空间,其具有一取非平凡值的非鄄Archimedean 的

映象 |·| . 函数椰·椰颐 X 寅 [0,肄 ) 称为非鄄Archimedean 范数,如果其满足下面的条件:
蚵 椰x椰 = 0 当且仅当 x = 0;
蛎 对任意的 r 沂 K,x 沂 X,椰rx椰 = r 椰x椰;
蚰 强三角不等式(超度量); 即
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摇 摇 椰x + y椰 臆 {max 椰x椰,椰y }椰 摇 摇 (x,y 沂 X) .
则 (X,椰·椰 ) 称为非鄄Archimedean 赋范空间. 由于

摇 摇 椰xn - xm椰 臆 {max 椰x j +1 - x j椰颐 m 臆 j 臆 n - }1 摇 摇 (n > m),
{故一序列 x }n 是 Cauchy 的, {当且仅当 xn+1 - x }n 收敛于某一非鄄Archimedean 赋范空间中的

零点. 一非鄄Archimedean 赋范空间是完备的,如果其中每一 Cauchy 序列都是收敛的.
1897 年,Hensel[26]发现了 p鄄adic 数(理论类比于复分析中幂级数的数). 给定一素数 p,对

任意的非零的有理数 x,存在唯一的整数 nx 沂 Z使得 x = (a / b)pnx,其中 a和 b为不能被 p除尽

的整数. 则 x p p -nx 在Q 上定义一 非鄄Archimedean 范数. Q关于度量 d(x,y) =| x - y | p 的完

备化记为 Qp,并称之为 p 鄄adic 数域.
在文献[27]中,作者们研究了近似加性映象 f 颐Qp 寅R的稳定性. 在文献[28鄄29]中,在非鄄

Archimedean 赋范空间的框架下,研究了 Cauchy、 二次和三次泛函方程的稳定性. 在本文中,借
助文献[28鄄30]中的某些思想,我们在 非鄄Archimedean 赋范空间的框架下,建立了 Eule鄄La鄄
grange 方程的稳定性.

本文中处处假定 X 是一向量空间,而 Y 是一完备的非鄄Archimedean 赋范空间.
定义 1摇 一 非鄄Archimedean 随机赋范空间(简称为非鄄Archimedean RN鄄空间)是一三元组

(X, 滋,T),其中 X 是一非鄄Archimedean 域 K上的线性空间,T是一连续的 t鄄范数,而 滋 是一由 X
到 D + 的映象,其满足下面的条件:

(NA鄄RN1)摇 滋 x( t) = 着0( t) 对所有的 t > 0,当且仅当 x = 0;
(NA鄄RN2)摇 滋 琢x( t) = 滋 x( t / | 琢 | ) 对所有的 x 沂 X,t > 0,琢 屹0;
(NA鄄RN3)摇 滋 x+y( {max t, }s ) 逸 T(滋 x( t), 滋 y( s)) 对所有的 x,y,z 沂 X,t,s 逸0.

易知,如果(NA鄄RN3)成立,则下式亦成立:
(RN3)摇 滋 x+y( t + s) 逸 T(滋 x( t), 滋 y( s)) .
作为经典的例子,如果 (X,椰·椰 ) 是一非鄄Archimedean 赋范线性空间,则三元组 (X, 滋,

TM) 是一非鄄Archimedean RN鄄空间,其中

摇 摇 滋 x( t) = 0,摇 摇 t 臆 椰x椰,
1,摇 摇 t > 椰x椰{ .

例 1摇 设 (X,椰·椰 ) 是一非鄄Archimedean 赋范线性空间. 定义

摇 摇 滋 x( t) = t
t + 椰x椰,摇 摇 坌x 沂 X, t > 0,

则 (X, 滋, TM) 是一非鄄Archimedean RN鄄空间.
定义 2摇 设 (X, 滋,T) 是一非鄄Archimedean RN鄄空间. {设 x }n 是 X 中之一序列, {则 x }n

称为收敛的,如果存在 x 沂 X 使得

摇 摇 lim
n寅肄

滋 xn-x( t) = 1

对所有的 t > 0 成立. 此时,称 x {为序列 x }n 的极限.
X {中的序列 x }n 称为 Cauchy 的,如果对每一 着 > 0 及每一 t > 0,存在 n0 使得对所有的

n 逸 n0 及所有的 p > 0 有 滋 xn+p-xn( t) > 1 - 着 .

注 1[31] 摇 设 (X, 滋,TM) 是一非鄄Archimedean RN鄄空间,则
摇 摇 滋 xn+p-xn

( t) 逸 {min 滋 xn+j+1-xn+j
( t): j = 0,1,2,…,p - }1 .

从而, {序列 x }n 是 Cauchy 的,如果对每一 着 > 0 及 t > 0,存在 n0 使得对所有的 n 逸 n0 有
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摇 摇 滋 xn+1-xn
( t) > 1 - 着 .

如果每一 Cauchy 序列是收敛的,则随机范数称为完备的,而且非鄄Archimedean RN鄄空间称

为非鄄Archimedean 随机 Banach 空间.

4摇 随机 Hyers鄄Ulam 稳定性(偶函数情形)
设 K 是一非鄄Archimedean 域, X是 K上的向量空间,(Y, 滋,T) 是 K 上的非鄄Archimedean 随

机 Banach 空间.
我们研究下面的加性的二次泛函方程的稳定性:
摇 摇 f(x + y) + f(x + z) + f(y + z) = f(x) + f(y) + f( z) + f(x + y + z),

其中, f 是 X 到 Y 的映象且 f(0) = 0.
下面我们定义一随机的近似加性的二次映象. 设 追是 X 伊 X 伊 X 伊 [0,肄 ) 上的分布函数,

使得 追(x,y,z,·) 是不减的,而且

摇 摇 追(cx,cx,cx,t) 逸 追(x,x,x,t / c )摇 摇 (x 沂 X,c 屹0) .
定义 3摇 f 颐 X 寅 Y 称为 追鄄 近似加性的二次映象,如果

摇 摇 滋 f (x+y) +f (x+z) +f (y+z) -f (x) -f (y) -f ( z) -f (x+y+z)( t) 逸
摇 摇 摇 摇 追(x,y,z,t)摇 摇 (x,y,z 沂 X,t > 0) . (3)
本节的主要结果如下:
定理2摇 设 K是一非鄄Archimedean 域, X是K上的一向量空间,而(Y, 滋,T) 是K上的一非鄄

Archimedean 随机 Banach 空间. 设 f 颐 X 寅 Y 是一偶的 追鄄 近似加性的二次函数,且 f(0) = 0. 如
果对某一 琢 沂 R,琢 > 0,及某一整数 k,k 逸2 且 | 4k | < 琢,

摇 摇 追(2 -kx,2 -ky,2 -kz,t) 逸 追(x,y,z,琢t)摇 摇 (x 沂 X, t > 0), (4)
而且

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
j = n M x, 琢 j t

| 4 |( )k j = 1摇 摇 (x 沂 X, t > 0), (5)

则存在唯一的二次映象 Q 颐 X 寅 Y 使得

摇 摇 滋 f (x) -Q(x)( t) 逸 T 肄
i = 1M x, 琢 i +1 t

| 4 |( )ki (6)

对所有的 x 沂 X 及 t > 0 成立,其中

摇 摇 M(x,t) T(追(x,x, - x,t),追(2x,2x, - 2x,t),…,
摇 摇 摇 摇 追(2k-1x,2k-1x, - 2k-1x,t))摇 摇 (x 沂 X, t > 0) .
证明摇 首先,我们对 j 用归纳法证明:对每一 x 沂 X,t > 0 及 j 逸1,
摇 摇 滋 f (2 jx) -4 j f (x)( t) 逸 M j(x,t) T(追(x,x, - x,t),…,追(2 j -1x,2 j -1x, - 2 j -1x,t)) . (7)

在式(3)中令 y = x,z = - x, 即得

摇 摇 滋 f (2x) -4 f (x)( t) 逸 追(x,x, - x, t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0) . (8)
这就证明了式(7)对 j = 1 成立. 设式(7) 对某一 j 逸2 成立. 在式(8) 中代 x 以 2 jx, 则有

摇 摇 滋 f (2 j +1x) - 4 f (2 jx)( t) 逸 追(2 jx,2 jx, - 2 jx,t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0) .
因 | 4 |臆1,故

摇 摇 滋 f (2 j +1x) -4 j +1 f (x)( t) 逸 T(滋 f (2 j +1x) -4f (2 jx)( t), 滋4f (2 jx) -4 j +1f (x)( t)) =

摇 摇 摇 摇 T 滋 f (2 j +1x) -4f (2 jx)( t), 滋 f (2 jx) -4 j f (x)
t

| 4( )( )|
逸
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摇 摇 摇 摇 T(滋 f (2 j +1x) -4f (2 jx)( t), 滋 f (2 jx) -4 j f (x)( t)) 逸
摇 摇 摇 摇 T(追(2 jx,2 jx, - 2 jx,t),M j(x,t)) = M j +1(x,t)

对每一 x 沂 X 成立. 于是式(7) 对所有的 j 逸2 成立. 特别有

摇 摇 滋 f (2kx) -4k f (x)( t) 逸 M(x,t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0) . (9)
在式(9)中代 x 以 2 -(kn+k) x, 并使用不等式(4)即得

摇 摇 滋 f (x / 2kn) -4k f (x / 2kn+k)( t) 逸 M x
2kn+k,( )t 逸

摇 摇 摇 摇 M(x,琢 n+1 t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0, n = 0,1,2,…) . (10)
于是有

摇 摇 滋 (4k) n f (x / (2k) n) -(4k) n+1 f (x / (2k) n+1)( t) 逸

摇 摇 摇 摇 M x, 琢 n+1

(4k) n( )t 摇 摇 (x 沂 X,t > 0, n = 0,1,2,…) .

从而

摇 摇 滋 (4k) n f (x / (2k) n) -(4k) n+p f (x / (2k) n+p)( t) 逸 T n+p
j = n(滋 (4k) j f (x / (2k) j) -(4k) j +p f (x / (2k) j +p)( t)) 逸

摇 摇 摇 摇 T n+p
j = n M x, 琢 j +1

(4k) j( )t 摇 摇 (x 沂 X,t > 0, n = 0,1,2,…) .

因为, limn寅肄 T 肄
j = nM(x,(琢 j +1 / (4k) j ) t) = 1 (x沂 X, t > 0), {故 (4k) n f(x / (2k) n }) n沂N 是非鄄

Archimedean 随机 Banach 空间 (Y, 滋,T) 中之一 Cauchy 序列. 于是我们可以定义一映象 Q 颐 X
寅 Y 使得

摇 摇 lim
n寅肄

滋 (4k) n f (x / (2k) n) -Q(x)( t) = 1摇 摇 (x 沂 X,t > 0) . (11)

其次,对每一 n 逸1,x 沂 X 及 t > 0,
摇 摇 滋 f (x) -(4k) n f (x / (2k) n)( t) = 滋移n-1

i = 0(4
k) i f (x / (2k) i) -(4k) i+1f (x / (2k) i+1)( t) 逸

摇 摇 摇 摇 T n-1
i = 0(滋 (4k) i f (x / (2k) i) -(4k) i+1 f (x / (2k) i+1)( t)) 逸

摇 摇 摇 摇 T n-1
i = 0 M x, 琢 i +1 t

| 4k |( )i .

于是有

摇 摇 滋 f (x) -Q(x)( t) 逸 T(滋 f (x) -(4k) n f (x / (2k) n)( t), 滋 (4k) n f (x / (4k) n) -Q(x)( t)) 逸

摇 摇 摇 摇 T T n-1
i = 0 M x, 琢 i +1 t

| 4k |( )i , 滋 (4k) n f (x / (2k) n) -Q(x)( t( )) .

让 n 寅 肄 即得

摇 摇 滋 f (x) -Q(x)( t) 逸 T 肄
i = 1M x, 琢 i +1 t

| 4k |( )i .

式(6)得证.
因为 T 是连续的,由概率度量空间理论的一已知结果(例如文献[24]第 12 章)得知,对几

乎所有的 t > 0. 有
摇 摇 lim

n寅肄
滋F1

( t) = 滋Q(x+ y) +Q(y+z) +Q(x+z) -Q(x) -Q(y) -Q( z) -Q(x+y+z)( t),

其中

摇 摇 F1 = (4k) n f (2 -kn(x + y)) + (4k) n f (2 -kn(x + z)) + (4k) n f (2 -kn(y + z)) -
摇 摇 摇 摇 (4k) n f (2 -kn(x)) - (4k) n f (2 -kn(y)) -
摇 摇 摇 摇 (4k) n f (2 -kn( z)) - (4k) n f(2 -kn(x + y + z)) .
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另一方面, 在式(3)中分别代 x,y 和 z,以 2 -knx,2 -kny 及 2 -knz, 且应用(NA鄄RN2)和式(4)即得

摇 摇 滋F1
( t) 逸 追 2 -knx,2 -kny,2 -knz, t

| 4k |( )n 逸 追 x,y,z, 琢 n t
| 4k |( )n ,

对所有的 x,y 沂 X 及所有的 t > 0 成立. 因 limn寅肄 追(x,y,z,琢 n t / | 4k | n) = 1,由此即可断定 Q
是一个二次映象.

如果 Q忆 颐 X寅 Y是另一个二次映象,使得 滋Q忆(x) -f (x)( t) 逸M(x,t),坌x沂 X, t > 0,则对每

一 n 沂 N,x 沂 X 及 t > 0 有,
摇 摇 滋Q(x) -Q忆(x)( t) 逸 T(滋Q(x) -(4k) n f (x / (2k) n)( t), 滋 (4k) n f (x / (2k) n) -Q忆(x)( t),t)) .

于是由式(11),可断定 Q = Q忆 . 证毕. 阴
推论 1摇 设 K 是一非鄄Archimedean 域, X是 K上的一向量空间,而(Y, 滋,T) 是 K 上的一完

备的非鄄Archimedean RN鄄空间且具有一 t鄄 范数 T 沂 H . 设 f 颐 X 寅 Y 是一偶的 追鄄近似加性的二

次映象 . 如果存在 琢 沂 R(琢 > 0) 及一整数 k,k 逸2 且 | 4k | < 琢 使得式(4) 成立,则存在唯

一的二次映象 Q 颐 X 寅 Y 使得式(5)成立.
证明摇 因为

摇 摇 lim
n寅肄

M x, 琢 n t
| 4 |( )kn = 1,摇 摇 (坌x 沂 X, t > 0),

而且 T 是 Had觩ic' 鄄 型的,由命题 1 知

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
j = n M x, 琢 j t

| 4 |( )kj = 1摇 摇 (x 沂 X, t > 0) .

于是由定理 2,结论即得.
下面我们给出一例子,用以说明本文主要结果的有效性:
例 2摇 设 (X,椰·椰) 是一非鄄Archimedean Banach 空间, (X, 滋,TM) 是一非鄄Archimedean

RN鄄空间,其中

摇 摇 滋 x( t) = t
t + 椰x椰 摇 摇 (坌x 沂 X, t > 0),

而且 (Y, 滋,TM) 是一完备的非鄄Archimedean RN鄄空间(见例 1). 定义

摇 摇 追(x,y,z,t) = t
1 + t .

易知当 0 < 琢 臆1 时,式(4)成立. 又因

摇 摇 M(x,t) = t
1 + t,

故有

摇 摇 lim
n寅肄

M x, 琢 n t
| 4 |( )kn = lim

n寅肄

琢 n t
| 4 | kn + 琢 n t

= 1,

且

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
M, j = nM x, 琢 j t

| 4 |( )kj = lim
n寅肄

lim
m寅肄

T m
M, j = nM x, 琢 j t

| 4 |( )( )kj =

摇 摇 摇 摇 lim
n寅肄

lim
m寅肄

琢 n t
琢 n t +| 4k | n = 1摇 摇 (坌x 沂 X, t > 0) .

设 f 颐 X寅 Y是一偶的追鄄近似加性的二次映象. 因而定理2中所有的条件满足,故存在唯一

的二次映象 Q 颐 X 寅 Y 使得
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摇 摇 滋 f (x) -Q(x)( t) 逸 琢2 t
琢2 t +| 4k |

.

5摇 随机 Hyers鄄Ulam 稳定性(奇函数情形)
定理 3摇 设 K 是一非鄄Archimedean 域, X是 K上的向量空间,(Y, 滋,T) 是 K 上的非鄄Archi鄄

medean 随机 Banach 空间. 设 f 颐 X 寅 Y 是一奇的 追鄄近似加性的二次函数. 如果对某一 琢 沂 R,
琢 > 0,及某一整数 k,k 逸2, | 2k | < 琢, 使得

摇 摇 追(2 -kx,2 -ky,2 -kz,t) 逸 追(x,y,z,琢t)摇 摇 (x 沂 X, t > 0), (12)
且

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
j = nM x, 琢 j t

| 2 |( )kj = 1摇 摇 (x 沂 X, t > 0), (13)

则存在唯一的加性映象 A 颐 X 寅 Y 使得

摇 摇 滋 f (x) -A(x)( t) 逸 T 肄
i = 1M x, 琢 i +1 t

| 2 |( )ki (14)

对所有的 x 沂 X 及 t > 0 成立,其中

摇 摇 M(x,t) T(追(x,x, - x,t),追(2x,2x, - 2x,t),…,
摇 摇 摇 摇 追(2k-1x,2k-1x, - 2k-1x,t))摇 摇 (x 沂 X, t > 0) .
证明摇 首先,我们对 j 用归纳法证明. 对每一 x 沂 X,t > 0, j 逸1 有

摇 摇 滋 f (2 jx) -2 j f (x)( t) 逸 M j(x,t)
摇 摇 摇 摇 T(追(x,x, - x,t),…,追(2 j -1x,2 j -1x, - 2 j -1x,t)) . (15)

在式(3)中令 y = x,z = - x 即得

摇 摇 滋 f (2x) -2 f (x)( t) 逸 追(x,x, - x, t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0) . (16)
这就证明了式(15)当 j = 1 时成立. 设式(15) 对某一 j 逸2 成立. 在式(16) 中代 x 以 2 jx, 即得

摇 摇 滋 f (2 j +1x) - 2 f (2 jx)( t) 逸 追(2 jx,2 jx, - 2 jx,t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0) .
因为 | 2 |臆1,故有

摇 摇 滋 f (2 j +1x) -2 j +1f (x)( t) 逸 T(滋 f (2 j +1x) -2f (2 jx)( t), 滋2f (2 jx) -2 j +1 f (x)( t)) =

摇 摇 摇 摇 T 滋 f (2 j +1x) -2f (2 jx)( t), 滋 f (2 jx) -2 j f (x)
t

| 2( )( )|
逸

摇 摇 摇 摇 T(滋 f (2 j +1x) -2f (2 jx)( t), 滋 f (2 jx) -2 j f (x)( t)) 逸
摇 摇 摇 摇 T(追(2 jx,2 jx, - 2 jx,t),M j(x,t)) = M j +1(x,t),

对每一 x 沂 X . 于是式(15) 对所有的 j 逸2 成立. 特别有

摇 摇 滋 f (2kx) -2k f (x)( t) 逸 M(x,t)摇 摇 (x 沂 X,t > 0) . (17)
在式(17)中代 x 以 2 -(kn+k) x, 并引用不等式(12),即得

摇 摇 滋 f (x / 2kn) -2k f (x / 2kn+k)( t) 逸 M x
2kn+k( )t 逸

摇 摇 摇 摇 M(x,琢 n+1 t)摇 摇 (x 沂 X, t > 0, n = 0,1,2,…) . (18)
于是有

摇 摇 滋 (2k) n f (x / (2k) n) -(2k) n+1 f (x / (2k) n+1)( t) 逸

摇 摇 摇 摇 M x, 琢 n+1

| (2k) n |( )t 摇 摇 (x 沂 X, t > 0, n = 0,1,2,…) .
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故

摇 摇 滋 (2k) n f (x / (2k) n) -(2k) n+p f (x / (2k) n+p)( t) 逸
摇 摇 摇 摇 T n+p

j = n(滋 (2k) j f (x / (2k) j) -(2k) j +p f (x / (2k) j +p)( t)) 逸

摇 摇 摇 摇 T n+p
j = n M x, 琢 j +1

| (2k) j |( )t 摇 摇 (x 沂 X, t > 0, n = 0,1,2,…) .

因 limn寅肄 T 肄
j = nM(x,(琢 j +1 / | 2k | j) t)= 1 (x沂X, t > 0), {故 (2k) n f(x / (2k) n }) n沂N 是非鄄Archi鄄

medean 随机 Banach 空间 (Y, 滋,T) 中之一 Cauchy 序列. 于是我们定义一映象 A 颐 X 寅 Y 使得

摇 摇 lim
n寅肄

滋 (2k) n f (x / (2k) n) -A(x)( t) = 1 摇 摇 (x 沂 X,t > 0) . (19)

其次,对每一 n 逸1,x 沂 X 及 t > 0 有

摇 摇 滋 f (x) -(2k) n f (x / (2k) n)( t) = 滋移n-1
i = 0(2

k) i f (x / (2k) i) -(2k) i+1f (x / (2k) i+1)( t) 逸

摇 摇 摇 摇 Tn-1
i = 0(滋 (2k) i f (x / (2k) i) -(2k) i+1 f (x / (2k) i+1)( t)) 逸

摇 摇 摇 摇 Tn-1
i = 0 M x, 琢 i +1 t

| 2k |( )i .

从而有

摇 摇 滋 f (x) -A(x)( t) 逸 T(滋 f (x) -(2k) n f (x / (2k) n)( t), 滋 (2k) n f (x / (2k) n) -A(x)( t)) 逸

摇 摇 摇 摇 T Tn-1
i = 0M x, 琢 i +1 t

| 2k |( )i , 滋 (2k) n f (x / (2k) n) -A(x)( t( )) .

令 n 寅 肄 即得

摇 摇 滋 f (x) -A(x)( t) 逸 T 肄
i = 1M x, 琢 i +1 t

| 2k |( )i .

这就证明了式(14).
因 T 是连续的,由概率度量空间理论的一个已知的结果(例如文献[24]第 12 章)得
摇 摇 lim

n寅肄
滋F2

( t) = 滋 A(x+ y) +A(y+z) +A(x+z) -A(x) -A(y) -A( z) -A(x+y+z)( t),

其中

摇 摇 F2 = (2k) n f(2 -kn(x + y)) + (2k) n f(2 -kn(x + z)) + (2k) n f(2 -kn(y + z)) -
摇 摇 摇 摇 (2k) n f(2 -kn(x)) - (2k) n f(2 -kn(y)) -
摇 摇 摇 摇 (2k) n f(2 -kn( z)) - (2k) n f(2 -kn(x + y + z)),

对几乎所有的 t > 0 成立. 另一方面, 在式(3) 中分别代 x,y 以 2 -knx,2 -kny, 并引用(NA鄄RN2)
及式(12)可得

摇 摇 滋F2
( t) 逸 追 2 -knx,2 -kny,2 -knz, t

| 2k |( )n 逸 追 x,y,z, 琢 n t
| 2k |( )n ,

对所有的 x,y 沂 X及所有的 t > 0 成立. 因为 limn寅肄 追(x,y,z,琢 n t / | 2k | n) = 1,故我们可以断

定 A 是一加性映象.
如果 A忆 颐 X 寅 Y 是另一加性映象使得 滋 A忆(x) -f(x)( t) 逸 M(x,t) 对所有的 x 沂 X 及 t > 0,则

对每一 n 沂 N,x 沂 X 及 t > 0 有

摇 摇 滋 A(x) -A忆(x)( t) 逸 T(滋 A(x) -(2k) n f (x / (2k) n)( t), 滋 (2k) n f (x / (2k) n) -A忆(x)( t),t)) .
故由式(19)得知 A = A忆 . 证毕. 阴

推论 2摇 设 K 是一非鄄Archimedean 域, X是 K上的向量空间,而(Y, 滋,T) 是 K 上的完备的

非鄄Archimedean RN鄄空间且具有一 t鄄 范数 T 沂 H . 设 f 颐 X 寅 Y 是一奇的 追鄄近似加性的二次映

象. 如果存在一 琢 沂 R(琢 > 0) 及一整数 k,k 逸2 且 | 2k | < 琢 使得式(12) 成立,则存在唯一
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的加性映象 A 颐 X 寅 Y 使得式(13)成立.
证明摇 因

摇 摇 lim
n寅肄

M x, 琢 n t
| 2 |( )kn = 1,摇 摇 坌x 沂 X,t > 0,

而且 T 是 Had觩ic'型的,由命题 1 得知

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
j = nM x, 琢 j t

| 2 |( )kj = 1,摇 摇 坌x 沂 X,t > 0.

于是由定理 3,结论即得.
现在我们给出一个例子,用以说明我们的主要结果的正确性.
例 3摇 设 (X,椰·椰) 是一非鄄Archimedean Banach 空间, (X, 滋,TM) 是一非鄄Archimedean

RN鄄空间,其中

摇 摇 滋 x( t) = t
t + 椰x椰 ,摇 摇 坌x 沂 X,t > 0,

而 (Y, 滋,TM) 是一完备的非鄄Archimedean RN鄄空间(见例 1). 定义

摇 摇 追(x,y,t) = t
1 + t .

易知式(12)对所有的 0 < 琢 臆1 成立. 另因

摇 摇 M(x,t) = t
1 + t .

故有

摇 摇 lim
n寅肄

T 肄
M, j = nM x, 琢 j t

| 2 |( )kj = lim
n寅肄

lim
m寅肄

T m
M, j = nM x, 琢 j t

| 2 |( )( )kj =

摇 摇 摇 摇 lim
n寅肄

lim
m寅肄

琢 n t
琢 n t +| 2k | n = 1,摇 摇 坌x 沂 X,t > 0.

设 f 颐 X寅 Y是一奇的追鄄近似加性的二次映象. 于是定理3的所有条件满足,故存在唯一的加性

映象 A 颐 X 寅 Y 使得

摇 摇 滋 f (x) -A(x)( t) 逸 琢2 t
琢2 t +| 2k |

.
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Solution and Stability of a Mixed Type Functional
Equation in Non鄄Archimedean

Random Spaces

ZHANG Shi鄄sheng1,摇 R. Saadati2,摇 G. Sadeghi2

(1. Department of Mathematics, Yibin University, Yibin, Sichuan 644007, P. R. China;
2. Department of Mathematics, Science and Research Branch,

Islamic Azad University, 14778, Tehran, I. R. Iran)

Abstract: The generalized stability of the Euler鄄Lagrange quadratic mappings in the framework
of non鄄Archimedean random normed spaces was proved. Furthermore, the interdisciplinary re鄄
lation among the theory of random spaces, the theory of non鄄Archimedean spaces and the theo鄄
ry of functional equations were also presented.

Key words: generalized Hyers鄄Ulam stability; Euler鄄Lagrange functional equation; non鄄Archi鄄
medean normed space; p鄄adic field
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