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大型海湾水交换计算中随机
游动方法的应用研究
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摘要:摇 水交换矩阵是反映大型海湾不同子区域之间水交换关系的有效工具,该文对随机游动方

法在水交换矩阵计算中的应用进行了研究. 通过与对流扩散模型的对比,指出用随机游动方法计

算水交换矩阵比用对流扩散方程求解更快更灵活. 同时,为了对不同区域之间的水交换特性进行

长期快速预测,采用了 Thompson 提出的预测矩阵方法. 通过理论分析得出,影响该矩阵预测效果

的因素主要有:粒子数目、分区数和预测矩阵取值时间. 以一个矩形海湾为例,将数值模拟结果和

预测矩阵预测结果进行对比,分析了以上各因素对预测效果的影响. 结果表明,粒子数目越多,预
测矩阵取值时间越长,预测矩阵的预测效果越好. 在粒子数目足够多的情形下,分区数越多,预测

效果越好. 相反,粒子数目如果较少,过多的分区数将可能导致预测矩阵效果太差而不可用.
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引摇 摇 言

湖泊、河口和近岸海域等水体的水交换能力与该水体的自净能力、环境容量、营养盐输运、
生态环境等有着紧密的联系,水交换能力的研究是水环境保护与治理中的一个重要内容.

对于小型区域水体水交换能力的研究,基于区域内水体迅速充分混合假定的箱式模型[1鄄2]

快捷而有效;而对于大型区域,该假设可能导致对区域水交换能力的过高估计,因此箱式模型

不适用[3] . 目前大型海湾的水交换研究,主要通过将整个研究区域划分成多个子区域,并用数

值模拟的方法分别进行计算. Thompson 等[4]提出的水交换矩阵是用来描述大型海域内各子区

水交换特性的一个有力工具. 水交换矩阵的每一个元素为任一时刻该子区域内流到其他子区

域水体所占的比例. 这样,每个子区域和研究区域内其他子区域的水交换情况就可以用一个向

量表示出来,而所有子区域之间的水体相互交换情况,就可以用矩阵的形式表示出来. 在实际

研究中,可将具有不同水交换能力、功能区划及水质要求的区域各自划分成一个子区域, 则水
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交换矩阵就可以生动而完整地给出各区域之间水体的详细来流去向, 及它们之间水交换的相

关系数, 从而可以确定各区域水体之间的互相影响情况, 为各子区域的功能规划和管理提供

依据.
水交换矩阵是根据数值模拟结果统计得出的. 目前,应用于水交换的数值模拟方法主要

有:基于标识质点的 Lagrange 方法和基于对流扩散方程的 Euler 方法. 标识质点路径的 La鄄
grange 方法只考虑了水体的对流而没有考虑水体的扩散,可能会给出和实际情形偏差较大的

结果,特别是在对流比较小的区域[5] . 对流扩散模型同时考虑了水体的对流和扩散,但是在描

述水体生命、驻留时间这种基于 Lagrange 观点的水交换概念时,由于它是通过统计全场中的浓

度变化来实现它们的求解,因此不够直观准确.
随机游动方法是一种基于概率统计的数值方法,它利用足够多的粒子的运动来模拟物质

的对流扩散过程. 粒子的运动由一个包含对流项和扩散项的简单控制方程来确定,每一个粒子

代表等份量的扩散质,且粒子的运动在统计特性上满足对流扩散方程. 简单的控制方程使得它

具有计算简单、易并行的优点;由于粒子代表等份量的扩散质且总数不变,该方法还具有无数

值耗散的优点[6] . 目前,该方法在水交换研究方面已经得到较广泛的应用. Bilgili 等[7] 用该方

法研究了模型的起始启动时间和湍动扩散系数的取值等多种因素对水交换的影响;Riddle[8]

用该方法模拟了苏格兰的 Forth 湾中释放化学物质的浓度分布和年龄, 结果表明, 采用不同

扩散系数模型和参数的不确定性对模拟结果的影响都很大; Wang 等[9] 用该方法研究了胶州

湾的三维水交换特性, 并讨论了不同的边界处理方法、 湍动扩散系数的不同取值对水交换的

影响.
若在固定的分区方案下统计水交换矩阵,随机游动方法与对流扩散模型相比较并无显著

的差异. 然而,在实际工程中,为了优化规划或设计方案,对于同一块大型水域往往需要统计不

同分区方案下的水交换矩阵. 若采用对流扩散模型来计算水交换矩阵,对于每一种分区方案,
都需要进行一次模拟;而采用随机游动的方法,只要在初始时刻标记每一个粒子,就可以知道

在不同的分区方案下各个分区内任意时刻都有哪些粒子,对于不同的分区方案,都可根据同一

次的模拟结果统计出相应的水交换矩阵,从而更加灵活快捷. 此外,有时需要了解较长时间后

的水交换特性,这时,可以引入 Thompson 等[4]提出的预测矩阵来进行区域之间水交换的快速

预测,而不需要再次进行长时间的数值模拟.
本文主要开展了以下几方面工作:1) 将随机游动方法模拟结果和理论解进行了对比,讨

论了粒子数对模拟精度的影响;2) 用数值实验的方法讨论了粒子数目、分区数和取值时间对

预测矩阵预测效果的影响;3) 探讨了随机游动方法在计算大型海湾水交换矩阵时的优势.

1摇 基 本 方 程

1. 1摇 随机游动方法

假设在三维对流扩散过程中,流体中每个粒子的运动遵守如下方程:

摇 摇 X t +驻t
p = X t

p + u(X t
p,t)驻t + 2D(X t

p,t)驻t·r( t), (1)
其中, X t

p 为粒子在时刻 t所处的位置向量, u(X t
p,t) 为粒子的对流速度向量, D(X t

p,t) 为粒子

的扩散系数张量, r( t) 为各分量均符合(0,1) 正态分布的随机数向量, 驻t 为随机游动时间步

长. It觝[10]证明了上述粒子分布的概率密度函数 f(X t
p,t) 符合如下的 Fokker鄄Plank 方程:
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摇 摇 鄣f
鄣t + Ñ·(uf ) = ÑÑ:(Df ), (2)

其中摇 摇 ÑÑ:(Df ) = 移
n

i = 1
移

n

j = 1

鄣2Dij

鄣xi鄣x j
f,

n 代表维数,Dij 为扩散系数.
考虑到浓度分布和概率密度函数之间存在如下积分关系:

摇 摇 c(X,t) = 乙 t

-肄
dt0乙+肄

-肄
C(Xt0,t0) f(Xt | Xt0)dXt0, (3)

在时间和空间上积分式(2),可以得到浓度满足如下方程:

摇 摇 鄣c
鄣t + Ñ·(uc) = ÑÑ:(Dc) . (4)

因此,采用方程(1)模拟得到的浓度分布结果和方程(4)是等价的. Kinzelbach[11] 和 Visser[12]

指出,当扩散系数张量 D 在空间分布不均时,采用方程(1)将会导致粒子在低扩散系数的地方

聚集. 在三维水质数值模拟中常用的对流扩散方程具有如下形式:

摇 摇 鄣c
鄣t + Ñ·(uc) + Ñ·(c Ñ·D) = ÑÑ:(Dc) . (5)

对比式(4)和(5)可以看出,两方程之间只相差一项 Ñ·(cÑ·D) . 因此,为了使随机游动方法模

拟的结果和方程(5)等价,需要在方程(1)中添加一个由于扩散系数的空间分布不均而导致的

对流项,此时粒子运动遵循如下形式的方程:

摇 摇 X t +驻t
p = X t

p + [u(X t
p,t) + Ñ·D(X t

p,t)]驻t + 2D(X*,t)驻t·r( t), (6)
其中

摇 摇 X* = X t
p + 1

2 [Ñ·D(X t
p,t)]驻t .

另外,在利用二维随机游动模型来模拟沿水深积分的二维对流扩散方程一样的现象时,还需要

考虑地形变化产生的对流项[13] .
可见,随机游动方法和对流扩散方程在本质上描述的物理现象是一致的,只是随机游动方

法是基于概率统计的原理来描述对流扩散过程,而对流扩散方程是采用微分方程的形式来描

述这一过程.
1. 2摇 水交换矩阵及剩余函数

为了描述大型海湾的水交换特性,现给出水交换矩阵的定义,以及描述水交换能力强弱的

剩余函数的定义.
假设有半封闭海湾如图 1 所示,将整个海湾的水体划分成 6 个子区域,并分别标记其为

A1,A2,A3,A4,A5,A6,海湾以外的水体记为 A7 .
采用对流扩散方法时,初始浓度布置方法如下:

摇 摇 cij =
1,摇 摇 i = j,
0,摇 摇 i 屹 j{ ,

(7)

其中,上标 i 表示扩散质类型,下标 j 表示扩散质所在的区域. 即初始时每种扩散质在本区域浓

度为 1,其余区域浓度均为 0,不同区域的水体利用不一样的扩散质来区分.
水交换矩阵 P t 定义如下:
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摇 摇 pt
ij =

mt
ij

m0
i
, (8)

其中, m0
i 为初始时刻在区域 i 内的扩散质总量,mt

ij 为经过时间 t 之后从区域 i 流到区域 j 的扩

散质总量.

图 1摇 半封闭海湾及其分区示意图摇 摇 摇

Fig. 1摇 The sketch of a semi enclosed 摇 摇 摇

bay and its sub鄄areas

在随机游动方法中,每个粒子都代表恒定量的扩散

质. 假设粒子总数和扩散质总量的关系为 n0
i = m0

i / mp,
mp 为每个粒子代表的扩散质的量. 代入式(8),水交换

矩阵有如下形式:

摇 摇 pt
ij =

nt
ij

n0
i
, (9)

其中, n0
i 为初始时刻在区域 i 的粒子数,nt

ij 为经过时间 t
之后从区域 i 流到区域 j 的粒子数. 可以看出,水交换矩

阵是一个随着时间变换的矩阵,它反映了经过时间 t 之
后各子区域的水交换状况. 如果经过时间 T 之后的水交

换矩阵具有足够的代表性,则可以通过矩阵运算的方法

对更长时间的水交换特性进行后期快速预测,这个矩阵

称为预测矩阵,同时, T 称为预测矩阵取值时间.
Zimmerman 给出的驻留时间[14]定义为:每个粒子的驻留时间就是该粒子到达研究区域以

外所用的时间. 假设初始时刻研究区域内所含的某扩散质的量为 R0,经过时间 t 之后,研究区

域内所含的该扩散质的量为 R( t), 则该扩散质在研究区域内的平均驻留时间[15]为

摇 摇 子 r = 乙肄
0
r( t)dt, (10)

其中 r( t) = R( t) / R0,称 r( t) 为剩余函数,表示在 t 时刻研究区域内扩散质总量占初始时刻扩

散质总量的比例.
对于图 1 所示的半封闭海湾,区域 i 内的水体在该海湾的剩余函数可以用水交换矩阵的

元素表示为

摇 摇 ri( t) = 移
6

j = 1
nt
ij n0

i = 移
6

j = 1
pt
ij . (11)

1. 3摇 预测矩阵及影响其预测精度的因素

为了对水体的长期水交换特性进行快速计算,可以用具有代表性的预测矩阵进行矩阵运

算,来得到较长时间内各子区域间的水交换规律. 但是,要保证预测矩阵有好的预测效果,就需

要分析和评价影响预测精度的因素.
{如果随机过程 Xn,n = 0,1,2 },… 只取有限或可列多个值,且对任意 i0,i1,…,in,in+1 沂 S

及 {P X0 = i0,X1 = i1,…,Xn = i }n > 0, 有

摇 摇 {P Xn+1 = in+1 | X0 = i0,X1 = i1,…,Xn = i }n {= P Xn+1 = in+1 | Xn = i }n , (12)
则称该随机过程为 Markov 链,式(12)刻画了该过程的 Markov 性,其中 {S = 1,2 },… 为状态

空间. 坌i, j 沂 S,称 pij(n) {= P Xn+1 = j | Xn }= i 为 n 时刻的一步转移概率矩阵. 如果对 坌i, j
沂 S,pij(n) 以 pij,即 pij 与 n 无关, {则称 Xn,n = 0,1,2 },… 为齐次 Markov 链,同时,简称 P =
(pij) 为转移矩阵.
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同样,如果把粒子处于某个分区称为一种状态,那么粒子从一个分区对流扩散到另外一个

分区,就可以认为是从一种状态转移到另外一种状态. 假设粒子在全场分布的概率为 f,且存在

Green 函数 G(X,t | X忆,子), 满足如下关系式:

摇 摇 f(X,t) = 乙
A
f(X忆,子)G(X,t | X忆,子)dX忆, (13)

f(X,t) 为粒子在 t时刻位于 X的概率,G(X,t | X忆,子) 为粒子从 子 时刻的 X忆 位置转移到 t时刻

X 位置的概率,A 为整个研究区域.
将整个区域划分为 m 个子区域,则上述积分形式可以写成

摇 摇 f(X,t) = 移
m

i = 1
乙
A i

f(X忆,子)G(X,t | X忆,子)dX忆 . (14)

将上式在区域 A j 积分,有

摇 摇 乙
A j

f(X,t)dX = 移
m

i = 1
乙
A j
乙
A i

f(X忆,子)G(X,t | X忆,子)dX忆dX, (15)

上式中 乙
A j

f(X,t)dX 代表粒子在 t 时刻处于区域 A j 的概率. 定义粒子在 子 至 t 时间内从区域 i

到区域 j 的转移概率矩阵为

摇 摇 pij( t,子) = 乙
A j
乙
A i

f(X忆,子)G(X,t | X忆,子)dX忆dX 乙
A i

f(X忆,子)dX忆, (16)

记

摇 摇 fA j
( t) = 乙

A j
f(X,t)dX,

则由式(15)、(16)可得

摇 摇 fA j
( t) = 移

m

i = 1
pij( t,子) fAi(子), (17)

这里 pij(t,子) 即为式(9) 定义的水交换矩阵,代表从时刻 子 至时刻 t 各区域之间的水交换情况.
考虑到近海水动力边界条件基本呈周期性变化,那么, 每个区域内的流场、 水位、 流速都

将呈现周期性的变化, 区域之间的水体通量也是周期性的变化. 因此,可令预测矩阵取值时间

T = t - 子,且 t,子均为取值时间 T的整数倍,T又为潮周期的整数倍. 不妨设 t = (k + 1)T,子 = kT,
k 为正整数,则式(17)可以写为

摇 摇 fA j
((k + 1)T) = 移

m

i = 1
pij(kT) fAi(kT), (18)

其中将 pij((k + 1)T,kT) 简记为 pij(kT) . 将上式写成张量形式,有
摇 摇 f((k + 1)T) = f(kT)·P(kT), (19)

这里,矩阵 P(kT) 是和时刻 kT 相关的,也即为 kT 时刻的一步转移矩阵.
考虑矩阵 P(kT) 恒定不变需要的条件,将下式调整积分顺序,有

摇 摇 乙
A j
乙
A i

f(X忆,子)G(X,t | X忆,子)dX忆dX = 乙
A i

f(X忆,子 [) 乙
A j
G(X,t | X忆,子)d ]X dX忆 . (20)

如果认为当前时间步粒子所处区域中的具体位置不影响它下一时间步运动到其他区域的概

率,即 G(X,t | X忆,子) 是和位置变量 X忆 无关的,则式(20)可以写为

摇 摇 乙
A j
乙
A i

f(X忆,子)G(X,t | X忆,子)dX忆dX = 乙
A i

f(X忆,子)dX忆乙
A j
G(X,t | X忆,子)dX, (21)

代入式(17),有

195大型海湾水交换计算中随机游动方法的应用研究



摇 摇 pij( t,子) = 乙
A j
G(X,t | X忆,子)dX,摇 摇 X忆 沂 Ai; X 沂 A j, (22)

显然有

摇 摇 移
m

j = 1
pij( t,子) = 1.

取 t = (k + 1)T,子 = kT, 有

摇 摇 pij(kT) = 乙
A j
G(X,(k + 1)T | X忆,kT)dX,摇 摇 X忆 沂 Ai; X 沂 A j . (23)

从上式可以看出,矩阵和 Green 函数 G 有着直接的关系. 要使矩阵是一恒定量,一方面要使

Green 函数和初始所处位置变量X忆 相关性尽量小,另一方面,在一个取值时间 T内,需要 Green
函数 G 在各区域的积分是尽量不变的. 针对第 1 点,就是要使区域划分尽量小,也就是说增加

分区数. 针对第 2 点,一般来说,Green 函数 G 和时刻 子、时刻 t 时的水动力参数、浓度分布情况

有关. 由于取值时间 T 是水动力周期的整数倍,因此,可以保证水动力参数在任一取值时刻是

一致的. 时间 T 取值较长可以使各区域的浓度混合较为均匀平滑,这样 Green 函数 G 在各区域

的积分变化较小,可使浓度分布情况尽量一致.
将从初始时刻经过时间 T 之后求得的水交换矩阵 P(T,0) 作为预测矩阵 Pr, 则有如下关

系式成立:
摇 摇 P(kT,0) 抑 Pk

r . (24)
由于 Pr 是一恒定不变的矩阵,因此,粒子下一时间步在各区域的分布情况只和当前时刻它在

各区域的分布有关,也就可以认为各区域之间的水交换为一 Markov 链,而将 Pr 称为具有

Markov 性的水交换预测矩阵.

2摇 随机游动方法的验证和粒子数对精度的影响

设一开阔的等水深静止水域,有质量为 M的扩散质在 t = 0 时刻于(x0,y0) 位置投入,假定

x方向和 y方向的扩散系数Dxx,Dyy 在整个水域的取值不变,则由对流扩散方程(5) 求得的浓度

C(x,y,t) 的理论解如下[16]:

图 2摇 随机游动方法模拟结果与

理论解的对比 ( t = 1 800 s)

Fig. 2摇 Results of the random walk method and

the theoretical solution ( t = 1 800 s)

摇 摇 C(x,y,t) = M / H
4仔t DxxDyy

伊

摇 摇 摇 摇 exp -
(x - x0) 2

4Dxx t
-

(y - y0) 2

4Dyy

é
ë
êê

ù
û
úút
. (25)

图 2 为随机游动方法模拟浓度值和理论解浓度值

在 t = 1 800 s 时的对比.模拟时,计算区域大小为 100伊
100 网格,空间步长为 驻x =驻y = 100 m,水深H = 10 m,
点源扩散质的位置为 x0 = 5 000 m,y0 = 5 000 m,扩散

系数 Dxx = 20 m2 / s, Dyy = 20 m2 / s, 总体模拟时间为

3 600 s . 其中,数据取值于 y = 5 000 m,2 000 m 臆 x
臆8 000 m 的线段上. 三角形点划线为粒子总数为

100 万个的模拟结果(方案 1),圆形点划线为粒子总

数为 10 万个的模拟结果(方案 2),方框点划线是理

论解. 可以看出,粒子总数为 100 万的模拟结果和理
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论解吻合很好,而粒子总数为 10 万的模拟结果和理论解的偏差较大,这说明较多的粒子数目

可以提高模拟的精度.
定义随机游动方法模拟浓度值的相对误差 着 i 和平均相对误差 着- 如下:

摇 摇 着 i =
C i

s - C i
e

C i
e

, 着- = 100% 伊 移
N

i = 1
着 i / N, (26)

其中 i为网格编号,C i
s 为第 i个网格上的随机游动方法的模拟浓度值,C i

e 为第 i个网格上的理论

解浓度值,但对于C i
e 小于理论最大浓度值1% 的网格点不进行两者相对误差计算,N为参与比

较的总网格数.
表 1 给出了 t = 1 800 s时随机游动方法模拟浓度值在所有网格上的平均相对误差 着- . 可以

看出,随机游动方法求解所得浓度和理论解浓度值还是有较大偏差.
表 1摇 随机游动方法模拟值的平均相对误差 ( t = 1 800 s)

Table 1摇 Average relative error of results of the random walk method ( t = 1 800 s)

total number of particles 着- / %
1伊105 23. 8

1伊106 7. 4

摇 摇 虽然在所有网格点上的浓度值平均相对误差较大,但是在统计一个较大区域内的扩散质

总量时,误差却是很小的. 定义圆形区域内扩散质总量模拟值的相对误差 着m 如下:

着m = 移
N

i = 1
(C i

s - C i
e)啄 i 移

N

i = 1
C i

e啄 i,摇 摇 啄 i =
1,摇 摇 (xi - x0) 2 + (yi - y0) 2 臆 r,

0,摇 摇 (xi - x0) 2 + (yi - y0) 2 > r
{

,
(27)

其中, 啄 i 用来判定第 i个网格是否处于统计区域范围内,(xi,yi) 为网格中心坐标,(x0,y0) 为圆

形区域中心,r 为圆形区域半径,其余变量和式(26)中相同.
表2 给出扩散质总量模拟值在以点 (x0,y0) 为中心,半径为 r的圆形区域内的相对误差 着m .

可以看出,较多的粒子数目可以使得求解更精确. 同时也可以发现,统计一个较大区域内的物

质总量时,用较少的粒子数目,即可达到模拟所需精度,从而进一步减少模拟计算时间. 在水交

换矩阵的统计中,当粒子数目达到一定量之后,这个数目不能在每个网格点计算出很精确的浓

度值,但是对于统计较大区域内的物质量,它却足以达到模拟计算所需的精度,因此可以采用

这个数目的粒子进行模拟.
表 2摇 圆形区域内扩散质总量模拟值的相对误差

Table 2摇 Relative error of the contaminant in a circular area

total number of particles r / m 着m

1伊105 1 000 1. 27伊10-3

1伊105 2 000 1. 70伊10-4

1伊106 1 000 3. 02伊10-4

1伊106 2 000 1. 14伊10-4

3摇 预测矩阵及影响因素分析

图 3 是一长度为50 km,宽度为36 km,初始水深为10 m 的矩形海湾. 左、上、下3 边均为固壁

边界,右边界处采用一正弦半日潮为水动力边界条件. 潮振幅取值为 1 m,潮周期为 43 200 s . 底
部摩擦的 Manning 系数取值 0. 02. 同时为了考虑 Coriolis 力的作用,假定该海域的纬度值为北
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纬 45毅. 进行水动力学模拟时,将计算区域划分成 100伊72 的矩形网格,空间步长为 dx = dy =
500 m,时间步长为 dt = 60 s, 总体模拟时间为 400 个潮周期.

图 3摇 模拟海湾及其分区示意图摇 摇

Fig. 3摇 Sketch of the simulated bay 摇 摇

and its sub鄄areas

图 3 中虚线将整个海湾划分为 10 个区域,区域

A10 大小为25 伊 72网格,其余区域的大小均为25 伊 24
网格. 在这里,主要考虑区域 A1 ~ A9 的水交换特性,
区域 A10 是作为边界缓冲区用于考虑水体的回流. 采
用对流扩散方程模拟时,在 A1 ~ A9 这 9 个区域内分

别布设初始浓度为 1 的不同扩散质,而在采用随机游

动方法模拟时,于 A1 ~ A9 这 9 个区域内布设数目一

致且空间均匀分布的粒子,且每个粒子都进行独立

编号标识.
图 4 为预测矩阵通过矩阵运算求得的剩余函数

和用随机游动方法数值模拟求得的剩余函数对比.

(a) A1 (b) A2

(c) A4 (d) A5

图 4摇 预测矩阵取值时间 T 对剩余函数的影响

Fig. 4摇 The influence of matrix generated time T on the remnant function

其中, 横坐标为模拟经历的潮周期数, 潮周期 t1 = 43 200 s,纵坐标为求解得到的剩余函数

ri( t),代表区域 i 的物质在整个海湾的剩余比例. 实线为随机游动方法进行数值模拟求得的结

果,散点为预测矩阵进行矩阵运算求得的结果. 倒三角散点、方框散点和圆形散点分别代表取

值时间 T 为 10 个潮周期、20 个潮周期和 40 个潮周期下的预测结果. 图 4 中的字符 A1、A2、A4、
A5 代表所研究的子分区. 总体来说,预测结果和模拟结果趋势吻合很好. 同时可以看出,取值

时间 T 越大,预测矩阵求得的剩余函数和数值模拟直接求得的剩余函数越接近.
为了分析分区数目和预测矩阵取值时间 T 对预测效果的影响,还进行了一系列的数值实
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验,比较了不同方案下预测结果和数值模拟求得的剩余函数之间的相对误差. 剩余函数的相对

误差定义如下:

摇 摇 着 erf = 移
m

i = 1
移

n

k = 2

Rp
ik - R ik

R ik
(m 伊 (n - 1)), (28)

其中, m 为总的分区数,n 为总采样点数,Rp
ik,R ik 分别为预测矩阵和数值模拟求得的剩余函数

r( t) 在区域 i 的第 kT 个周期的取值. 结果如表 3 所示.
表 3 中,在 9 分区的情况下, T 为 10,20,40 个潮周期时,对应的剩余函数相对误差分别为

17. 7% ,11. 8% ,9. 6% . 可以看出,预测矩阵的取值时间 T 越长,其预测效果越好. 其他分区方

案也具有这个趋势. 在取值时间 T = 20 个潮周期时,4 分区,9 分区,18 分区情形下对应的剩余

函数相对误差分别为 7. 7% ,11. 8% ,14. 0% ,这似乎说明分区数越少,矩阵预测效果越好,这
和理论分析的结论相悖. 其原因可能是因为每个分区内粒子数目太少,粒子的随机性占优而导

致的结果,因此下面分析粒子数目更多情形下的误差情况.
表 3摇 剩余函数的相对误差(粒子总数为 54 000)

Table 3摇 Relative error of the remnant function ( total number of particles: 54 000)

T
着 erf / %

4 sub鄄areas 9 sub鄄areas 18 sub鄄areas
10 t1 11. 1 17. 7 24. 3
20 t1 7. 7 11. 8 14. 0
40 t1 7. 0 9. 6 9. 2

摇 摇 现增加每个分区的粒子总数,比较粒子数目不同时剩余函数的相对误差变化. 比较结果如

表 4 所示. 其中,所有方案中,预测矩阵的取值时间 T 恒定为 10 个潮周期. 可以看出,在 4 分区

粒子总数为 54 000 个时和 9 分区粒子总数为 108 000 个时,两种方案下平均每个分区的粒子

数目相当,剩余函数相对误差从 11. 1%减小为 10. 3% ;在 4 分区粒子总数为 108 000 时和 18
分区粒子总数为 540 000 时,两种方案下平均每个分区的粒子数目也相当,剩余函数相对误差

从 9. 7%减小为 7. 3% . 从表 4 中也可以看出,当粒子总数达到 540 000 时,4 分区中的剩余函

数相对误差为 8. 6% ,而 9 分区中的剩余函数相对误差为 6. 4% .
表 4摇 剩余函数的相对误差 (T = 10 t1)

Table 4摇 Relative error of the remnant function (T = 10 t1)

total number of particles
着 erf / %

4 sub鄄areas 9 sub鄄areas 18 sub鄄areas

54 000 11. 1 17. 7 24. 3

108 000 9. 7 10. 3 14. 2

540 000 8. 6 6. 4 7. 3

摇 摇 因此可以说,粒子数目的增加提高了预测精度,在粒子数目足够多的情形下,较多的分区

数也将使得预测精度有所提高. 但是,分区数目的增加对精度的提高不是很明显,而粒子总数

的增加和较长的预测矩阵取值时间 T 对预测精度的提高效果明显.

4摇 随机游动方法在大型海湾水交换矩阵计算中的优势

在大型海湾的水交换特性研究中,一般需要对多种分区方案下的水交换矩阵进行计算. 应
用对流扩散模型时,对于每种方案下的每个分区,都需要进行一次数值模拟,即模拟次数和方
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案数、分区数成正比. 采用随机游动方法模拟时,只需初始时刻在整个海湾布设足够多的粒子,
然后进行一次完整的模拟且每隔一段时间都对粒子的位置进行保存. 在求解多种不同分区方

案下的水交换矩阵时,只需要在后处理中判断每个粒子在每个记录时刻所属分区,再根据所有

粒子的分布情况,就可求出对应的随时间变化或者随分区情况变化的水交换矩阵. 两种方法模

拟求得所有水交换矩阵所需的时间分别如下:

摇 摇 T ADE
total = 移

Ncase

i = 1
(Ni

S 伊 T ADE
s + T ADE

p ), (29a)

摇 摇 T RW
total = T RW

s + 移
Ncase

i = 1
(T RW

p ), (29b)

其中, Ncase 为分区方案数,Ni
S 为方案 i 下的分区数. 式(29a) 中 T ADE

total 表示采用对流扩散模型时

所用时间之和,TADE
s 为每种分区方案下每个分区模拟所需时间,TADE

p 为后处理中对每种方案统

计水交换矩阵时所需时间;式(29b) 中 T RW
total表示采用随机游方法时所用时间之和,T RW

s 为模拟

所需时间,T RW
p 为后处理中对每种方案统计水交换矩阵时所需时间.

表 5 给出在图 3 所示的矩形海湾中,用两种方法分别模拟求得 9 分区和 18 分区两种方案

下的一系列水交换矩阵所用时间. 总体模拟时间为 20 个潮周期,随机游动模型采用的总粒子

数为 54 000 个,而对流扩散模型采用 100伊72 的网格进行模拟计算. 后处理过程中,每隔 1 / 12
个潮周期统计得出一个水交换矩阵,即每种方案下统计的水交换矩阵数为 240 个. 采用对流扩

散模型时,每种方案下每个分区的数值模拟平均需要 89 s,而采用随机游动模型时,所有方案

所有分区只需模拟一次,总体所花时间为 667 s . 在后处理中,采用对流扩散模型时在 9 分区

和 18 分区两种方案下统计水交换矩阵各自所花时间为 37 s 和 81 s,而采用随机游动模型在这

两种方案下统计水交换矩阵所花时间为 53 s 和 205 s . 因此,对流扩散模型和随机游动模型总

共所花时间分别为 2 521 s 和 925 s . 可以看出,随机游动模型总体所花时间比对流扩散模型要

少很多,这是随机游动方法在研究大型海湾水交换时的一个优势.
表 5摇 两种方法求得水交换矩阵的时间对比(总模拟时间:20 t1 )

Table 5摇 The total time consumed in calculating water exchange matrixes by the two methods

( total simulation time: 20 t1)

method

Ni
s 伊 T ADE

s ,T RW
s / s

9 sub鄄areas 18 sub鄄areas 移
Ncase

i = 1
T ADE

p ,移
Ncase

i = 1
T RW

p / s

9 sub鄄areas 18 sub鄄areas

T ADE
total ,T RW

total / s

advection鄄diffusion model 9伊89 18伊89 37 81 2 521

random walk model 667 53 205 925

5摇 结摇 摇 论

本文主要是对随机游动方法在大型海湾水交换中的应用进行了研究.
1) 从理论上分析了基于分区方法的水交换预测矩阵具有 Markov 性的前提条件,以及影

响其预测精度的因素.
2) 通过和理论解的对比,证明了随机游动方法可以用来进行对流扩散现象的模拟,并讨

论了粒子总数对计算精度的影响情况.
3) 通过一系列的数值实验,给出了粒子数目、分区数目及预测矩阵取值时间对预测效果
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的影响. 实验表明:较长的预测矩阵取值时间和较多的粒子数目,可以取得更好的预测效果. 同
时,在粒子数目足够多的情形下,分区数越多,预测矩阵的预测效果越好. 需要注意的是,采用

随机游动方法时需要有足够多的粒子,才能保证水交换预测矩阵具有较好的预测效果.
4) 在大型海湾水交换研究中,往往需要对多种方案不同分区的水交换矩阵进行统计,而

随机游动方法相对于对流扩散方程的优势在于:可以更快速地统计得出水交换矩阵.
5) 随机游动方法还有控制方程简单、易于并行等优点,有利于以后在大型计算中的推广.
6) 如果要研究水体的年龄或者驻留时间等水交换特性,具有 Lagrange 特性的随机游动方

法比基于对流扩散方程的 Euler 方法更加直观.
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Study on Application of Random Walk Method to
Water Exchange in Large鄄Scale Bay

LI Xiao鄄bao,摇 YUAN De鄄kui,摇 TAO Jian鄄hua
(Department of Mechanics, Tianjin University, Tianjin 300072, P. R. China)

Abstract: Water exchange matrix is an efficient tool to study the water exchange among sub鄄
areas in large鄄scale bays. The application of random walk method to calculate water exchange
matrix was studied. Compared against the advection鄄diffusion model, the random walk model
is more flexible to calculate the water exchange matrix. The forecast matrix suggested by
Thompson was applied to evaluate the water exchange characteristics among the sub鄄areas fast.
According to theoretic analysis, it is found that the precision of the predicted results is mainly
affected by three factors, namely the particle number, the generated time of the forecast matrix
and the number of the sub鄄areas. The impact of the above factors was analyzed based on the
results of a series of numerical tests. The results show that the precision of the forecast matrix
increases with the increase of generated time of the forecast matrix and the number of the parti鄄
cles. If there are enough particles in each sub鄄area, the precision of the forecast matrix will in鄄
crease with the number of the sub鄄areas. On the other hand, if the particles in each sub鄄area
are not enough, excessive number of sub鄄areas may result in the decrease of the precision of
the forecast matrix.

Key words: random walk; markov chain; water exchange; numerical simulation; advection鄄
diffusion
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