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摘要:摇 弹性杆的螺旋线平衡问题在 DNA、纤维、海底电缆和输油管线等方面具有应用背景. Kirch鄄
hoff 动力学比拟是分析弹性细杆平衡稳定性的有效方法. Kirchhoff 模型中包括中心线无拉伸变形

和截面无剪切变形的基本假定与生物大分子等软物质的实际状况有较大差异. 基于精确 Cosserat
模型,考虑中心线的拉伸压缩变形和截面剪切变形,以及剪切变形引起杆中心线转动导致切线轴

相对截面法线轴的偏离,以 Euler 角表达截面姿态,建立圆截面弹性杆的动力学普遍方程. 在静力

学范畴内讨论螺旋线平衡状态的 Liapunov 稳定性和 Euler 稳定性问题,导出稳定性条件及轴向力

和扭矩的 Euler 临界值. 证明螺旋杆平衡的静态 Liapunov 稳定性和 Euler 稳定性条件是动态 Lia鄄
punov 稳定性的必要条件.
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引摇 摇 言

弹性杆的螺旋线平衡问题在 DNA、纤维、海底电缆和输油管线等方面具有应用背景. 在关

于弹性细杆平衡稳定性问题的研究中,Kirchhoff 动力学比拟作为一种有效的分析方法被广泛

应用[1鄄5] . Kirchhoff 模型的中心线无拉伸变形和截面无剪切变形的基本假定与生物大分子等软

物质的实际状况有较大差异. 近年来更接近弹性细杆实际情况的 Cosserat 精确模型,由于取消

Kirchhoff 模型中不可伸长和截面无剪切变形的假定而日益受到关注[6鄄12] . 本文基于精确 Coss鄄
erat 模型,考虑中心线的拉伸压缩变形和截面剪切变形,以及剪切变形引起杆中心线转动导致

切线轴相对截面法线轴的偏离,将 Euler 角作为表达截面姿态的变量,建立圆截面弹性杆的动

力学普遍方程. 在静力学范畴内讨论螺旋线平衡状态的 Liapunov 稳定性,导出受扰挠性线相

对弧坐标变化的角频率. Liapunov 的稳定性概念是针对杆起始端扰动的稳定性. 从 Euler 稳定

性概念出发,如受扰挠性线同时满足杆两端的边界条件,即认为杆的平衡状态失稳而出现屈

曲. 因此利用补充的杆另一端边界条件,可以确定屈曲状态对应的轴向力和扭矩的 Euler 临界

值. 在动力学范畴内,证明螺旋杆平衡的静态 Liapunov 稳定性和 Euler 稳定性条件是动态 Lia鄄
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punov 稳定性的必要条件.

1摇 运动学分析

讨论端点 O 固定的圆截面弹性杆. 以 O 为原点建立惯性坐标系(O鄄孜浊灼) 以及沿杆中心线

的弧坐标 s . 将 (O鄄孜浊灼) 的原点移至中心线上任意点 P, 设 (P鄄孜浊灼) 绕 灼 轴转过 鬃 角为

(P鄄x0y0 z0),再绕 x0 轴转过 谆 角为截面的主轴坐标系(P鄄xyz),z 轴为截面的法线轴(图 1) . 设
杆为均匀各向同性,截面为刚性,在平面(x,y) 内无剪切变形,仅在(y,z) 和(x,z) 平面内产生

剪应变 酌23 和 酌13 . 剪切变形引起的无限小转动矢量 酌 在(P鄄xyz) 中的投影式为

摇 摇 酌 = (酌23 摇 酌13 摇 0) T, (1)
(P鄄xyz) 的剪切变形后位置即截面作无限小转动 酌 后的位置,记作(P鄄x*y*z*) . z* 轴为变形

后中心线的切线轴,因剪切变形而偏离 z轴(图2) . 设(P鄄xyz) 绕 z轴转过 渍角为截面的连体坐

标系(P鄄xsyszs) (图 1).

图 1摇 Euler 角 图 2摇 剪切变形

Fig. 1摇 Euler爷s angles Fig. 2摇 Shear deformation

由于剪切变形, z 轴的基矢量 e3 转变为 z* 轴的基矢量 e*
3 ,其相对(P鄄xyz) 的投影为

摇 摇 e*
3 = e3 + 酌 伊 e3 = (着1 摇 着2 摇 1) T, (2)

其中 着1 = 酌13,着2 = - 酌23 为剪应变. 沿 P点处的中心线取长度为 驻s的微元段 PQ,设 r为弹性变

形前 P 点相对 O点的矢径,其增量 PQ = 驻r = 驻se3 . 截面产生沿中心线的正应变 着3 和剪应变 酌
后,矢量 r 和 驻r 转变为 r* 和 驻r*,其中 驻r* = 驻s*e*

3 ,驻s* = 驻s(1 + 着3),s* 为变形后的弧坐

标,满足

摇 摇 ds*
ds = lim

驻s寅0

驻s*
驻( )s

= 1 + 着3 . (3)

仅保留弹性应变的一次项,变形后的矢径 r* 对弧坐标 s 的导数为

摇 摇 鄣r*
鄣s = lim

驻s寅0

驻r*

驻s*
驻s*
驻s = e*

3 (1 + 着3) = (着1 摇 着2 摇 1 + 着3) T, (4)

剪应变 着1,着2 和正应变 着3 组成弹性应变矢量 着 = (着 i) .
将 (P鄄xyz) 的角位移对弧坐标 s 或 t 的变化率分别记作 棕 和 赘,(P鄄xsyszs) 的角位移对弧

坐标 s 或时间 t 的变化率为杆的弯扭度 棕 s 和截面的角速度 赘s . 分别用撇号和点号表示对 s 和
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t 的偏导数,各矢量在(P鄄xyz) 中的投影 棕 j,赘j,棕 sj,赘sj( j = 1,2,3) 为

摇 摇
棕1 = 棕 s1 = 谆忆, 棕2 = 棕 s2 = 鬃 忆sin 谆, 棕3 = 鬃 忆cos 谆, 棕 s3 = 准忆,

赘1 = 赘s1 = 谆
·
, 赘2 = 赘s2 = 鬃

·
sin 谆, 赘3 = 鬃

·
cos 谆, 赘s3 = 准

·{
,

(5)

其中, 棕 s1,棕 s2 为 P 点处中心线的曲率,棕 s3 为杆的扭率. 准 为准坐标,定义为

摇 摇 准忆 = 鬃 忆cos 谆 + 渍 忆, 准
·
= 鬃

·
cos 谆 + 渍

·
. (6)

定义 P 点的速度 v 为 r* 对时间 t 的变化率

摇 摇 v = lim
驻t寅0

驻r*
驻t = 鄣r*

鄣t . (7)

v 在(P鄄xyz) 中的投影记作 vj( j = 1,2,3) . 计算 v 对 s 的偏导数,利用式(7)、(4)导出

摇 摇 鄣v
鄣s = 鄣2r*

鄣s鄣t = (1 + 着3)
鄣e*

3

鄣t . (8)

取动坐标系 (P鄄xyz) 为求导的参考坐标系,化作

摇 摇 鄣v
鄣s + 棕 伊 v = (1 + 着3)

鄣e*
3

鄣t + 赘 伊 e*æ
è
ç

ö
ø
÷

3 , (9)

其中的波浪号为相对 (P鄄xyz) 的局部导数符号.

2摇 动力学方程

讨论杆中心线 P 点处的 驻r* 微元段,忽略分布力,列写动量定理和动量矩定理(图 3):

图 3摇 微元段平衡状态的受力图

Fig. 3摇 Equilibrium of an infinitesimal segment

摇 摇
驻Q = 驻F驻t,
驻L = (驻M + 驻r* 伊 F)驻t{ ,

(10)

其中, 驻Q 和 驻L 分别为微元段 驻r* 在 驻t 时间内的动量

和对 P 点动量矩的增量,F 和 M 为截面内力的主矢和主

矩. 设微元段在变形前后有相同的质量 籽S驻s和惯性张量

J驻s,其中 籽,S,J 为变形前微元段的密度、截面积和单位

长度杆的惯量张量,则有

摇 摇 驻Q = 籽S驻v驻s, 驻L = 驻(J·赘s)驻s, (11)
J 在(P鄄xyz) 中的投影为

摇 摇 J = diag(J摇 J摇 J0), (12)
其中, J = 籽I,J0 = 籽I0,I,I0 为截面的惯性矩和极惯性矩.
对于半径为 a的圆截面杆,S = 仔a2,I = 仔a4 / 4 和 I0 = 2I .

将式(11) 代入式(10),各项除以 驻s 和 驻t,令 驻s 寅0,驻t 寅0,得到微元段的以(P鄄xyz) 为参考

坐标系的动力学方程

摇 摇 鄣F
鄣s + 棕 伊 F - 籽S 鄣v

鄣t + 赘 伊( )v = 0, (13)

摇 摇 鄣M
鄣s + 棕 伊 M + e*

3 伊 F(1 + 着3) - 鄣
鄣t(J·赘s) + 赘 伊 (J·赘s[ ]) = 0. (14)

设杆无初始变形,主矢 F 和主矩 M 满足线性本构关系

摇 摇 F = K·着, M = A·棕 s, (15)
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其中, 着 和 棕 s 为杆的应变和弯扭度,K,A 为杆的抗拉伸、剪切和抗弯曲、扭转的刚度张量. 式
(15) 在(P鄄xyz) 中的投影写作

摇 摇 着 j = fF j 摇 摇 摇 ( j = 1,2), 着3 = f0F3, (16a)
摇 摇 M j = A棕 sj ( j = 1,2), M3 = C棕 s3, (16b)

其中, f = K -1, f0 = K -1
0 为杆的切向和法向柔度系数,K = 资GS,K0 = ES 为抗弯和抗扭刚度,A =

EI,C = GI0 为杆对 x和 z轴的抗弯和抗扭刚度,E,G为杆的弹性模量和剪切模量,资 为截面形状

系数,圆截面的 资 为 0. 9. 杆为均匀各向同性时 G = E / 2(1 + 淄),淄 为杆的 Poisson 比.
选择量纲为曲率的常数 棕0,定义无量纲化的弧坐标 s,时间 t,力F i,速度 v i,柔度系数 f, f 0

等无量纲参数如下:

摇 摇
s = 棕0 s, t = A

籽S 棕2
0 t, F i =

F i

A棕2
0
, v i =

vi
棕0

籽S
A 摇 摇 ( i = 1,2,3),

滓 =
I棕2

0

S , 琢 = C
A , f = fA棕2

0, f 0 = f0A棕2
0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(17)

将式(5)、(15)、(17)代入矢量方程(9)、(13)、(14),向 (P鄄xyz) 投影,得到无量纲化的动力学

方程

摇 摇 谆义 + (琢准忆 - 鬃 忆cos 谆)鬃 忆sin 谆 - F2 + f *F2F3 -

摇 摇 摇 摇 滓(谆 - 鬃
·2cos 谆sin 谆 + 2准

·
鬃
·
sin 谆) = 0, (18a)

摇 摇 鬃 义sin 谆 + 2鬃 忆谆忆cos 谆 - 琢准忆谆忆 + F1 - f *F1F3 -

摇 摇 摇 摇 滓(鬃sin 谆 + 2鬃
·
谆
·
cos 谆 - 2准

·
谆
·
) = 0, (18b)

摇 摇 琢准义 - 2滓准 = 0, (18c)

摇 摇 F忆
1 + 鬃 忆(F3sin 谆 - F2cos 谆) - v

·
1 + 鬃

·
( v2cos 谆 - v3sin 谆) = 0, (18d)

摇 摇 F忆
2 + F1鬃 忆cos 谆 - F3谆忆 - v

·
2 + v3谆

·
- v1鬃

·
cos 谆 = 0, (18e)

摇 摇 F忆
3 + F2谆忆 - F1鬃 忆sin 谆 - v

·
3 - v2谆

·
+ v1鬃

·
sin 谆 = 0, (18f)

摇 摇 v 忆1 + 鬃 忆( v3sin 谆 - v2cos 谆) - fF
·

1 + 鬃
·
[ f F2cos 谆 - (1 + f 0F3)sin 谆] = 0, (18g)

摇 摇 v 忆2 + v1鬃 忆cos 谆 - v3谆忆 + (1 + f 0F3)谆
·

- f(F
·

2 + F1鬃
·
cos 谆) = 0, (18h)

摇 摇 v 忆3 + v2谆忆 - v1鬃 忆sin 谆 + f(F1鬃
·
sin 谆 - F2谆

·
) = 0, (18i)

其中撇号和点号改为对 s 和 t 的偏导数, f * 定义为

摇 摇 f * = f - f 0 = A棕2
0(K -1 - K -1

0 ) . (19)

方程组(18)共确定 9 个未知变量: 鬃,谆,准,F i,v i( i = 1,2,3),其中 准( s, t) 可由解耦的方程

(18c)独立确定.

3摇 螺旋线平衡

设杆变形前为直杆,两个铰接端沿 灼 轴受轴向力 F0 和扭矩M0 作用. f, f 0, f * 和 滓 等参数

与(a / R) 2 成比例,螺旋线半径 R垌 a 时其 2 阶以上小量可予忽略. 方程组(18)存在以下特解:
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摇 摇
谆 = 谆0, 鬃 = s, 准忆 = 酌,

F1 = 0, F2 = F0sin 谆, F3 = F0cos 谆
{

,
(20)

其中, F0 = F0 / (A棕2
0) . 此特解对应于杆在剪切变形前的螺旋线平衡状态,以 谆0 为章动角,即 z

轴和 灼 轴之间的夹角. 进动角 鬃 的变化率为棕0,被用于定义式(17) 中的无量纲参数. 螺旋线的

半径 R = sin 谆0 / 棕0 由参数 棕0 和 谆0 确定. 从方程(18a) 可导出轴向力 F0 与其它参数的关系

摇 摇 F0 = (m - cos 谆0)[1 + f *cos 谆0(m - cos 谆0)], (21)
其中, m = 琢酌 是与扭率成比例的常数. 从方程(20)和(16a)导出正应变和剪应变

摇 摇 着1 = 0, 着2 = 着0sin 谆, 着3 = 着30cos 谆, (22)
其中, 着0,着30 为最大剪应变和正应变

摇 摇 着0 = fF0, 着30 = f 0F0 . (23)
章动角 谆0 在弹性变形后的值 谆*

0 由 e*
3 和 灼 轴的基矢量 e灼 确定,

摇 摇 sin 谆*
0 = e*

3 伊 e灼 = sin 谆0(1 - 着0cos 谆0), (24)

匝数为 N 的螺旋杆长度为 l = 2N仔R / sin 谆0,轴向和剪切变形后的长度为 l*:

摇 摇 l* = l(1 + 着30cos 谆0) = 2N仔R*

sin 谆*
0

, (25)

将轴向和剪切变形后的螺旋线半径 R* = sin 谆*
0 / 棕0 无量纲化为

摇 摇 R* = R(1 - 着*
0 cos 谆0), (26)

其中

摇 摇 R* = 棕0R*, R = 棕0R = sin 谆0, 着*
0 = 着0 - 着30 = f *F0 .

扭矩 M0 = M0e灼 和轴向力 F0 = F0e灼 在 P 点截面上产生的外力矩 Me 为

摇 摇 Me = M0e灼 + (F0e灼) 伊 r* . (27)
为使 谆0 > 0 与右螺旋对应,令 P 点的径向坐标轴沿 x0 轴的负方向. 则轴向和剪切变形后 P 点

的矢径为 r* = - R*ex0 + (…)e灼,其中 ex0 为 x0 轴的基矢量. 无量纲化的外力矩Me =Me / (A棕0)
的投影为

摇 摇
Me1 = 0, Me2 = M0sin 谆0 - F0R*cos 谆0,

Me3 = M0cos 谆0 + F0R*sin 谆0
{

,
(28)

其中, M0 = M0 / (A棕0) . P 点处作用的无量纲化内力矩 M = M / (A棕0) 可由式(15)和(20)确
定:

摇 摇 M1 = 0, M2 = sin 谆0, M3 = m . (29)
令式(28)表示的外力矩与式(29)表示的内力矩互等,将式(26)代入,在 谆0 屹 0 条件下,导出

为使直杆变形为螺旋杆必须具备的与式(21) 相同的轴向力 F0 和扭矩 M0:

摇 摇 M0 = sin2谆0 + mcos 谆0 . (30)

作为特例,如杆仅受扭矩作用,令 F0 = 0,则m = cos 谆0,M0 = 1 或M0 = A棕0 . 如杆仅受轴向力作

用,令 M0 = 0, 得到

摇 摇 m =- tan 谆0sin 谆0, F0 = - sec 谆0(1 - f *) . (31)

F0 和 m 为负值,表明松弛状态的直杆仅能在轴向压力下方能实现螺旋线平衡,且同时出现与

475 基于精确 Cosserat 模型的螺旋杆稳定性分析



螺旋线卷绕方向相反的扭转变形. 式(21) 和(31) 中的参数 f * 体现轴向变形和剪切变形的综

合影响.

4摇 稳定性分析

为分析螺旋线平衡的稳定性,引入以下扰动变量:

摇 摇
x1 = 谆 - 谆0, x2 = 鬃 - s, x3 = F1, x4 = F2 - F0sin 谆,

x5 = F3 - F0cos 谆, x·6 = v1, x·7 = v2, x·8 = v3
{

,
(32)

其中, xi( i = 6,7,8) 是以导数表示受扰速度 vi( i = 1,2,3) 的准坐标. 从动力学方程(18)导出线

性化的扰动方程:
摇 摇 x义

1 - 滓x1 + a11x1 + a12x忆
2 + a14x4 + a15x5 = 0, (33a)

摇 摇 a21x忆
1 + a22(x义

2 - 滓x2) + a23x3 = 0, (33b)
摇 摇 x忆

3 + a31x4 - a32x5 - x·6 = 0, (33c)
摇 摇 a41x3 + x忆

4 - x7 = 0, (33d)
摇 摇 a51x3 - x忆

5 + x8 = 0, (33e)

摇 摇 a61x·2 + f x·3 - x·忆
6 + a62x·7 - a63x·8 = 0, (33f)

摇 摇 a71x·1 - f x·4 + a72x·6 + x·忆
7 = 0, (33g)

摇 摇 a81x·1 + a82x·6 - x·忆
8 = 0, (33h)

各系数定义为

摇 摇

a11 = [1 - f *(m - cos 谆0)]sin2谆0, a12 = (m - 2cos 谆0)sin 谆0,

a14 = - [1 - f *(m - cos 谆0)]cos 谆0, a15 = f *sin 谆0(m - cos 谆0),

a21 = 2cos 谆0 - m, a22 = a32 = a51 = a63 = a82 = sin 谆0,

a23 = a71 = 1 - f *cos 谆0(m - cos 谆0), a31 = a41 = a62 = a72 = cos 谆0,

a61 = [1 - f *cos 谆0(m - cos 谆0)]sin 谆0, a81 = f sin 谆0(m - cos 谆0)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

(34)

利用指数特解 xi( s, t) = xi0e姿ŝ+wt̂( i = 1,2,…,5) 导出方程组(33) 的含两个特征值 姿 和 w 的特

征方程,写作以 姿 的函数为系数的 w2 的多项式:

摇 摇 a0(姿) + 移
3

i = 1
ai(姿)w2i = 0. (35)

作为特例,令时域特征值 w 为 0. 方程(35)简化为静力学意义下的特征方程:
摇 摇 a0(姿) = 姿5(姿2 + k2) = 0. (36)

除与刚体位移相联系的零根以外, 姿 只有纯虚根姿 = 依 ik . 其中 k为受扰的中心线相对弧坐标 s
变化的角频率

摇 摇 k2 = sin2谆0[1 - f *(m - cos 谆0) 2] + (m - 2cos 谆0) 2 . (37)

基于 Kirchhoff 模型导出的参数 k是上式中 f * = 0 的特例[2] . 一般情况下,微小的含 f * 的附加

项不影响 k2 的正号性,静力学范畴内的 Liapunov 稳定性条件可自然满足.
Liapunov 稳定性是微分方程的解相对初始扰动的稳定性. 将 Liapunov 稳定性概念应用于

弹性杆时,仅考虑杆初始端的扰动. 因此必须附加条件使扰动解满足另一端的约束条件. 设两
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端均为铰支, l 为变形前的杆长,则须满足 xi( l) = xi(0)( i = 1,2,3), 解出

摇 摇 k = 2n仔
棕0 l

摇 摇 (n = 1,2,…) . (38)

从判断弹性杆屈曲的 Euler 稳定性观点出发,扰动方程存在能满足两端约束条件的非零解即

认为平衡状态失稳. 此时对应的轴向力和扭矩的特殊值即螺旋杆的 Euler 载荷. 从式(37)和
(38)解出 棕0, 代入式(21)和(30)即得到 Euler 载荷

摇 摇
(F0) cr =

4n2仔2EI(m - cos 谆0)
l2[sin2谆0 + (m - 2cos 谆0) 2]

[1 + f *椎1(谆0)],

(M0) cr =
2n仔EI(sin2谆0 + mcos 谆0)

l[sin2谆0 + (m - 2cos 谆0) 2] 1 / 2[1 + f *椎2(谆0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )],

(39)

其中, 椎1(谆0) 和 椎2(谆0) 的函数曲线如图 4 和图 5 所示,

摇 摇
椎1(谆0) =

(m - cos 谆0)[msin2谆0 + cos 谆0(m - 2cos 谆0) 2]
sin2谆0 + (m - 2cos 谆0) 2 ,

椎2(谆0) =
sin2谆0(m - cos 谆0) 2

2[sin2谆0 + (m - 2cos 谆0) 2] 1 / 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(40)

图 4摇 不同 m 对应的 椎1(谆0) 函数曲线 图 5摇 不同 m 对应的 椎2(谆0) 函数曲线

Fig. 4摇 The function 椎1(谆0) for different m Fig. 5摇 The function 椎2(谆0) for different m

对于仅受轴向压力作用的螺旋杆,令 M0 = 0,F0 = - F0 ,n = 1,则 m =- sin2谆0sec 谆0, 轴

向力的 Euler 载荷为

摇 摇 F0 cr =
4仔2EI cos 谆0

l2(1 + 3cos2谆0)
1 -

4 f *cos2谆0

1 + 3cos2谆
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

. (41)

如忽略轴向变形和剪切变形,令 f * = 0, 轴向受压螺旋杆的 Euler 载荷简化为[8]

摇 摇 F0 cr =
4仔2EI cos 谆0

l2(1 + 3cos2谆0)
, (42)

轴向变形和剪切变形使轴向受压螺旋杆的 Euler 载荷降低.
由于静态 Liapunov 稳定性条件已得到满足,将 姿 = 依 ik 代入方程(35),化作仅含时间域特

征值 w 的特征方程

摇 摇 a0(ik) + 移
3

i = 1
ai i( )k w2i = 0. (43)

杆的螺旋线平衡的动态稳定性条件即方程(43)的纯虚根条件或 w2 的负根条件,可根据方程的
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系数 ai(ik)( i = 0,1,2,3) 通过数值计算作出判断. 条件之一的 a0(ik) > 0 可视为动态稳定性

的必要条件,即
摇 摇 a0(姿) = 姿5(姿2 + k2) > 0. (44)

将不等式(44)与等式(36)对照可看出,仅用不等号替换了公式中的等号. 由于 Euler 载荷源于

等式(36),因此从不等式(44)出发,导致轴向力和扭矩载荷均须小于 Euler 载荷的结果

摇 摇 F0 < (F0) cr, M0 < (M0) cr . (45)
从而得出结论,螺旋杆平衡的静态 Liapunov 稳定性和 Euler 稳定性条件是动态 Liapunov 稳定

性的必要条件. 上述结论曾基于 Kirchhoff 模型得出[4鄄5],以上分析表明,此结论也适用于精确

Cosserat 模型.

5摇 结摇 摇 论

1) 基于精确 Cosserat 模型,考虑轴向和剪切变形,建立了圆截面弹性细杆的动力学方程.
杆的螺旋线平衡状态由方程的特解所确定.

2) 静态 Liapunov 稳定性条件满足时,计算受扰中心线满足杆两端边界条件时所对应的载

荷值,可以确定螺旋杆屈曲的 Euler 载荷. 从中显示出两种稳定性概念之间的差异. 满足 Lia鄄
punov 稳定性条件的弹性杆可发生 Euler 意义下的屈曲现象.

3) 螺旋杆平衡的静态 Liapunov 稳定性和 Euler 稳定性条件是动态 Liapunov 稳定性的必

要条件.
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Stability Analysis of a Helical Rod Based on
Exact Cosserat爷s Model

LIU Yan鄄zhu1,摇 XUE Yun2

(1. Department of Engineering Mechanics, Shanghai Jiao Tong University,
Shanghai 200240, P. R. China;

2. School of Mechanical and Automation Engineering, Shanghai Institute of Technology,
Shanghai 200235, P. R. China)

Abstract: The helical equilibrium of a thin elastic rod has a practical background such as DNA,
fiber, sub鄄ocean cable and oil鄄well dill string. The Kirchhoff爷 s kinetic analogy is an effective
approach in stability analysis of equilibrium of a thin elastic rod. The main hypotheses of Kirch鄄
hoff爷s theory including no extension of the centerline and no shear deformation of the cross
section are not adaptable to the real soft materials of biological fibers. The dynamic equations
of a rod with circular cross section were established on the basis of exact Cosserat爷 s model
considering tension and shear deformations. The Euler爷 s angles were applied as the attitude
representation of the cross section. The deviation of the normal axis of cross section from the
tangent of the centerline was considered as the result of shear deformation. The Liapunov爷 s
stability of helical equilibrium was discussed in static category and the Euler爷s critical values of
axial force and torque were obtained. The Liapunov爷s and Euler爷s stability conditions in space
domain are the necessary conditions of Liapunov爷s stability of the helical rod in time domain.

Key words: exact Cosserat爷s model; Kirchhoff爷s rod; Liapunov爷s stability; Euler爷s load
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