
文章编号:1000鄄0887(2011)05鄄0556鄄07 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887
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摘要:摇 研究了由两种弹性固体材料组成的复合球体,在均匀变温场作用下的空化问题. 采用了几

何大变形的有限对数应变度量和 Hooke 弹性固体材料的本构关系,建立了问题的非线性数学模

型. 求出了复合球体大变形热弹性膨胀的参数形式的解析解. 给出了空穴萌生时临界温度随几何

参数和材料参数的变化曲线,以及空穴增长的分岔曲线. 算例的数值结果指出:超过临界温度后空

穴半径将迅速增大,并且空穴萌生时环向应力将成为无限大,这意味着如果内部球体是弹塑性材

料,则会在空穴表面附近产生塑性变形而造成材料的局部损伤. 另外,当内部球体材料的弹性接近

于不可压时,复合球体可以在较低的变温下空化.
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引摇 摇 言

金属材料的空化问题一直是金属材料学者所研究的问题[1] . 金属材料的金相观察指出:
金属材料在较高应力下其内部会出现微孔形核,或者说会萌生出微小的空穴,即发生空化现

象. 造成金属材料空化的主要原因,从微观机理上被解释为由于晶界滑移导致三叉晶界和夹杂

二相粒子处应力集中所引起的. 基于固体力学理论来研究这一问题,可分为两个途径:一是研

究无限大固体材料中已经存在的微小孔洞在拉伸变形过程中的增长规律,即材料的不稳定

性[2鄄3];二是研究有限固体材料在拉伸变形过程中,其内部的空穴萌生和增长,即空化分岔问

题[4鄄5] . 后者的研究工作主要是针对超弹性类橡胶材料的空化问题进行的,其基本理论是由

Ball 于 1982 年创立的,将问题在数学上归结为非线性分岔问题[4] . 对于一般的不可压超弹性

材料,空化临界载荷可由一个广义积分来表示,而对于可压缩超弹性材料只是在几种特定形式

的应变能函数条件下可给出空化问题的解析解,其进展可详见 Horgan 等人的综述性文章[6] .
作者也曾得到过几个解析解[7鄄8] . 另一方面,金属材料可以用 Hooke 弹性材料本构来描述,有关

Hooke 弹性体的空穴分岔解也有一些工作[9鄄12] . 考虑温度效应对热超弹性材料空穴分岔的影

响方面的研究并不多见. 例如,在给定的温度场条件下已有工作分析了超弹性材料的空穴分
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岔[13鄄14] . 本文的目的是研究由变温引起的 Hooke 材料的空化问题,与上面所提到的工作最明

显的不同之处在于没有力载荷作用. 推导出了弹性复合球体内部空化临界温度的计算公式和

分岔解.

1摇 数 学 模 型

考虑由不同热弹性材料构成的复合球体,内部球体的半径为 a,外层球壳的外半径为 b,其
剖面如图 1 所示. 内部球体和外层球壳的弹性模量分别为 E1 和 E2、Poisson 比分别为 淄1 和 淄2、
线热膨胀系数分别为 琢1 和 琢2、导热系数分别为 k1 和 k2 . 其中(以下同样) 下标 i = 1,2 分别代

表内部球体和外层球壳. 内部球体变形前和变形后的径向球坐标分别记为 R1 和 r1 . 外层球壳

变形前和变形后的径向球坐标分别记为 R2 和 r2 .
初始时复合球体内温度均匀,处于无热应力的自然状态. 当复合球外表面突加变温 T 后,

复合球内部会有变温. 分别记内部球体和外层球壳的变温场为T1 和T2,球对称时,复合球温度

场满足如下热传导方程:

摇 摇
d2Ti

dR2
i
+ 2

R
dTi

dR i
= 0, (1)

外表面变温条件为

摇 摇 T2 | R2 = b = T . (2)
在内部球体和外层球壳的交界面上满足变温和热流通量的连续性条件:

摇 摇 T1 | R1 = a = T2 | R2 = a, k1
dT1

dR1 R1 = a
= k2

dT2

dR2 R2 = a
. (3)

图 1摇 复合球的剖面图

Fig. 1摇 Profile of the composite ball

当复合球球心处有空穴萌生时,空穴内壁表面为绝热:

摇 摇
dT1

dR1 R1 = 啄
= 0, (4)

其中 啄 为空穴的半径.
求解上述问题(1) ~ (4)知,内部球体和外层球壳为均

匀变温场,其解为

摇 摇 T1 = T2 以 T 摇 摇 (常数). (5)
引入自然对数应变来描述几何大变形,即径向和环向

应变分别为

摇 摇 着ri = ln
dri
dR i

, 着兹i = ln
ri
R i

摇 摇 ( i = 1,2) . (6)

假设材料满足热弹性的线性本构关系,即径向和环向 Euler 应力分别表示为

摇 摇
滓ri =

E i

(1 + 淄i)(1 - 2淄i)
[(1 - 淄i)着ri + 2淄i着兹i - (1 + 淄i)琢iT]

滓兹i =
E i

(1 + 淄i)(1 - 2淄i)
[着兹i + 淄i着ri - (1 + 淄i)琢iT

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ]

摇 摇 ( i = 1,2) . (7)

变形后位形上的应力平衡方程为

摇 摇
d滓ri

dri
+ 2

ri
(滓ri - 滓兹i) = 0摇 摇 ( i = 1,2) . (8)

外表面应力自由条件为
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摇 摇 滓r2 | R2 = b = 0. (9)
在内部球体和外层球壳的交界面上满足径向位移和应力的连续性条件为

摇 摇 r1 | R1 = a = r2 | R2 = a, 滓r1 | R1 = a = 滓r2 | R2 = a . (10)
当球心处有空穴萌生时,空穴的半径为有限,空穴内壁表面为自由:

摇 摇 r1 | R1 = 0 = 啄 逸0, 滓r1 | R1 = 0 = 0. (11)

2摇 理 论 分 析

引入参数变换[5,10]:

摇 摇 ti =
R i

ri
dri
dR i

摇 摇 ( i = 1,2) . (12)

变量可表示为

摇 摇 R i = R i( ti), ri = ri( ti), 滓ri = 滓ri( ti), 滓兹i = 滓兹i( ti)摇 摇 ( i = 1,2) . (13)
可由式(6) ~ (8)导出如下参数形式的一阶线性常微分方程:

摇 摇
dR i

dti
=

R i( ti)
ti(1 - ti)F i( ti)

,
dri
dti

=
ri( ti)

(1 - ti)F i( ti)
摇 摇 ( i = 1,2), (14)

其中摇 摇 F i( ti) = 茁i - 2酌i ti lnti / (1 - ti), 茁i = (1 + 淄i) / (1 - 淄i), 酌i = (1 - 2淄i) / (1 - 淄i) .
设参数 ti 的变化范围为 t1i 臆 ti 臆 t0i ,t0i 为待定常数,满足

摇 摇 R1( t01) = a, R2( t02) = b, (15)
摇 摇 R1( t11) = 0, R2( t12) = a . (16)

引入待定常数 姿1 和 姿2, 并且设

摇 摇 r1( t01) = 姿1a, r2( t02) = 姿2b . (17)
求解线性常微分方程组(14) ~ (15)和(17)构成的初值问题,可以得到球坐标下球复合球的变

形前、后径向坐标的参数解,如下:

摇 摇 R i( ti) = R i( t0i )
ti
t0

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

1 / 茁i 1 - t0i
1 - t

æ
è
ç

ö
ø
÷

i

1 / 3

[exp - 乙 t0
i

ti
Hi( s)d ]s 摇 摇 ( i = 1,2), (18)

摇 摇 ri( ti) = 姿 iR i( t0i )
1 - t0i
1 - t

æ
è
ç

ö
ø
÷

i

1 / 3

[exp - 乙 t0
i

ti
Qi( s)d ]s ( i = 1,2) . (19)

上述表达式中的被积函数均为已知函数,定义为

摇 摇 Hi( s) = P i( s) + Qi( s),

摇 摇 P i( s) =
2酌i

茁i

ln s
茁i(1 - s) - 2酌isln s, Qi( s) =

2酌i

3
1 - s + s ln s

茁i (1 - s) 2 - 2酌is(1 - s)ln s
.

然后将式(18)和(19)的结果代入关系式(7),再使用应变表达式(6)和参数变换(12)得到径

向和环向 Euler 应力的参数解为

摇 摇 滓ri( ti) =
E i

1 - 2淄 [
i

ln(姿 i( t0i ) 1 / 茁i) + 乙 t0
i

ti
P i( s)ds - 琢i ]T 摇 摇 ( i = 1,2), (20)

摇 摇 滓兹i( ti) = 滓ri( ti) -
E i

1 + 淄i
ln ti ( i = 1,2) . (21)

复合球球心处的条件(11),如果有空穴生成,可写成

摇 摇 r1( t11) = 啄 逸0, 滓r1( t
1
1) = 0. (22)

当 t1 = t11, 代入空穴分岔解(18) ~ (20),利用式(15) ~ (16)的第 1 个条件,关系(22)变为
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摇 摇 t11 = 0, (23)

摇 摇 啄
a = ( t01) 1 / 茁1(1 - t01) 1 / 3 [exp 琢1T - 乙 t0

1

0
H1( s)d ]s , (24)

摇 摇 姿1 = ( t01) -1 / 茁1 [exp 琢1T - 乙 t0
1

0
P1( s)d ]s . (25)

外表面边界条件(9)变为 滓r2( t
0
1) = 0. 将结果代入式(20)得到

摇 摇 姿2 = ( t02) -1 / 茁2exp(琢2T) . (26)
交界面上的连续性条件(10)可写成

摇 摇 r2( t12) = 姿1a, 滓r2( t
1
2) = 滓r1( t

0
1) . (27)

将表达式(25)和(26)代入到解(19) ~ (20)中消去 姿1 和 姿2 . 之后利用式(15) ~ (16)的第 2 个

条件和式(27)得到

摇 摇 t12
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
2

1 / 茁2 1 - t02
1 - t

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

1 / 3

[exp - 乙 t0
2

t1
2

H2( s)d ]s = a
b , (28)

摇 摇 乙 t0
1

0
P1( s)ds +

E2

E1

1 - 2淄1

1 - 2淄2
乙 t0

2

t1
2

P2( s)ds = 0, (29)

摇 摇 ln
( t01) 1 / 茁1

( t12) 1 / 茁2
+ 乙 t0

1

0
P1( s)ds + 乙 t0

2

t1
2

P2( s)ds = (琢1 - 琢2)T . (30)

在空穴生成的临界状态,球心处空穴半径无限小 (啄寅0),由式(24) 知有 t01 = 1. 由式(30)
得到空穴生成临界变温的表达式为

摇 摇 Tcr =
1

琢1 - 琢 [
2
乙1
0
P1( s)ds + 乙 t0

2

t1
2

P2( s)ds -
1
茁2

ln t ]1
2 , (31)

其中常数 t02,t12 可由式(28) ~ (29) 中代入 t01 = 1 后确定.
当空穴生成后 (T > Tcr),空穴半径 啄 可由式(24) 给出,其中未知常数 t02,t12 和 t01 可由式

(28) ~ (30)确定.

3摇 结果与讨论

观察表达式(31)和方程(28) ~ (30)可知,空穴生成的临界变温 Tcr 依赖于 5 个参数:半径

比 b / a,弹性模量比 E1 / E2, Poisson 比 淄1,淄2 和热膨胀系数差 琢1 - 琢2 . 算例中这 5 个参数所取的

值为 琢1 - 琢2 = 12. 4 伊 10 -5 K -1, b / a = 5, E1 / E2 = 0. 01, 淄1 = 0. 425, 淄2 = 0. 12. 为了考查某个

参数对临界变温的影响,在进行数值计算时这个参数取不同的值,而其余的 4 个参数取上述给

定值. 数值计算的结果绘制了图 2 ~图 6.
图 2 给出了空穴生成时的临界温度 Tcr 随几何参数 b / a 变化的曲线. 曲线大致分为 3 段:

蚵 在 1 < b / a臆1. 1 阶段, 曲线变化急剧, 即随着 b / a值的增加, 临界温度 Tcr 值会快速下降;
蛎 在 1. 1 < b / a臆1. 2 阶段,曲线变化减缓;临界温度 Tcr 随半径比 b / a 的增大稍微有所增加;
蚰 如果 b / a 逸1. 2,曲线平缓,临界温度 Tcr 值趋近于常数. 图 3 显示了弹性模量 E1 / E2 对临界

温度 Tcr 的影响. 可以看到随着 E1 / E2 的增大,临界温度 Tcr 近似线性地增大. 如图 4 和图 5 所

示,临界温度 Tcr 随 Poisson 比 淄1 和 淄2 的变化曲线几乎都成线性关系. 与临界温度 Tcr 随着

Poisson 比 淄2 的变化相比,临界温度 Tcr 的变化更加敏感的依赖于 Poisson 比 淄1 . 图 6 表明临界

温度 Tcr 随热膨胀系数差 琢1 - 琢2 的增大而非线性地减小.
从图 2 至图 6 中曲线的变化情况可以总结出:几何参数和各个材料参数对临界温度的影
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图 2摇 临界温度 Tcr 随半径比 图 3摇 临界温度 Tcr 随弹性模量比

b / a 的变化曲线 E1 / E2 的变化曲线

Fig. 2摇 Variation of the critical temperature Fig. 3摇 Variation of the critical temperature Tcr

Tcr with the radius ratio b / a with the elastic modulus ratio E1 / E2

图 4摇 临界温度 Tcr 随 Poisson 比 图 5摇 临界温度 Tcr 随 Poisson 比

淄1 的变化曲线 淄2 的变化曲线

Fig. 4摇 Variation of the critical temperature Fig. 5摇 Variation of the critical temperature
Tcr with Poisson爷s ratio 淄1 Tcr with Poisson爷s ratio 淄1

响是有所不同的. 对于一个含有微小夹杂的弹性组合球,半径比 b / a 是最大的影响因素. 此外,
材料参数 E1 / E2 和 琢1 - 琢2 的影响显著,而 Poisson 比 淄2 和几何参数 b / a的影响很小. 特别是临

界温度 Tcr 敏感的依赖于 Poisson 比 淄1 . 例如所给算例中,若将 Poisson 比 淄1 从 0. 425 增加到

0郾 475,则临界温度Tcr 将从约 1 100 益降低到约 300 益 . 可见如果夹杂材料接近于不可压缩时,
在较低的变温下弹性复合球也能产生空化.

对于给定如上的几个和材料参数的情况,空穴半径 啄(T > Tcr) 可以通过方程(24) 计算得

到,此时的常数 t01 可以通过求解方程组(28) ~ (30)确定. 图 7 给出了空穴半径随温度的升高

而继续增大的分叉曲线. 曲线在分叉点 T = Tcr 附近剧烈变化,这意味着当变温稍稍超过临界值

时,空穴半径会突然快速增长. 空穴生成(空化)初期,空穴增长迅速,类似现象在只受力载荷

产生空穴的情况下也会出现[5,8] .
显然,在均匀温度场下,空穴生成前的复合球处于热膨胀状态,复合球内径向和环向热应

力均匀并且彼此相等. 空穴生成后,空穴表面无径向应力. 进一步通过结果式(21)可以看出空

穴表面环形应力趋于无穷小,因为在球心处 R1 = 0 有 t1 = 0,代入式(18) 可以得到. 因此,一旦

变温超过复合球的临界温度时,其球心处应力将会有突然的跳跃. 在空穴生成的临界状态,T
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图 6摇 临界温度 Tcr 随热膨胀系数差 图 7摇 无量纲空穴半径 啄 / a 随变温

琢1 - 琢2 变化的曲线 T 的分岔曲线

Fig. 6摇 Variation of the critical temperature Tcrwith Fig. 7摇 Bifurcation curve of the dimensionless

the difference of thermal expansion radius 啄 / a versus the temperature T
coefficient 琢1 - 琢2

寅 Tcr( t1 寅0),此时,空穴表面应力有极限 滓兹1 - 滓r1 寅+ 肄 . 这意味着如果复合球的材料是弹

塑性的,依据 Mises 屈服准则空穴附近区域将出现塑性屈服[12] . 考虑塑性影响的热空穴分析

超出了本文的范围.
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Analysis for Cavitation Problem of Elastic
Composite Ball Heated

SHANG Xin鄄chun1, 2,摇 ZHANG Rui2,摇 REN Hui鄄lan3
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Abstract: The cavitation problem of composite ball, composed by two elastic solid materials
and in uniformtemperature, was investigated. The nonlinear mathematical model of the prob鄄
lem was established by using finite logarithmic strain measure for geometric large deformation
and by employing Hooke law for elastic solid. Analytic solutions in the form of parameter were
derived for thermal dilatation of the composite ball with large elastic deformation. Solution
curves were given to describe variations of the critical temperature in cavitation with the geo鄄
metric and material parameters. Bifurcation curve was also given to reveal cavity growth after
void nucleation. The numeric results for a computational example indicated that radius of cavity
would rapidly enlarge over critical temperature, and the loop stress would become infinite with
void nucleation. This means the materials near the cavity would produce plastic deformation
which leads to local failure and fracture if the material of internal ball is elastoplastic. In addi鄄
tion, the cavitation for the composite ball could appear in a low temperature if elastic property
for the material of internal ball is close to be uncompressible.

Key words: cavitation; thermal dilatation; nonlinear large deformation;composite ball
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