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曲率的形状梯度和经典梯度:
微纳米曲面上的驱动力
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摘要:摇 近期的实验和分子动力学模拟均表明:圆锥面上粘附液滴能自发地定向运动,且自发定向

运动的方向与粘附面的亲水、疏水性质无关. 针对这一重要现象,拟从曲面微纳米力学几何化的角

度,提供一般性的理论解释. 借助于粒子对势,研究了孤立粒子与微纳米硬曲面之间的相互作用,
分析了粒子 /硬曲面相互作用的几何学基础. 可以证实:(a) 粒子 /硬曲面的作用势均具有统一的

曲率化形式,均可以统一地表达成曲面平均曲率和 Gauss 曲率的函数;(b) 基于曲率化的作用势,
能够实现曲面微纳米力学的几何化;(c) 曲率与曲率的内蕴梯度构成卷曲空间上的驱动力;(d)
驱动力方向与曲面的亲水、疏水性质无关,解释了自发定向运动实验.
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引摇 摇 言

近期,清华大学郑泉水的研究组在实验中发现(以下简称 Zheng 研究组的实验):圆锥管

外表面上的粘附液滴,能够沿母线自发地向粗端运动. 出人预料的是,自发定向运动的方向与

锥面的亲水、疏水性质无关. 陈超[1] 以及 Lv淤 和 Chen 等[2] 通过分子动力学模拟,确认了这一

奇妙的实验现象. 粘附液滴在圆锥上的自发定向运动本身并不是个新现象,但运动方向具有随

亲水、疏水性质的不变性,过去却从未在文献中报道过. 我们认为,这种不变性具有基本的重要

性,值得深入探讨. 我们的判断是,既然亲水、疏水性质决定不了自发定向运动的方向,那么,就
只剩下一个决定性的因素———空间弯曲. 也就是说,空间弯曲可能是推动自发定向运动的力量

之源. 这个推断,与我们早期在生物膜力学和几何中发展的思想[3鄄8] 完全一致. 因此,本文将结

合前期的理论[3鄄8],从硬曲面上微纳米力学几何化的角度,为上述实验现象提供一般性的理论

解释.
微纳米尺度上,常见的效应之一是表面效应,常见的相互作用之一是表面作用. 因此,微纳
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米力学的基本内容之一是表面力学. 微纳米表面,很少是平坦的 Euclid 平面,大多是卷曲的

Riemann 曲面. 于是可以说,表面微纳米力学,核心内容之一就是曲面微纳米力学.
曲面微纳米力学,受制于微分几何或二维的 Riemann 几何. 从几何形式看,Riemann 几何

可以划分为内蕴几何和外蕴几何. 这里的“内蕴冶,是“曲面内部冶的意思,故内蕴几何主要涉及

曲面的“面内冶性质. 在微分几何中,曲面的面内性质一般通过第一基本张量刻画. 因此我们可

以说,内蕴几何就是基于第一基本张量的几何. 这里的“外蕴冶是“曲面外部冶的意思,故外蕴几

何主要涉及曲面的“面外冶性质. 在微分几何中,曲面最基本的外蕴性质是其弯曲程度,曲面的

弯曲程度一般通过第二基本张量来度量. 因此我们可以说,外蕴几何主要是基于第二基本张量

的几何.
类似地,曲面微纳米力学,也可以划分为内蕴力学和外蕴力学[3鄄4] . 借助内蕴几何就能描述

的曲面力学,称为内蕴力学. 内蕴力学的典型情形是曲面不变形而质点在曲面内运动. 借助外

蕴几何才能描述的曲面力学,称为外蕴力学. 外蕴力学的典型情形是曲面本身有面外(尤其是

法线方向)的运动或变形.
从物质形态看,凝聚态物质可以划分为硬物质和软物质,对应地,物质曲面可以划分为刚

性的硬曲面(例如微纳米晶粒表面)和柔性的软曲面(例如细胞膜). 微纳米曲面上的内蕴力

学,一般是硬曲面上的力学,即刚性曲面本身不变形,但曲面上有物质运动———这类运动,受制

于硬曲面的内蕴性质;而微纳米曲面上的外蕴力学,一般是软曲面上的力学,即柔性曲面不仅

有面内的变形和运动,而且有面外的变形和运动———这类变形和运动,改变了软曲面的弯曲程

度,受制于软曲面的外蕴性质.
Yin 等[3鄄8]证实,微纳米软曲面上的外蕴力学中,一个关键性的命题成立,即“空间卷曲诱

发驱动力冶. 我们提出这样一般性的问题:微纳米硬曲面上的内蕴力学中,这一命题是否仍然

成立? 答案是肯定的. 这意味着,不论是在软曲面还是在硬曲面上,空间卷曲都会诱发驱动力.
也就是说,“空间卷曲诱发驱动力冶这一命题,是一个具有普遍性和统一性的命题,它所刻画的

物理学图像,是微纳米曲面上普遍存在的物理学实在,因而,有必要对其进行深入的分析和凝

练,并提升成一般性的理论. 这构成了本文的动机.
本文包括如下内容:首先,简要回顾微纳米软曲面上的外蕴力学;其次,系统分析和综合微

纳米硬曲面上的内蕴力学;再者,针对自发定向运动现象和数值模拟,设计理想化试验,一方面

检验内蕴力学理论基础的可靠性,另一方面也为自发定向运动现象提供理论解释;最后,分析

内蕴力学和外蕴力学统一的几何学基础.

1摇 微纳米软曲面上的外蕴力学

微纳米软曲面上外蕴力学的典型之一,是生物膜力学. 生物膜力学的核心内容,是其平衡

理论. 处于平衡态的生物膜,势能取极小值. 于是,借助能量极小原理和外蕴几何,我们可以导

出生物膜沿膜曲面法线方向的平衡微分方程[3鄄8]:

摇 摇 Ñ·(Ñ准,H / 2 + Ñ
--
准,K) + f = 0, (1)

其中, 准 = 准(H,K) 是生物膜的自由能面密度,它取决于膜曲面的弯曲程度———平均曲率 H 和

Gauss 曲率 K . 准,H = 鄣准 / 鄣H和准,K = 鄣准 / 鄣K 分别是自由能密度对平均曲率和 Gauss 曲率的偏导

数, f = f(H,K) 是标量函数. Ñ和Ñ
--
是定义在曲面上的微分算子[3鄄8]:

摇 摇 Ñ(…) = gigij 鄣(…)
鄣u j , Ñ

--
(…) = giLij 鄣(…)

鄣u j 摇 摇 ( i, j = 1,2), (2a,b)

(u1,u2) 是曲面上的 Gauss 参数坐标, gi 是协变基矢量,gij 是曲面第一基本张量 G 的逆变分
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量,Lij 是张量 L的逆变分量. 由于 L和第二基本张量 L之间满足对偶关系 L·L = KG,故 L称为

L 的对偶张量.

从式(1)看出,生物膜的外蕴力学主要受到矢量微分不变量Ñ和Ñ
--
的控制. 其中,Ñ是曲面

上的经典梯度算子,Ñ
--
是曲面上的形状梯度算子[3鄄8] . 力学中,梯度是最基本的概念之一:势的

梯度就是力. 例如,电势梯度是电场力;压力梯度是流动的驱动力;温度梯度是热传导的驱动

力;浓度梯度是扩散的驱动力. 鉴于Ñ和Ñ
--
在生物膜平衡方程中平等的地位,如果说经典梯度Ñ

(…)是驱动力,那么形状梯度Ñ
--
(…)也必然是驱动力. 但从形式上看,二者又有深刻的差别,

这在曲面主曲率坐标系下(图 1),可以清晰地显示出来:

摇 摇 Ñ(…) = g1 鄣(…)
鄣u1 + g2 鄣(…)

鄣u2 , Ñ
--
(…) = c2g1 鄣(…)

鄣u1 + c1g2 鄣(…)
鄣u2 , (3a,b)

图 1摇 主曲率坐标系

Fig. 1摇 The curvilinear coordinate system

其中, c1 和 c2 是两个主曲率,g1 = g1 / g11 和 g2 =
g2 / g22 是两条主曲率线上的逆变基矢量,gij = gi·g j

是第一基本张量的协变分量. 很显然,经典梯度Ñ

(…)是内蕴的微分不变量,而形状梯度Ñ
--
(…)是

外蕴的微分不变量;前者是由物质分布不均匀性

诱发的驱动力,而后者是由空间曲率诱发的驱动

力;前者主要是物质驱动力,而后者主要是几何驱

动力.
结合图 1 和式(3b),我们可以更深刻地理解

主曲率加权的形状梯度的内涵:环向方向的主曲

率 c2 加权了母线方向的驱动力,而母线方向的主

曲率 c1 则加权了环向方向的驱动力.

注意到,式(1)中的驱动力项 Ñ准,H 和Ñ
--
准,K 可以进一步写成

摇 摇 Ñ准,H = 准,HH ÑH + 准,HK ÑK, Ñ
--
准,K = 准,KH Ñ

--
H + 准,KK Ñ

--
K, (4a,b)

其中摇 摇 准,HH = 鄣2准
鄣H2, 准,HK = 准,KH = 鄣2准

鄣H鄣K, 准,KK = 鄣2准
鄣K2

均为曲率的函数, ÑH和Ñ
--
H分别是平均曲率的经典梯度和形状梯度,ÑK和Ñ

--
K 分别是Gauss 曲

率的经典梯度和形状梯度. 式(4)清晰地诠释了命题“空间卷曲诱发驱动力冶 的具体含义: Ñ准,H

和Ñ
--
准,K 都是卷曲空间上的驱动力,其解析结构中,都包括了两个基本部分,一是曲率的函数项

准,HH,准,HK,准,KH 和 准,KK,二是曲率的梯度项ÑH,ÑK,Ñ
--
H 和Ñ

--
K . 于是,与上述命题对应,我们有

更为具体的陈述:微纳米软曲面上,曲率和曲率梯度(包括曲率的经典梯度Ñ(…)和形状梯度

Ñ
--
(…))构成了驱动力的基本要素.

2摇 微纳米硬曲面上的内蕴力学

本节尝试将上述命题和陈述由外蕴力学扩展到内蕴力学.
微纳米曲面与周边物质的相互作用,在微观机制上,大都表现为粒子 /粒子(原子 /原子或

分子 /分子)相互作用. 因此,微纳米硬曲面上的内蕴力学,主要是粒子(原子或分子)与微纳米

硬曲面之间相互作用的力学. 作为最基本的情形,我们考察一个孤立(自由)粒子与微纳米硬

曲面(曲面上的原子群或分子群)之间的相互作用.
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2. 1摇 粒子 /硬曲面的 n 阶势

粒子对(例如原子对)的 van der Waals 相互作用,一般由 Lennard鄄Jones 势刻画:

摇 摇 u( r) = 4着 滓( )r
12

- 滓( )r[ ]
6

= u12 - u6, (5)

其中,第 1 项 u12( r) = 4着(滓 / r) 12 是粒子对的斥力势,第2 项 u6( r) = 4着(滓 / r) 6 是粒子对的引力

势. 为了描述方便,我们统一地将其表达成 n 阶势:

摇 摇 un( r) = 4着 滓( )r
n
. (6)

需要说明的是,式(6)不仅仅代表 L鄄J 势中的斥力势或引力势,如果 n 取不同的值,un( r) 可以

刻画分子尺度的各种短程相互作用[9] .
设孤立粒子位于硬曲面上点 O 正上方,到硬曲面的最短距离为 h(图 2) . 由于短程作用力

的有效作用长度小于 1 nm,故 h的取值范围为 h < 1 nm . 硬曲面一般是固体表面,不仅表层粒

子而且内层粒子,都会与孤立粒子发生相互作用. 但考虑到短程效应,我们只考虑孤立粒子与

表层粒子之间的相互作用,且只计入表面上点 O 的 啄 邻域(啄 < 1 nm)S啄 内的粒子与孤立粒子

之间的相互作用. 设 S啄 内单位面积的粒子数为 籽 s,则微面积单元 dS 内的粒子数为 籽 sdS . 于是

粒子 / 硬曲面的 n 阶势写成

摇 摇 Un = 乙乙
S 啄
un( r)籽 sdS . (7)

设 籽 s 为常数,于是由式(6)和式(7)得

摇 摇 Un = 4籽 s着滓 n乙乙
S 啄

1
rn
dS . (8)

2. 2摇 粒子 /硬曲面曲率化的 n 阶势

注意到,以生物膜为代表的微纳米软曲面上的外蕴力学中,生物膜的自由能面密度 准 =
准(H,K) 是曲率的函数. 自由能面密度的曲率化是式(4)成立的必要条件,也是“曲率和曲率

梯度构成驱动力的基本要素冶得以证实的理论基础. 由此我们推测:欲将命题推广到微纳米硬

曲面上的内蕴力学中,必须实现粒子 /硬曲面 n 阶势(即式(8))的曲率化. 这一目标,在 n = 12 和

n = 6(即 L鄄J 势)时,已经达成[1鄄2] . 此处从更一般的情形,再做更精细的归纳和更深入的分析.
以点 O 为坐标原点,建立局部 O鄄xyz 直角坐标系(图 2) . 其中,z 轴指向硬曲面的法线方

向,x鄄y平面是硬曲面在点O的切平面,x轴和 y轴分别沿着点O主曲率线切线方向. 在 S啄 内,硬
曲面的方程可在局部正交坐标系下表示为 z = f(x,y) . 在点 O 将函数 f(x,y) 展开成 Taylor 级
数,考虑到短程作用,只展开到第 2 阶:

摇 摇 f(x,y) 抑 f
0
+ fx

0
x + fy

0
y + 1

2! [ fxx
0
x2 + 2 fxy

0
xy + fyy

0
y2], (9)

其中

摇 摇 f
0
= f(0,0), fx

0
= 鄣f
鄣x x = 0

y = 0

, fy
0
= 鄣f
鄣y x = 0

y = 0

, fxx
0
= 鄣2 f
鄣x2

x = 0
y = 0

, fxy
0
= 鄣2 f
鄣xy x = 0

y = 0

, fyy
0
= 鄣2 f
鄣y2

x = 0
y = 0

.

点 O 满足如下关系式:

摇 摇 f
0
= f(0,0) = 0, fx

0
= 鄣f
鄣x x = 0

y = 0

= 0, fy
0
= 鄣f
鄣y x = 0

y = 0

= 0. (10)

由于 x 轴和 y 轴分别是点 O 主曲率线的切线,故有

摇 摇 fxy
0
= 鄣2 f
鄣xy x = 0

y = 0

= 0. (11)
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图 2摇 孤立粒子与局坐正交标系下的曲面

Fig. 2摇 The isolated particle and the curved surface
under the local orthogonal coordinate system

于是式(9)可以简化为

摇 摇 f(x,y) 抑 1
2 ( fxx

0
x2 + fyy

0
y2) . (12)

式(12)的含义是,在 S啄 内用二次曲面逼近硬曲面

z = f(x,y) 的形状.
在局部正交坐标系下,孤立粒子的坐标为

(0,0,h),硬曲面上微面积单元 dS 内的点坐标为

(x,y,z),二者之间的距离 r 为
摇 摇 r2 = x2 + y2 + [h - f(x,y)] 2 =

摇 摇 摇 摇 x2 + y2 + h2 1 - f(x,y)[ ]h
2
. (13)

假设曲面满足限制条件 f(x,y) / h < 1,则有[ f(x,y) / h] 2 垲 1. 展开式(13) 的右端项,并略

去高阶项[ f(x,y) / h] 2, 得

摇 摇 r2 抑 x2 + y2 + h2 - 2hf(x,y) . (14)
将式(12)代入式(14),得

摇 摇 r2 抑 (1 - h fxx
0
)x2 + (1 - h fyy

0
)y2 + h2 . (15)

将式(15)代入式(8),得

摇 摇 Un 抑4籽 s着滓 n乙乙
S 啄
[(1 - h fxx

0
)x2 + (1 - h fyy

0
)y2 + h2] -n / 2dS . (16)

微面积元 dS 的表达式为

摇 摇 dS(x,y) = 1 + f 2
x + f 2

y dxdy . (17)
在 S啄 内,我们要求硬曲面满足条件:

摇 摇 f 2
x = 鄣f(x,y)

鄣[ ]x
2
垲1, f 2

y = 鄣f(x,y)
鄣[ ]y

2
垲1.

略去高阶项,式(17)进一步简化为

摇 摇 dS(x,y) 抑 dxdy . (18)
式(16)和式(18)给出

摇 摇 Un 抑4籽 s着滓 n乙乙 x 臆啄
y 臆啄

[(1 - h fxx
0
)x2 + (1 - h fyy

0
)y2 + h2] -n / 2dxdy . (19)

n = 12 和 n = 6 时,U12 和 U6 能够实现曲率化[1鄄2] . 实际上,在 n逸3 的一般情形下,Un 都能够统

一地表达成点 O 的曲率不变量的函数(见附录):

摇 摇 Un 抑
U
-
n

1 + 2hH + h2K
, (20a)

其中, U
-
n 是粒子 / 平面的 n阶势,H和 K分别是点O 的平均曲率和 Gauss 曲率. 式(20a)定义了

从平面到曲面的变换(或映射),实现了粒子的 n阶平面势U
-
n 与 n阶曲面势Un 之间一一对应的

变换关系. 其等价形式为

摇 摇 Un / U
-
n 抑1 / 1 + 2hH + h2K , (20b)

故 U
-
n 与Un 之间的变换,可视为一种广义的比例变换(或比例映射),其中的比例因子只与曲面

的曲率相关,而与作用势的指数 n 无关. 故不论 n 值如何变化(n逸3),比例因子均以不变的形

式取决于曲率. 这是个出人意料的结果,因为它违反了我们的直觉,直觉告诉我们:不同的 n
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值,决定了不同相互作用的物理性质[9],故作为决定性的因素, n 的影响应该无处不在. 然而,
比例因子却具有随 n 值变化的不变性! 基于这种不变性,我们可以很有信心地说,式(20)适
用于 n 逸3 的各种形式的相互作用[9] .

更出人意料的是,不同学科中,看似全然无关的变换,却有着相同的变换因子———式(20)

中的变换因子 (1 + 2hH + h2K),不仅控制了物理量U
-
n 与Un 之间的变换,而且主导了薄壳理论

以及平行映射中众多几何量之间的变换[10鄄13]! 这种相关性,是偶然的巧合,还是逻辑的必然?
我们目前还没有答案.

由于曲率是 Riemann 几何中的核心概念,因此我们说,粒子 /硬曲面之间的短程相互作用,
都以统一且不变的形式,依赖于 Riemann 几何;或者说,主宰粒子 /硬曲面相互作用的几何,是
Riemann 几何.
2. 3摇 粒子 /硬曲面曲率化的 L鄄J 势

如果取 n = 12 和 n = 6, 即粒子对的相互作用取 L鄄J 势(式(5)),便可得到文献[1鄄2]中粒

子 /硬曲面的 L鄄J 势. 此时有 U = U12 - U6 . 由式(20)和附录可知

摇 摇 U12 抑
U
-

12

1 + 2hH + h2K
, U

-
12 = U12 H = 0

K = 0
抑

4仔籽 s滓2着
5

滓( )h
10
,

摇 摇 U6 抑
U
-

6

1 + 2hH + h2K
, U

-
6 = U6 H = 0

K = 0
抑2仔籽 s滓2着 滓( )h

4
.

于是,粒子 /硬曲面曲率化的 L鄄J 势为

摇 摇 U 抑 U
-

1 + 2hH + h2K
, (21)

其中 U
-
是粒子 /平面的 L鄄J 势:

摇 摇 U
-
= U H = 0

K = 0
= 2仔籽 s滓2着 滓( )h

4 2
5

滓( )h
6
-[ ]1 = U

-
12 - U

-
6 . (22)

很显然,粒子 /平面相互作用是粒子 /硬曲面相互作用的特例. 粒子 /平面的 L鄄J 势 U
-
,包括了斥力

势 U
-
12 和引力势 U

-
6 两部分;粒子 /硬曲面的 L鄄J 势 U,也包括了斥力势 U12 和引力势 U6 两部分.

曲面的曲率越大,对 U 的影响也越大;曲率越小,对 U 的影响也越小. 如果曲率消失,则曲

面退化为平面,粒子 /硬曲面的 L鄄J 势 U, 便退化为粒子 /平面的 L鄄J 势 U
-
.

注意到,点 O 的曲率,虽然只是“一点冶的曲率,但反映的却是硬曲面在点 O 邻域内的弯曲

程度,而作为短程作用势,曲率化的 L鄄J 势正好反映孤立粒子与该邻域内原子之间的相互作

用. 故曲率化的 L鄄J 势具有清晰的物理学图像.
2. 4摇 硬曲面作用在孤立粒子上的驱动力

本节关注的焦点,是驱动力中的曲率和曲率梯度. 因此,为突出主要因素,我们特意限定次

要因素的影响,即假设高度 h 保持不变,限定孤立粒子只能在硬曲面的等高面内运动. 此时,由
式(21)知,粒子 /硬曲面的 L鄄J 势 U 仅仅是曲率的函数,亦即

摇 摇 U = U(H,K) . (23)
若忽略高度 h 的影响,则当粒子沿着等高面移动 dl 时,作用势 U 的改变量为

摇 摇 dU = ÑU·dl, (24)
这里Ñ(…)是硬曲面上的经典梯度,由式(3a)定义. 于是硬曲面作用在粒子上的驱动力为

摇 摇 F = - ÑU =- (U,H ÑH + U,K ÑK), (25a)

415 殷 雅 俊摇 摇 摇 陈摇 摇 超摇 摇 摇 吕 存 景摇 摇 摇 郑 泉 水



其中, U,H = 鄣U / 鄣H,U,K = 鄣U / 鄣K 均为曲率的函数. 将式(21)代入式(25a),便可得到粒子上驱

动力的具体表达式:

摇 摇 F = U
-
h

(1 + 2hH + h2K) 3 / 2 ÑH + 1
2 hÑ( )K . (25b)

设粒子的质量为 m,加速度为 a,则运动方程为ma = F . 注意到,曲率梯度矢量ÑH和ÑK都

位于硬曲面的切平面内,因此,驱动力 F 和加速度 a, 也是切平面内的矢量.
式(25b)表明,两个因素决定了驱动力 F 的方向:因素之一是曲率梯度. 由几何知识可知:

ÑH 总是指向平均曲率增长最快的方向,ÑK 总是指向 Gauss 曲率增长最快的方向. 因此可以统

一地说, (ÑH + hÑK / 2) 总是指向曲率递增的方向;因素之二是粒子 /平面的 L鄄J 势 U
-
:如果 U

-

> 0,则 F 的方向与(ÑH + hÑK / 2) 的方向一致,指向曲率递增的方向;如果 U
-

< 0,则 F 的方

向与(ÑH + hÑK / 2) 的方向相反,指向曲率递减的方向. 特别要说明的是,这里的“递增冶或“递
减冶的含义,是指曲率代数值的增加或减小.

至此,我们可以回答引言中的问题:软曲面上的命题和陈述的确可以推广到硬曲面上———
在微纳米硬曲面上的内蕴力学中,空间弯曲也会诱发驱动力,而且驱动力的源泉,也是曲率和

曲率梯度.
2. 5摇 从微纳米尺度向宏观尺度的推广

与微纳米软曲面上的外蕴力学[3鄄4]类似,微纳米硬曲面上的内蕴力学,也可以从微纳米尺

度推广到宏观尺度. 确切地说,粒子 /硬曲面作用势 U(H,K) 以及粒子驱动力F的适用范围,也
可以由微纳米曲面推广到宏观曲面,理由如下所述.

首先,“微纳米曲面冶并非理论基础成立的必要条件. van der Waals 之类的短程力,作用范

围均在纳米尺度以下(即 h < 1 nm,啄 < 1 nm) . 然而,在曲率化作用势和驱动力的推导过程

中,硬曲面的尺度并没有绝对地限定. 我们之所以再三强调“微纳米曲面冶,是因为只有在尺度

足够小的曲面上,曲率才能足够高,曲率梯度才能足够大,van der Waals 效应才能足够显著.
但是,这并不意味着,曲率化作用势和驱动力只适用于微纳米曲面.

其次,曲率化作用势和驱动力,自然而然地包含了尺度效应. 尺度效应是力学中普遍存在

的效应之一. 这一效应限定了 Euclid 空间中力学理论的适用范围:大尺度的理论不能适用于

小尺度. 然而,作用势和驱动力一旦实现曲率化,我们研究的力学,就不再是 Euclid 空间中的

力学,而是 Riemann 空间中的力学. Riemann 空间中的力学,曲率是决定性的,而曲率的大小,
正好反映了曲面尺度的大小. 因此,曲率化作用势和驱动力中,尽管没有人为地引入特征尺度

参数,但它们仍然能够自然地刻画尺度效应,自然地实现大、小尺度之间的过渡和衔接.
最后,曲率势与平面势具有统一性. 由式(21)可知,当曲面曲率趋于 0 时,曲率化作用势

退化为粒子的平面势. 我们知道,曲率趋于 0,曲率半径便趋于肄,即曲面的特征尺度参数趋于

肄 . 曲面势与平面势的统一性清晰地表明,微纳米硬曲面上的内蕴力学,确实是微纳米尺度和

宏观尺度统一的理论.

3摇 圆锥面上的理想化试验

曲率化作用势(式(21))是微纳米硬曲面上内蕴力学的理论基础. 问题是,这个理论基础可

靠吗? 能够用来解释 Zheng 研究组的实验现象吗? 本节将尝试通过理想化实验回答这些问题.
本节设计的理想化试验,是孤立粒子与圆锥面的相互作用. 圆锥面是最简单的曲面之一.

以最简单的曲面作为理想化试验的载体,是基于如下考虑:(a)曲面越简单,越能排除干扰因

素,越容易直接地揭示出复杂现象内在的因果关系;(b)在所有的曲面中,球面、圆柱面和圆锥
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面最为简单. 然而,球面和圆柱面均为常曲率曲面,曲率梯度为 0,不符合试验目的,故应排除.
于是,圆锥面就成为顺理成章的选择;(c)人们从圆锥形粘附面上液滴的定向运动实验(例如

Zheng 研究组的实验)中,观测到了丰富的现象[14鄄16],从而为圆锥面上的理想化试验,提供了定

性参照;(d)圆锥面上既有的数值实验数据[1鄄2],为圆锥面上的理想化试验,提供了定量参照.
圆锥面的 Gauss 曲率为 0(K = 0), 于是孤立粒子 /圆锥面的 L鄄J 势,可以从式(21)退化为

摇 摇 U 抑 U
-

1 + 2hH
. (26)

圆锥面作用在孤立粒子上的驱动力(式(25b))退化为

摇 摇 F = U
-
h

(1 + 2hH) 3 / 2 ÑH . (27)

设 2兹 是圆锥面的顶角,s 是以圆锥顶点为原点、以母线为坐标轴的坐标,is 是坐标轴上的

单位基矢量(图 3). 当孤立粒子位于圆锥外部时(图 3a),有

摇 摇 2H = 1
s tan 兹 > 0, ÑH =- 1

2s2 tan 兹
is = - 2H2 is tan兹 . (28)

式(27)和式(28)给了出圆锥外部的孤立粒子受到的驱动力 Fout:

摇 摇 Fout = -
2U

-
hH2 tan 兹

(1 + 2hH) 3 / 2 is . (29)

当孤立粒子位于圆锥内部时(图 3(b)),有

摇 摇 2H =- 1
s tan 兹 < 0, ÑH = 1

2s2 tan 兹
is = 2H2 is tan兹 . (30)

式(27)、(30)给出了圆锥内部孤立粒子受到的驱动力 Fin:

摇 摇 Fin = 2U
-
hH2 tan 兹

(1 + 2hH) 3 / 2 is . (31)

基于式(29)和式(31)中驱动力的方向,就可以勾画孤立粒子在圆锥面上的运动图像. 由
式(22)、(29)、(31)可知,物理参数 滓 和几何参数 h共同决定了驱动力的方向. 一般情况下,距

离 h 的取值,应使孤立粒子的引力势大于斥力势,即应满足条件 U
-

< 0 或

摇 摇 2
5

滓( )h
6
-[ ]1 < 0. (32)

此时,孤立粒子的运动遵循如下规律:在圆锥外部,粒子上的驱动力 Fout 与单位基矢量 is 的正

方向一致(见式(29)和图 3(a)),从而驱使粒子自发地由圆锥顶点向端点方向运动;在圆锥内

部,孤立粒子上的驱动力 Fin 与单位基矢量 is 的正方向相反(见式(31)和图 3(b)),驱使粒子

自发地由圆锥端点向顶点方向运动.
注意到, 在外部, 从圆锥顶点到端点, 坐标 s 单调递增(0 寅+ 肄),平均曲率 H 单调递减

( + 肄 寅0)(见式(28));在内部,从圆锥端点到顶点,坐标 s单调递减( + 肄 寅0),平均曲率 H
也单调递减(0 寅- 肄) (见式(30)). 因此,孤立粒子的运动图像,可以统一地描述如下:圆锥

面上的孤立粒子,总是沿母线向平均曲率代数值减小的方向运动. 确切地说,在外部,粒子总是

向比较平坦的端点方向运动;在内部,粒子总是向高度卷曲的顶点方向运动.
有必要再深入分析一下驱动力 Fout 和 Fin . 圆锥面的母线和环线是主曲率线. 母线的主曲

率为 cs = 0,环线的主曲率为 c渍,于是平均曲率为 H = (cs + c渍) / 2 = c渍 / 2. 结合式(27)、式(29)
和式(31) 可知,驱动力Fout 和Fin 的核心组成部分,是环线上的主曲率为 c渍 及其梯度Ñc渍 . 换言

之,环线的主曲率 c渍 及其梯度Ñc渍 驱动了孤立粒子沿母线方向的运动.
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(a) 孤立粒子位于圆锥外部 (b) 孤立粒子位于圆锥外部

(a) the isolated particle is located (b) the isolated particle is located
at the outside of the cone at the inside of the cone

图 3摇 圆锥面作用在孤立粒子上的驱动力

Fig. 3摇 The driving force acted on the isolated particle by the conical surface

理想化运动图像,与圆锥面上液滴定向运动的宏观实验现象,定性地完全一致:在毫米级

直径的圆锥状导线外表面上,硅油滴自发地向直径较大曲率较低的方向运动[14];在毫米级直

径的圆锥状玻璃管内,水柱自发地向直径较小的顶点方向运动[15];在微米级直径蜘蛛丝的圆

锥段外表面上,水滴自发地向直径较大的方向聚集[16] .
特别要强调的是,理想化运动图像不仅与 Zheng 研究组的实验结果定性地完全一致,而且

能够从理论上成功地解释自发定向运动方向随亲水、疏水性质的不变性:从理论上讲,亲水、疏
水性质,主要取决于相互作用对势中的物理参数 着 的数值. 由式(22)、(29)、(31)可知,由于 着
总是取正值,故其数值的大小并不影响驱动力的方向. 也就是说,圆锥面上粘附液滴的自发定

向运动方向,的确与亲水、疏水性质无关.
理想化运动图像,与碳纳米圆锥管上的数值试验结果[1鄄2],定量地完全一致. 这些文献通过

分子动力学数值试验,计算了氧原子与碳纳米锥管之间的相互作用势 U . 结果表明:数值试验

曲线与式(26)几乎完美地重合.
综上所述,我们可以说,至少在圆锥面上,粒子 /硬曲面曲率化作用势预测的理想化运动图

像,与宏观物理实验定性地一致,与纳观数值实验定量地一致. 这种一致性在一定程度上证实:
粒子 /硬曲面曲率化作用势,精确度是可信的,理论基础是可靠的.

需要说明的是,理想化运动图像,虽然是基于粒子 /平面的 L鄄J 势 U
-
,但却具有普遍性. 也

就是说,用其它形式的粒子 / 平面势 U
-
n 替换 L鄄J 势 U

-
,仍然能够得到类似的结论:如果用 U

-
n <

0 的引力势替代 U
-
,则粒子的运动图像与上述理想化运动图像完全一致;如果用 U

-
n > 0 的斥力

势替代 U
-
, 则粒子的运动图像与上述理想化运动图像相近,差别是粒子的运动方向相反.

4摇 讨论与结论

微纳米力学作为力学新的分支,具有丰富的内涵和广阔外延,其几何基础不是单一的,而
是多样性的. 就曲面微纳米力学而言,Riemann 几何只是统一的几何学基础之一,理由如下:曲
面是嵌入在三维 Euclid 空间中的二维 Riemann 空间,因此,Euclid 几何和 Riemann 几何,都可

以作为曲面微纳米力学的几何学基础. 但比较而言,Riemann 几何更符合曲面空间形式的“本
性冶,更容易展现曲面微纳米力学的逻辑简单性. 本文中的曲面微纳米力学(不论是外蕴力学,
还是内蕴力学)都是基于 Riemann 几何的力学.

“空间卷曲诱发驱动力冶,是具有普遍性意义的命题. 其普遍性体现在两个方面:一方面,
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形状梯度是驱动力,其定义中包含了空间卷曲程度的几何量———主曲率(见式(3)),而形状梯

度存在的普遍性,在外蕴力学中已经得到实证[3];另一方面,只要自由能密度或作用势能够曲

率化,即能够写成 准 = 准(H,K) 的形式,那么,式(4)和式(25)就普遍成立. 命题的普遍性一旦

确证,便可上升为一般性理论,用来诠释微纳米表面上的力学现象.
如果说,我们前期的研究[3鄄8],奠定了“空间卷曲诱发驱动力冶命题的理论基础,那么,本文

则从短程相互作用出发,给予了命题具体的阐释. 特别要强调的是,短程相互作用是微纳米尺

度上普遍的物理学实在,因此可以说,本文实证了该命题在微纳米尺度上的普遍适用性.
如果说,“空间卷曲诱发驱动力冶只是一个存在性命题,那么,“曲率和曲率梯度是驱动力

的基本要素冶则是一个构造性陈述. 陈述将命题具体化了———它清晰地定位了驱动力的两个

来源:一是曲率,二是曲率梯度;前者是空间的弯曲程度,后者是空间曲率的不均匀程度. 二者

虽然都是几何的量,但却构成了物理的力.
力学与几何,是一个硬币的两面. 两个侧面不是互相独立的,而是相互关联、互为因果的:

一方面,粒子对的相互作用,在卷曲空间中可以借助几何量实现几何化;另一方面,几何量在卷

曲空间中“组装冶成了驱动力. 在微纳米尺度上,几何与力浑然一体,不可分割. 由此,我们对

“力冶这一最基本的力学概念的理解,拓展了、深化了.
核心力学量的曲率化,提供了微纳米力学几何化的途径. 前辈力学家武际可教授曾反复强

调:“微纳米力学和跨尺度研究,要注重几何概念的突破,要引入几何学,实现几何化. 冶曲面微

纳米力学的几何化,的确实践了他的观点. 微纳米力学几何化的路径,可能并不唯一,但曲面微

纳米力学(不论是内蕴力学还是外蕴力学)都可以通过曲率化,实现几何化. 由此我们推测:几
何化的有效途径之一,就是曲率化.

需要强调的是,曲面微纳米力学,虽然可以实现几何化,但其物理基础仍然是粒子对的相

互作用;曲率和曲率梯度作为几何化的驱动力,虽然是逻辑的必然结果,但其物理本质仍然是

物质的作用力. 还要强调的是,与软曲面上的外蕴力学不同,硬曲面上的内蕴力学中,只有经典

梯度Ñ(…)(式(25)),没有形状梯度Ñ
--
(…). 这是因为,形状梯度Ñ

--
(…)只有在软曲面发生外

蕴的形状改变时才会出现[3鄄8],而硬曲面是刚性的,其形状是不会改变的. 这一差异,强化了文

献[3鄄4]中的看法:Riemann 流形上,借助既有的几何学概念,内蕴力学就可以得到刻画;但只

有在定义了形状梯度Ñ
--
(…)之后,外蕴力学才能方便地得到描述. 换言之,内蕴力学只需要引

入几何;而外蕴力学不仅要引入几何,而且要拓展几何,要发展诸如形状梯度这样的几何学概

念.
我们的曲面微纳米力学探索,也印证了前辈力学家钱伟长教授的观点. 他对 G觟ttingen 学

派的学术风格有这样的论述[17]:“G觟ttingen 学派是应用数学的倡导者,他们既有深厚的数学根

底,又有对物理本质的深刻理解. 他们都认为物理本质是主要的,但在数学方法的使用上却从

不吝啬,且力求将数学用在刀刃上,要用得漂亮,要用得朴素简洁. 有时为了解决一个力学问

题,他们不惜跳进数学的海洋,从中寻求最合适的数学工具,必要时甚至创造新的数学工具. 冶
他的观点,对于微纳米力学的探索者,具有深刻而又恒久的启示.

附摇 摇 录

粒子 /硬曲面 n 阶势的曲率化

短程作用下,硬曲面上点 O邻域 S啄 之外的粒子对作用势的影响可以忽略不计,但考虑到数学处理上的方

便,我们将积分域扩展到 S啄 之外,于是式(19)变为
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摇 摇 Un 抑4籽 s着滓 n乙乙 x 臆肄
y 臆肄

[(1 - h fxx
0
)x2 + (1 - h fyy

0
)y2 + h2] -n / 2dxdy . (A1)

令

摇 摇 a = 1 - hfxx
0

, b = 1 - h fyy
0
, c = b2y2 + h2 , (A2)

则有

摇 摇 Un 抑4籽 s着滓 n乙+肄

-肄
dy乙+肄

-肄
(a2x2 + c2) -n / 2dx = 4籽 s着滓 n乙+肄

-肄
c -ndy乙+肄

-肄

a
c( )x

2
+[ ]1

-n / 2
dx =

摇 摇 摇 摇 16籽 s着滓 n乙+肄

0
c -ndy乙+肄

0

a
c( )x

2
+[ ]1

-n / 2
dx . (A3)

令

摇 摇 a
c x = tan 琢,摇 摇 琢 沂 0, 仔[ ]2

, (A4)

得到

摇 摇 乙+肄

0

a
c( )x

2
+[ ]1

-n / 2
dx = c

a 乙
仔 / 2

0
cosn-2琢d琢 . (A5)

于是式(A3)化为

摇 摇 Un 抑16籽 s着滓 n 1
a 乙

+肄

0
c -(n-1) dy乙仔 / 2

0
cosn-2琢d琢, (A6)

又有

摇 摇 乙+肄

0
c -(n-1) dy = 乙+肄

0
(b2y2 + h2) -(n-1) / 2dy = 1

hn-1乙+肄

0

b
h( )y

2
+[ ]1

-(n-1) / 2
dy . (A7)

令

摇 摇 b
h y = tan 茁,摇 摇 茁 沂 0, 仔[ ]2

, (A8)

则有

摇 摇 乙+肄

0

b
h( )y

2
+[ ]1

-(n-1) / 2
dy = h

b 乙
仔 / 2

0
cosn-3茁d茁 . (A9)

将式(A9)、(A7)代入式(A6),得

摇 摇 Un 抑16籽 s滓2着 滓( )h
n-2

In-2 In-3
1
ab, (A10)

其中

摇 摇 In-2 = 乙仔 / 2

0
cosn-2琢d琢, In-3 = 乙仔 / 2

0
cosn-3茁d茁, (A11)

In 可以表达为

摇 摇 In = 乙仔 / 2

0
cosn渍d渍 =

n - 1
n ·n - 3

n - 2 ·…· 1
2·

仔
2 (n 为偶数),

n - 1
n ·n - 3

n - 2 ·…· 2
3·1 (n 为奇数)

ì

î

í

ïï

ïï .
(A12)

再由式(A2)可得

摇 摇 ab = 1 - hfxx
0

1 - h fyy
0

= 1 - h( fxx
0

+ fyy
0
) + h2 fxx

0
fyy
0

. (A13)
在微分几何中,点 O 的平均曲率 H 和 Gauss 曲率 K 的一般表达式为

摇 摇 2H = -
(1 + f 2

x

0
) fyy

0
- 2 fx

0
fy
0
fxy
0

+ (1 + f 2
y

0
) fxx

0

(1 + f 2
x

0
+ f 2

y

0
) 3 / 2

, K =
fxx
0
fyy
0

- f 2
xy

0

(1 + f 2
x

0
+ f 2

y

0
) 2

. (A14)

在图 2 所示的主坐标系下,式(10)和式(11)成立,于是式(A14)简化为

摇 摇 2H = - ( fxx
0

+ fyy
0
), K = fxx

0
fyy
0
. (A15)

由式(A13)、(A15),(A10)化为
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摇 摇 Un 抑16籽 s滓2着 滓( )h
n-2 In-2 In-3

1 + 2hH + h2K
. (A16a)

式(A16a)就是粒子 /硬曲面曲率化的 n 阶势. 令

摇 摇 U- n = Un H = 0
K = 0

= 16籽 s滓2着 滓( )h
n-2

In-2 In-3 =
8仔籽 s滓2着
n - 2

滓( )h
n-2

, (A17)

这里 U- n 是粒子 / 平面的 n 阶势. 式(A16a)可被变换为

摇 摇 Un 抑
U- n

1 + 2hH + h2K
. (A16b)

下面简要讨论曲率化 n 阶势成立的必要条件. 由式(A12)和式(A16a)可知, In-3 项要求 n逸3. 于是,必要

条件之一,就是 n逸3. 指数 n越大,短程相互作用越弱,曲率化 n阶势的精度越高;必要条件之二,来自式(A2)

和式(A10)对参数 a和 b的限制,即1 - hfxx
0

> 0 和1 - h fyy
0

> 0. 这个必要条件,排除了 ab = 1 + 2hH + h2K
= 0 的可能性,避免了 n 阶势的奇异性;必要条件之三,来自 2. 2 节的推导,即 h > f(x,y) ,[鄣f(x,y) / 鄣x] 2

垲1,[鄣f(x,y) / 鄣y] 2 垲1. 这些必要条件,限定了曲率化 n 阶势的适用范围.
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Shape Gradient and Classical Gradient of Curvatures:
Driving Forces on Micro / Nano Curved Surfaces

YIN Ya鄄jun1, 2,摇 CHEN Chao1,摇 LV* Cun鄄jing1,摇 ZHENG Quan鄄shui1

(1. Department of Engineering Mechanics, School of Aerospace,
Tsinghua University, Beijing 100084, P. R. China;

2. Division of Mechanics, Nanjing University of Technology, Nanjing 211816, P. R. China)

Abstract: Recent experiment and molecule dynamics simulation showed that adhesion droplet
on conical surface could move spontaneously and directionally. Besides, this spontaneous and
directional motion was independent of the hydrophilicity and hydrophobicity of the conical sur鄄
face. Aimed at this important phenomenon, a general theoretical explanation was provided
from the viewpoint of the geometrization of micro / nano mechanics on curved surfaces. Based
on the pair potentials of particles, the interactions between an isolated particle and a micro /
nano hard鄄curved鄄surface were studied, and the geometric foundation for the interactions be鄄
tween the particle and the hard鄄curved鄄surface were analyzed. The following results are de鄄
rived: (a) The potential of the particle / hard鄄curved鄄surface is of the unified curvature鄄form ( i.
e. the potential is always a unified function of the mean curvature and Gauss curvature of the
curved surface); (b) On the basis of the curvature鄄based potential, the geometrization of the
micro / nano mechanics on hard鄄curved鄄surfaces can be realized; (c) Curvatures and the intrin鄄
sic gradients of curvatures form the driving forces on curved spaces; (d) The direction of the
driving force is independent of the hydrophilicity and hydrophobicity of the curved surface,
which explains the experimental phenomenon of spontaneous and directional motion.

Key words: micro / nano curved surfaces; curvatures; shape gradient; classical gradient; driv鄄
ing forces
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* LV 即 L譈,因作者一直沿用 LV


