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摘要:摇 在平面应变的假设下,给出了两个复合弹性圆柱体旋转时的解析解. 外柱是由厚度按公式

变化的正交各向异性材料所组成,它包裹着一个等厚度纤维增强粘弹性均匀各向同性的实心圆柱

体. 外圆柱体的厚度和弹性性质按半径方向的幂函数变化. 应用边界和连续条件,确定复合圆柱体

旋转时的径向位移和应力,应用等效模量和 Illyushin 逼近法,得到问题的粘弹性解. 讨论了各向异

性、厚度变化、本构参数以及时间参数,对径向位移和应力的影响.
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引摇 摇 言

几年来,旋转的纤维增强复合圆柱体受到越来越多的关注,机械工程中得到了普遍的应

用,如高速旋转齿轮、飞轮、涡轮发动机和热压冷缩配合. 等厚度均匀各向同性材料圆柱体弹性

问题的解析解,可以容易地在众多标准的弹性理论书籍中找到[1] . 但是,非均匀各向异性材料

圆柱体弹性问题的解析解,在文献[2鄄3]中也能找到,比较而言要少许多. Liew 等[4] 研究了功

能梯度空心圆柱体的热应力. Oral 和 Anlas[5]对各向异性圆柱实体的应力分布,进行了连续非

均匀性影响的分析. Tutuncu 在文献[6]中指出,厚壁圆柱体在内压力作用下,应力呈指数变化

的特性. Chandrashekhara 和 Gopalakrishnan 在文献[7]中建立了双层长圆形柱体:有一个正交

各向异性的外壳和一个横观各向同性的核心体,在轴对称荷载作用下的弹性分析. Zenkour[8]

得到了旋转变厚度正交各向异性圆柱体,包裹着一个等厚度固体内核时的应力. 最近,Zenk鄄
our[9]分析研究了在内 /外表面荷载作用下复合圆柱体的性能,圆柱体由许多轴向变厚度的均

质板所组成. 另外,Allam 等[10]研究了变密度非均匀实 /空心圆柱体的旋转问题.
在工程结构设计中,确定粘弹性圆柱体的应力,是一个十分重要的问题. Shinozuka 和 Spil鄄

lers[11]对一个增强的粘弹性薄圆筒,弹性增强物填充后,按轴对称问题求解. Ting 和 Tuan[12]在

一个粘弹性圆柱体中,引入改进了的数值方法,研究交变内压力对应力和温度分布的影响.
Feng 等[13]在拉伸和扭转荷载作用下,得到了粘弹性实圆柱体的有限变形解. Karnaukhov 和
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Senchenkov[14]对一个粘弹性有限长圆柱体,研究其轴向谐和变形时的热力学行为.
本文所研究的变厚度纤维增强粘弹性圆柱体的旋转响应,尚不多见. 许多学者[15鄄16] 提出

了纤维增强复合结构,按准静态粘弹性问题方法求解. Allam 和 Appleby[17]应用现有的弹性解,
求解粘弹性板在单向弹性纤维增强下的弯曲问题. 还有一些文献,如文献[18],纤维增强粘弹

性板在均匀剪力作用下,应用等效模量法确定圆孔 /圆形夹杂物周围的应力集中. Allam 和 Ze鄄
nkour[19]应用小参数法和等效模量法,将纤维增强粘弹性拱桥,按二次曲线变化模拟厚度,得
到均布荷载作用下的弯曲响应. 在文献[20]中,就纤维增强粘弹性弯曲板,得到圆孔周围有填

充物 /没有填充物时的应力分布. 最近,同一作者[21] 应用广义的 Illyushin 逼近法,找到了旋转

纤维增强粘弹性体和变厚度环形盘的闭式解.
本文将旋转的变厚度非均匀弹性圆柱体,包裹着一个纤维增强的等厚度粘弹性内核进行

分析研究. 外圆柱体的厚度和弹性性质是半径坐标的函数,导出其二阶的控制微分方程,并在

常规条件下用超几何函数求解. 得到旋转的非均匀、正交各向异性、变厚度圆柱体,包裹着等厚

度各向同性粘弹性内核时的精确解. 对粘弹性问题,应用 Illyushin 逼近法求解相应弹性问题的

解,给出了径向位移和应力的数值结果. 对一些参数的影响加以讨论,并得出相应的结论.

1摇 问题的公式化表示

所研究的结构由内圆柱体和外圆柱体组成. 外柱是变厚度的弹性空心圆柱体,内柱为等厚

度的粘弹性实心圆柱体. 首先假定,弹性圆柱体是由非均匀正交各向异性材料组成,并沿自身

轴线旋转而成. 选择柱面坐标系 ( r,兹,z),使得轴向坐标 z 为旋转轴,r 为径向坐标. 假定圆柱体

关于 z 轴对称,仅有与环向坐标 兹 无关的径向位移 u . 其次假定,垂直于 z 轴的平面为平面应变

问题,u 仅仅是 r 的函数. 正交各向异性圆柱体的应力分量给出如下:

摇 摇

滓rr = c11( r)
du
dr + c12( r)

u
r ,

滓兹兹 = c12( r)
du
dr + c22( r)

u
r ,

滓zz = c13( r)
du
dr + c23( r)

u
r ,

滓r兹 = 滓rz = 滓兹z = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï ,

(1)

其中, cij 为弹性特征系数. 假定弹性特征系数沿圆柱体厚度,即半径方向按指数规律变化:

摇 摇 P( r) = P (0 1 - r - a )b
浊P, (2)

其中, a 和 b 分别为外圆柱体的内径和外径. 现假定,圆柱体厚度 h 按上面的公式变化,P0 = h0

为圆柱体轴向的厚度,浊P = n为几何参数,参数 n决定了厚度曲线的形状. 本文就 a = 0. 4b,无量

纲厚度 h / h0 为无量纲半径 r / b的函数,讨论3组不同数值的几何参数 n, 见图 1. 图 1(a)中 n 为

负值,厚度曲线呈凸形,图 1(b) ~ (c)中 n 为正值,厚度曲线呈凹形. 特别使 n = 0,得到等厚度

的圆柱体. 另外,非均匀材料的弹性特征系数 cij 由方程(1) 给出,P0 = 琢ij 对应于均匀材料时的

cij 值,浊P = m 为有理数. n 和 m 的值不受任何限制,即它们可以有相同的数值.
旋转圆柱体厚度变化的影响,可以在它们的平衡方程中加以考虑,只要它们满足平面应变

的假设,变厚度圆柱体理论可以和等厚度圆柱体理论一样,得到极好的结果. 考虑了该因素的

影响后,变厚度旋转圆柱体的平衡方程能够写成[8鄄9]
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(a) n = - 0. 6 (b) n = 0. 6 (c) n = 0. 2
图 1摇 变厚度复合圆柱体,其中内圆柱体是等厚度的

Fig. 1摇 Variable鄄thickness cylinder with uniform鄄thickness core

摇 摇 d
dr(hr滓rr) - h滓兹兹 + h籽赘 2 r2 = 0, (3)

其中, 赘 是角速度,为常数,籽 为圆柱体材料的密度. 下面详细地给出弹性问题的解析解,然后

研究粘弹性问题的解.

2摇 弹性解和粘弹性解

本节将对两个圆柱体:外圆柱体为变厚度非均匀正交各向异性空心圆柱体,内圆柱体为等

厚度各向同性粘弹性实心圆柱体,得到其弹性解和粘弹性解.
2. 1摇 外圆柱体

将方程(1)代入方程(3),对于弹性特性和圆柱曲线可借助于方程(2),可以得到径向位移

u( r) 的超几何微分方程如下:

摇 摇 r2 d2u
dr2 [+ r 1 - (n + m () r ) ]a + b - r

du
dr -

[摇 摇 摇 摇 姿2 + 滋(n + m () r ) ]a + b - r u + 籽赘 2 r3
琢 (

11

b )a + b - r
m
= 0, (4)

其中

摇 摇 姿 =
琢22

琢11
, 滋 =

琢12

琢11
. (5)

上述方程被称为 Gauss 超几何微分方程,有一个正则奇点 r = 0, 根据 Frobenius 法,求得其通

解:
摇 摇 u( r) = C1P( r) + C2Q( r) + R( r), (6)

其中, C1 和 C2 为任意的积分常数,又

摇 摇
P( r) = r姿 (M i, j,啄, r )a + b ,

Q( r) = r -姿 (M i - 啄 + 1, j - 啄 + 1,2 - 啄, r )a + b

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(7)

其中

摇 摇
i = 姿 + n + m - 詛

2 , j = i + 詛, 啄 = 1 + 2姿,

詛 = (n + m) 2 + 4[姿2 - 滋(n + m)]

ì

î

í
ïï

ïï .
(8)

注意到, M(孜,浊,灼,z) 为广义超几何函数,定义[22]如下:
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摇 摇 M(孜,浊,灼,z) = 移
肄

q = 0

孜q浊qzq

灼qq!
, z = r

a + b, (9)

其中, 孜q 为 Pochhammer 符号,由下式给出:

摇 摇 孜q = 孜(孜 + 1)(孜 + 2)…(孜 + q - 1) = 祝(孜 + q)
祝(孜) , (10)

这里,祝 表示 Gamma 函数. 注意到当 | z | < 1 时,对于上部参数 孜和 浊的实数值,以及对于下部

参数 灼的非零实数值,广义超几何函数M(孜,浊,灼,z) 是收敛的. 方程(6) 的特解 R( r) 可以用参

数变异法求得:

摇 摇 R( r) = Q( r)乙r
0

P(准) f(准)
驻(准) d准 - P( r)乙r

0

Q(准) f(准)
驻(准) d准, (11)

其中

摇 摇 f( r) = - 籽赘 2 r
琢 (

11

b )a + b - r
m
, (12)

又, 驻( r) 为 Wronskian 式,由下式给出:

摇 摇 驻( r) = P( r) dQ( r)
dr - Q( r) dP( r)

dr . (13)

将方程(6)代入方程(1),得到旋转变厚度非均匀正交各向异性空心圆柱体的径向、环向及轴

向的应力分别为

摇 摇

滓rr( r) (= 1 - r - a )b {
m

C (1 琢11
dP( r)

dr + 琢12
P( r) )r +

摇 摇 C (2 琢11
dQ( r)

dr + 琢12
Q( r) )r + 琢11

dR( r)
dr + 琢12

R( r) }r ,

滓兹兹( r) (= 1 - r - a )b {
m

C (1 琢12
dP( r)

dr + 琢22
P( r) )r +

摇 摇 C (2 琢12
dQ( r)

dr + 琢22
Q( r) )r + 琢12

dR( r)
dr + 琢22

R( r) }r ,

滓zz( r) (= 1 - r - a )b {
m

C (1 琢13
dP( r)

dr + 琢23
P( r) )r +

摇 摇 C (2 琢13
dQ( r)

dr + 琢23
Q( r) )r + 琢13

dR( r)
dr + 琢23

R( r) }r

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

(14a ~ c)

这里,在求 P,Q 和 R 的导数时,要用到下面的求导公式:

摇 摇 d
drM(孜,浊,灼,z) = 孜浊

灼 M(孜 + 1,浊 + 1,灼 + 1,z) dz
dr . (15)

正如文献[23],正交各向异性圆柱体的弹性分量 琢ij, 可以根据工程特征值表达为

摇 摇

琢11 =
Er(1 - 淄兹z淄z兹)

驻 , 琢22 =
E兹(1 - 淄rz淄zr)

驻 ,

琢12 =
Er(淄兹r + 淄兹z淄zr)

驻 =
E兹(淄r兹 + 淄z兹淄rz)

驻 ,

琢13 =
Er(淄zr + 淄兹r淄z兹)

驻 =
Ez(淄rz + 淄r兹淄兹z)

驻 ,

琢23 =
E兹(淄z兹 + 淄r兹淄zr)

驻 =
Ez(淄兹z + 淄兹r淄rz)

驻

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(16)

在这里
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摇 摇 驻 = 1 - 淄r兹淄兹r - 淄zr淄rz - 淄兹z淄z兹 - 2淄兹r淄z兹淄rz, (17)
其中, E i 为弹性模量,淄ij 为 Poisson 比,它们满足下面的倒数关系:

摇 摇
淄兹r

E兹
=
淄r兹

Er
,
淄zr

Ez
=
淄rz

Er
,
淄z兹

Ez
=
淄兹z

E兹
. (18)

2. 2摇 内圆柱体

对于等厚度的均匀圆柱体 (n = 0,m = 0),有 h( r) = h0,cij = 琢ij . 另外,对于各向同性圆柱

体,有

摇 摇 琢11 = 琢22 = E(1 - 淄)
(1 + 淄)(1 - 2淄), 琢12 = 琢13 = 琢23 = E淄

(1 + 淄)(1 - 2淄) . (19)

利用上述公式,各向同性圆柱体的应力分量可以写成

摇 摇

滓rr =
E(1 - 淄)

(1 + 淄)(1 - 2淄)
du
dr + E淄

(1 + 淄)(1 - 2淄)
u
r ,

滓兹兹 =
E淄

(1 + 淄)(1 - 2淄)
du
dr + E(1 - 淄)

(1 + 淄)(1 - 2淄)
u
r ,

滓zz =
E淄

(1 + 淄)(1 - 2淄)
du
dr + E淄

(1 + 淄)(1 - 2淄)
u
r

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

(20)

而方程(4)变为

摇 摇 r2 d2u
dr2

+ r dudr - u + (1 + 淄)(1 - 2淄)
E(1 - 淄) 籽赘 2 r3 = 0. (21)

上述二阶微分方程的通解容易得到

摇 摇 u( r) = C3 r +
C4

r - (1 + 淄)(1 - 2淄)
8E(1 - 淄) 籽赘 2 r3, (22)

其中, C3 和 C4 为任意的积分常数. 将方程(22)代入方程(20),得到旋转等厚度均匀各向同性

圆柱体的径向、环向及轴向应力:

摇 摇

滓rr( r) = E
1 + [淄

C3

1 - 2淄 -
C4

r ]2 - 3 - 2淄
8(1 - 淄) 籽赘 2 r2,

滓兹兹( r) = E
1 + [淄

C3

1 - 2淄 +
C4

r ]2 - 1 + 2淄
8(1 - 淄) 籽赘 2 r2,

滓zz( r) = 2E淄
1 + [淄

C3

1 - 2淄 - 1 + 淄
4E(1 - 淄) 籽赘 2 r ]2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(23a ~ c)

这就是著名的旋转等厚度圆柱体的解(参见文献[1]). 值得注意的是,对于实心的圆柱体,常
数 C4 必须等于 0,否则当 r = 0 时,径向位移和应力变为无穷大. 另外,前面弹性解中其他的积

分常数 C i( i = 1,2,3), 利用边界和连续性条件确定(在第 3 节中叙述).
现在考虑一个由 2 种材料复合的实心圆柱体,第 1 种为粘弹性材料,单向增强的弹性纤维

作为第 2 种材料. 第 1 种材料起填充物的作用,呈现线性粘弹性材料的特性,由粘弹性模量 E f

和 Poisson 比 淄f 来表示. 另一种材料作为增强材料,它是一种用弹性模量 Ee 和 Poisson 比 淄e 来

表示的弹性材料. 注意到,粘弹性模量由文献[16,24]给出如下:

摇 摇 E f =
9K棕
2 + 棕, (24)

其中, K为体积压缩系数(又称体积模量),并假定不出现松弛,即K = const,而棕为松弛函数的

无量纲核,它与相应的 Poisson 比间有下面的公式[16,24]关系:
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摇 摇 棕 =
1 - 2淄f

1 + 淄f
. (25)

基于上述考虑,并利用等效模量的方法[16,24],给出如下弹性模量和 Poisson 比:

摇 摇
E = 酌Ee + (1 - 酌)E f = E [e 酌 + 9(1 - 酌)p棕

2 + ]棕 ,

淄 = 酌淄e + (1 - 酌)淄f = 酌淄e + (1 - 酌)(1 - 棕)
2 + 棕

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(26)

其中, p = K / Ee 为本构参数,酌 为增强纤维的体积分数. 借助方程(26)给出的表达式,可以将方

程(22)和(23)给出的解改写为

摇 摇
u* = 赘

- 2u( r,棕), 滓*
rr = 赘 2滓rr( r,棕), 赘

- 2 = 赘 2

Ee
,

滓*
兹兹 = 赘 2滓兹兹( r,棕), 滓*

zz = 赘 2滓zz( r,棕), 赘 2 = 籽赘 2
{

.
(27)

在弹性材料中,径向位移和应力是 r 和 棕 的函数,而在粘弹性材料中,径向位移和应力是时间 t
和 r 的算子函数. 根据 Illyushin 逼近法[16,24鄄25],函数 u 可以表示为

摇 摇 u( r,棕) = 移
4

i = 1
Ai( r)椎i(棕), (28)

其中, 椎i(棕) 是一些已知的核,以核 棕 为基础构成,可以如下选取:

摇 摇 椎1 = 1, 椎2 = 棕, 椎3 = 仔 = 1
棕 , 椎4 = g茁1 = 1

1 + 棕 / 2 . (29)

系数 Ai( r) 通过代数方程组来确定:

摇 摇 移
4

j = 1
LijA j = B i 摇 摇 ( i = 1,…,4), (30)

其中

摇 摇 Lij = 乙1
0
椎i椎 jd棕, B i = 乙1

0
椎iu( r,棕)d棕 . (31)

现在来考虑指数形式的松弛函数:
摇 摇 棕( t) = c1 + c2e -琢t, (32)

其中, c1 和 c2 为常数,由实验方法确定. 应用 Laplace鄄Carson 变换,确定函数 仔( t) 和 g茁1( t) . 用
仔*( t) 和 g*

茁1( t) 表示 仔( t) 和 g茁1( t)(参见文献[26]),所以 棕( t) 变换为

摇 摇 棕*( s) = c1 +
sc2

s + 琢, (33)

于是,得到(详见文献[26])

摇 摇
仔( t) = 1

c [
1

1 -
c2

c1 + c2
e -c1子 / (c1+c2 ]) 摇 摇 (子 = 琢t),

g茁1( t) = 2
2 + c [

1
1 -

c2
2 + c1 + c2

e -(2+c1)子 / (2+c1+c2 ])

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(34)

表示粘弹性材料径向位移的方程(28),可以作为 r 和时间 t 的函数,得到其显式公式:

摇 摇 u( r,t) = A1( r)赘
- 2( t) + A2( r)乙t

0
棕( t - 子)d赘

- 2(子) +

摇 摇 摇 摇 A3( r)乙t
0
仔( t - 子)d赘

- 2(子) + A4( r)乙t
0
g茁1( t - 子)d赘

- 2(子) . (35)

取 赘
- 2( t) = 赘

- 2
0 H( t),其中 H( t) 为 Heaviside 单位阶跃函数,如下所示:
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摇 摇 H( t) = 1,摇 摇 t 逸0,
0,摇 摇 t < 0{ .

(36)

则方程(35)可以变为下面形式:

摇 摇 u( r,t) = 赘
- 2 {0 A1H( t) + A2棕( t) + A3仔( t) + A4g茁1( t }) , (37)

其中, 棕( t),仔( t) 和 g茁1( t) 由方程(32) 和(34) 给出. 将 滓rr( r,t),滓兹兹( r,t) 或 滓zz( r,t) 取代

u( r,t), 并作适当的改变,再一次应用如上的方法,便可以得到旋转纤维增强、粘弹性各向同

性、等厚度实心圆柱体的径向、环向和轴向应力.

3摇 旋转的复合圆柱体

本节考虑双层复合的圆柱体,以一个常角速度 赘绕其自身轴旋转. 外圆柱体已在 2. 1 节中

讨论,内圆柱体在 2. 2 节也已讨论. 记区域 0 臆 r 臆 a 为区域 玉,区域 a 臆 r 臆 b 为区域 域 . 应
用外表面的边界条件,以及两个圆柱体之间的界面条件,可以得到这种结构的解. 在复合圆柱

体的界面( r = a) 上,径向应力和位移是连续的,而在外圆柱体的外表面( r = b) 上,仅仅不出现

径向应力. 界面连续条件可以表示为

摇 摇 r = a 时,摇 摇 u玉( r) = u域( r), 滓玉
rr ( r) = 滓域

rr ( r) . (38)
另一方面,当外圆柱体的外表面自由时,即没有牵引力作用时,边界条件为

摇 摇 r = b 时,摇 摇 滓域
rr ( r) = 0. (39)

由方程(38)、(6)、(14a),(22)和(23a),能够很容易得到常数 C1,C2 和 C3 . 再由方程(6)和
(14),能够计算出区域 域(a 臆 r 臆 b) 中的径向位移和应力. 此外由方程(22)和(23),计算出

区域 玉(0 臆 r 臆 a) 中的径向位移和应力.

4摇 数值举例及其讨论

本节对所研究的复合圆柱体,列举一些数值例子,完成径向位移和应力的数值计算,采用

下面的无量纲形式:
表 1摇 复合圆柱体半径方向上的径向位移 ur

Table 1摇 Radial displacement ur through the radial direction of the composite cylinder

摇 軃r
n

-0. 6 -0. 4 -0. 2 0. 0 0. 2 0. 4 0. 6

inner
cylinder

0. 0 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000

0. 1 0. 068 646 0. 064 830 0. 061 246 0. 057 891 0. 054 758 0. 051 840 0. 049 127

0. 2 0. 135 721 0. 128 088 0. 120 921 0. 114 211 0. 107 945 0. 102 109 0. 096 683

0. 3 0. 199 654 0. 188 204 0. 177 453 0. 167 388 0. 157 990 0. 149 235 0. 141 096

0. 4 0. 258 872 0. 243 606 0. 229 271 0. 215 851 0. 203 320 0. 191 647 0. 180 795

outer
cylinder

0. 4 0. 258 872 0. 243 606 0. 229 271 0. 215 851 0. 203 320 0. 191 647 0. 180 795

0. 5 0. 259 517 0. 244 212 0. 229 841 0. 216 385 0. 203 821 0. 192 116 0. 181 234

0. 6 0. 260 215 0. 244 885 0. 230 487 0. 217 005 0. 204 414 0. 192 684 0. 181 777

0. 7 0. 260 809 0. 245 469 0. 231 060 0. 217 566 0. 204 962 0. 193 217 0. 182 295

0. 8 0. 261 205 0. 245 871 0. 231 466 0. 217 974 0. 205 370 0. 193 624 0. 182 700

0. 9 0. 261 339 0. 246 023 0. 231 634 0. 218 156 0. 205 565 0. 193 829 0. 182 914

1. 0 0. 261 161 0. 245 867 0. 231 499 0. 218 040 0. 205 466 0. 193 747 0. 182 846
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摇 摇 摇 摇 ur =
u
赘
- 2
0

, 滓r =
滓rr

赘 2
0

, 滓兹 =
滓兹兹

赘 2
0

, 滓z =
滓zz

赘 2
0

.

当 a = 0. 4b,n = 依 0. 6 和 0. 2 时,给出相应的数值结果. 在下面的数值例子中,将给出圆柱体的

弹性特征系数、厚度参数、本构参数和时间参数,对径向位移和应力的影响. 我们取

摇 摇 Er = 25 伊 106 psi(145 psi = 1 MPa), E兹 = Ez = 106 psi, 淄r兹 = 淄兹z = 淄rz = 0. 25,
并对 m 取不同的数值,举例说明非均匀性和正交各向异性的影响. 计算时取参数:

摇 摇 淄e = 0. 3, 酌 = c1 = 0. 1,c2 = 0. 9,棕 = 0. 5.
另外,除非另有说明,其他参数取 p = 0. 2,m = 0. 25,系数 琢 尚为未知,时间参数 子(以 琢t) 在项

中给定.
表 2摇 复合圆柱体半径方向上的径向应力 滓r

Table 2摇 Radial stress 滓r through the radial direction of the composite cylinder

摇 軃r
n

-0. 6 -0. 4 -0. 2 0. 0 0. 2 0. 4 0. 6

inner
cylinder

0. 0 0. 416 063 0. 393 005 0. 371 354 0. 351 083 0. 332 156 0. 314 525 0. 298 135

0. 1 0. 412 236 0. 389 178 0. 367 526 0. 347 256 0. 328 329 0. 310 698 0. 294 308

0. 2 0. 399 989 0. 376 931 0. 355 280 0. 335 009 0. 316 082 0. 298 451 0. 282 061

0. 3 0. 379 578 0. 356 519 0. 334 868 0. 314 598 0. 295 671 0. 278 040 0. 261 650

0. 4 0. 351 002 0. 327 943 0. 306 292 0. 286 022 0. 267 095 0. 249 464 0. 233 074

outer
cylinder

0. 4 0. 351 002 0. 327 943 0. 306 292 0. 286 022 0. 267 095 0. 249 464 0. 233 074

0. 5 0. 342 890 0. 324 665 0. 307 201 0. 290 529 0. 274 667 0. 259 624 0. 245 395

0. 6 0. 296 012 0. 283 608 0. 271 462 0. 259 628 0. 248 146 0. 237 052 0. 226 371

0. 7 0. 231 113 0. 224 116 0. 217 070 0. 210 023 0. 203 016 0. 196 088 0. 189 271

0. 8 0. 157 118 0. 154 387 0. 151 498 0. 148 477 0. 145 352 0. 142 148 0. 138 889

0. 9 0. 078 853 0. 078 675 0. 078 388 0. 078 000 0. 077 518 0. 076 953 0. 076 312

1. 0 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000

表 3摇 复合圆柱体半径方向上的径向应力 滓兹

Table 3摇 Circumferential stress 滓兹 through the radial direction of the composite cylinder

摇 軃r
n

-0. 6 -0. 4 -0. 2 0. 0 0. 2 0. 4 0. 6

inner
cylinder

0. 0 0. 416 178 0. 393 119 0. 371 468 0. 351 198 0. 332 271 0. 314 640 0. 298 250

0. 1 0. 414 071 0. 391 013 0. 369 362 0. 349 092 0. 330 164 0. 312 533 0. 296 144

0. 2 0. 407 331 0. 384 272 0. 362 621 0. 342 351 0. 323 424 0. 305 793 0. 289 403

0. 3 0. 396 097 0. 373 038 0. 351 387 0. 331 117 0. 312 190 0. 294 559 0. 278 169

0. 4 0. 380 369 0. 357 310 0. 335 659 0. 315 389 0. 296 462 0. 278 831 0. 262 441

outer
cylinder

0. 4 0. 695 007 0. 653 990 0. 615 475 0. 579 417 0. 545 748 0. 514 385 0. 485 230

0. 5 0. 543 816 0. 511 772 0. 481 677 0. 453 496 0. 427 176 0. 402 654 0. 379 855

0. 6 0. 441 452 0. 415 511 0. 391 142 0. 368 317 0. 346 994 0. 327 123 0. 308 644

0. 7 0. 366 601 0. 345 127 0. 324 950 0. 306 047 0. 288 386 0. 271 923 0. 256 610

0. 8 0. 308 614 0. 290 584 0. 273 642 0. 257 769 0. 242 937 0. 229 110 0. 216 248

0. 9 0. 261 506 0. 246 240 0. 231 896 0. 218 459 0. 205 903 0. 194 199 0. 183 313

1. 0 0. 221 540 0. 208 566 0. 196 378 0. 184 961 0. 174 295 0. 164 353 0. 155 107

摇 摇 本文的研究结果由表 1 ~ 4 给出,并绘于图 2 ~ 5. 表 1 就幂律参数 n取不同数值时,给出了
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旋转变厚度复合圆柱体无量纲的径向位移 ur . 类似地,表 2 ~ 4 分别给出了无量纲的径向应力

滓r、环向应力滓兹 和轴向应力滓z . 表格显示,对给定的軃r(以 r / b),随着参数 n的减小,上述结果都

是增加的. 但是,对于参数 n的一个固定值,径向位移 ur 随着軃r的增加,在内圆柱体中快速增大,
而在外圆柱体中缓慢增大. 应力变化就完全不一样,随着 軃r 的增加,应力在内圆柱体中缓慢减

少,而在外圆柱体中快速减少.
表 4摇 复合圆柱体半径方向上的径向应力 滓z

Table 4摇 Axial stress 滓z through the radial direction of the composite cylinder

摇 軃r
n

-0. 6 -0. 4 -0. 2 0. 0 0. 2 0. 4 0. 6

inner
cylinder

0. 0 0. 174 770 0. 165 086 0. 155 992 0. 147 479 0. 139 529 0. 132 124 0. 125 241

0. 1 0. 173 524 0. 163 840 0. 154 746 0. 146 233 0. 138 283 0. 130 878 0. 123 995

0. 2 0. 169 537 0. 159 852 0. 150 759 0. 142 245 0. 134 296 0. 126 891 0. 120 007

0. 3 0. 162 891 0. 153 207 0. 144 113 0. 135 600 0. 127 650 0. 120 245 0. 113 362

0. 4 0. 153 587 0. 143 903 0. 134 810 0. 126 296 0. 118 347 0. 110 942 0. 104 058

outer
cylinder

0. 4 0. 177 261 0. 166 776 0. 156 931 0. 147 714 0. 139 108 0. 131 090 0. 123 638

0. 5 0. 139 382 0. 131 189 0. 123 491 0. 116 279 0. 109 540 0. 103 259 0. 097 417

0. 6 0. 113 323 0. 106 713 0. 100 500 0. 094 675 0. 089 230 0. 084 151 0. 079 424

0. 7 0. 093 961 0. 088 522 0. 083 408 0. 078 612 0. 074 126 0. 069 941 0. 066 045

0. 8 0. 078 724 0. 074 189 0. 069 925 0. 065 927 0. 062 187 0. 058 699 0. 055 450

0. 9 0. 066 165 0. 062 346 0. 058 758 0. 055 394 0. 052 251 0. 049 319 0. 046 591

1. 0 0. 055 385 0. 052 141 0. 049 094 0. 046 240 0. 043 573 0. 041 088 0. 038 776

摇 摇 图 2 就 m = 0. 25,n 取不同数值时,给出了旋转复合圆柱体无量纲的径向位移和应力在半

径方向上的分布. 图 3 就 n = - 0. 6,m 取不同数值时,显示了无量纲径向位移和应力在半径方

向上的分布. 此外,图 4 就 n = m = 0. 6,本构参数 p 取不同数值时,绘出了无量纲径向位移和应

力在半径方向上的分布. 由图 2 ~ 4 可以看出,无量纲径向位移在内圆柱体沿半径方向线性地

增大,并在界面上达到最大值,而在外圆柱体的半径方向上始终保持不变.
径向应力 滓r 在内圆柱体沿半径方向上逐渐减小,并在界面上达到最小,然后单调地增大,

并在外圆柱体界面附近达到最大,然后快速地减小直至为 0,和外圆柱体外表面的边界条件相

一致. 在图 4(b)中,当 p = 0. 5 和 p = 1. 0 时,从 軃r = 到 軃r = 1,滓r 一直是减小的.

(a) ur (b) 滓r
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(c) 滓兹 (d) 滓z

图 2摇 复合圆柱体无量纲位移和应力随 r / b 的变化

Fig. 2摇 Dimensionless displacement and stresses versus r / b of the composite cylinder

(a) ur (b) 滓r

(c) 滓兹 (d) 滓z

图 3摇 m 取不同数值时,复合圆柱体半径方向上无量纲位移和应力的变化

Fig. 3摇 Dimensionless displacement and stresses through the radial direction

of the composite cylinder for various values of m

但是,图 2(c) ~ (d)显示,较大的 n,无量纲的环向应力 滓兹 和轴向应力 滓z 反而较小. 图 3
(c) ~ (d)显示,在内圆柱体和界面附近, 滓兹 和 滓z 随着 m 的增大而增大,而在外圆柱体外表面
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附近正好相反. 图 4(c) ~ (d)显示, 滓兹 和滓z 在内圆柱体中随着 p的增大而增大,而在外圆柱体

中随着 p 的增大而减小. 此外,滓兹 和 滓z 在内圆柱体中沿半径方向缓慢减小,而在外圆柱体中沿

半径方向快速减小.

(a) ur (b) 滓r

(c) 滓兹 (d) 滓z

图 4摇 本构参数 p 取不同数值时,复合圆柱体无量纲位移和应力随 r / b 的变化

Fig. 4摇 Dimensionless displacement and stresses versus r / b of the composite
cylinder for different values of the constitutive parameter p

(a) ur (b) 滓r
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(c) 滓兹 (d) 滓z

图 5摇 当 軃r = 0. 2 和 軃r = 0. 8 时,复合圆柱体无量纲位移和应力随时间参数 子 的变化

Fig. 5摇 Dimensionless displacement and stresses versus the time
parameter 子 at two positions in the composite cylinder

最后,图 5 给出了时间参数 子,对旋转变厚度复合圆柱体无量纲位移和应力的影响. 取几

何参数 n = - 0. 6 和 m = 0. 25,选择两个位置:一点在 軃r = 0. 2 的内圆柱体中,另一点在 軃r = 0. 8
的外圆柱体中. 显然在这两点上,无量纲径向位移 ur 是逐渐增大的,分别在 子 抑2 和 1. 25 时达

到最大,然后逐渐减小,分别在 子 逸33 和 27 后保持不变. 又当 軃r = 0. 2 时,滓r 和 滓兹 同时在 子 抑
1. 5 处出现最小值,然后 滓r 和 滓兹 逐渐增大,并在 子 逸24 后接近为常数. 另外,无量纲轴向应力

滓z,随着时间参数 子 的增大而快速增大,在 子逸236 后为常数. 当 軃r = 0. 8 时,滓兹 在 子抑1. 5 时达

到最大值,然后在1. 5 < 子 < 22 区域时,滓兹 缓慢减小,在 子逸22 后保持不变. 但是,无量纲径向

和轴向应力在时间参数 子 分别大于 5 和 4 后就保持不变.

5摇 结摇 摇 论

本文研究了内圆柱体为等厚度各向同性弹性柱,被纤维增强的变厚度正交各向异性圆柱

体包裹时的旋转问题. 应用超几何函数解析地求解弹性问题,为此采用级数解. 应用等效模量

法和 Illyushin 逼近法求解粘弹性问题. 从而求得等厚度粘弹性均匀核心体,和变厚度非均匀弹

性圆柱体复合时的旋转解析解. 对不同的超几何参数、厚度参数和本构参数,列表和图示其数

值结果. 还研究了时间参数对径向位移和应力的影响.
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Stresses in a Rotating Heterogeneous Viscoelastic
Composite Cylinder With Variable Thickness

A. M. Zenkour1,2

(1. Department of Mathematics, Faculty of Science, King AbdulAziz University,
P. O. Box 80203, Jeddah 21589, Saudi Arabia;

2. Department of Mathematics, Faculty of Science, Kafrelsheikh University,
Kafr El鄄Sheikh 33516, Egypt)

Abstract: An analytical solution for the rotation problem of a two鄄layer composite elastic cylin鄄
der under plane strain assumption was presented. The external cylinder had variable鄄thickness
formulation and made of a heterogeneous orthotropic material. It was contained by a fiber鄄rein鄄
forced viscoelastic homogeneous isotropic solid core of uniform鄄thickness. The thickness and e鄄
lastic properties of the external cylinder were taken as power functions of the radial direction.
On application of the boundary and continuity conditions, the radial displacement and stresses
for the rotating composite cylinder were determined. The effective moduli and Illyushin爷 s ap鄄
proximation methods were used to obtain the viscoelastic solution of this problem. The effects
of heterogeneity, thickness variation, constitutive and time parameters on the radial displace鄄
ment and stresses were investigated.

Key words: rotating composite cylinder; orthotropic; heterogeneous; variable thickness;
fiber鄄reinforced viscoelastic core
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