
文章编号:1000鄄0887(2011)04鄄0455鄄15 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

多孔压电线性理论中的唯一性定理、
互易定理和特征值问题
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摘要:摇 假定弹性场和电场为正定,在多孔压电线性理论中建立起唯一性定理和互易定理. 在准静

态电场近似下,证明多孔压电材料线性理论中的一般性定理. 利用弹性场的正定性,唯一性定理得

到证明. 在与多孔压电体自由振动相联系的特征值问题的研究中,给出了简明的公式. 文中还研究

了有关算子的某些特性. 以简明公式为基础,利用变分法和算子法,研究了由于小扰动产生的频移

问题. 还给出了特殊情况下的扰动分析.
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引摇 摇 言

单一材料中的压电材料, 由于耦合了电学和力学特征的特色, 多年来成为重要的研究对

象. 压电材料广泛地应用于机电系统,例如压电传感器、微观结构“飞虫冶(micromechanics fly鄄
ing insects)、光束偏转器、谐振器和滤波器. 这些智能结构的构件还有着其他的重要作用,振动

和噪声的抑制、主变形的控制及健康的监测. 经典论文[1鄄3]按耦合场问题作为压电影响描述

的基础. Mindlin[4]在板的厚度坐标项中,应用扩展的机械位移和电势,导出了压电晶体平板的

二维运动方程. Paul 和 Natarajan[5]对结晶极 6 mm 有限长压电实心圆柱体,边界无牵引力和电

势时,研究其挠性振动. 文献[6]用带复参数的 Bessel 函数,得到了频率方程的精确解. Ding
等[7]将压电圆板的自由振动,看作横观各向同性压电体三维耦合方程的一般解. Sabu[8] 在几

何中面的侧面固支假设下,研究了压电材料壳特征值问题的极限状态.
由于微电力学系统、小型电源和其他设备,如压电马达的现代化发展,激起了对线性压电

材料及其应用理论基础新的兴趣. 文献[9]对电位移场,引入适当的内部约束和假定,推断三

维压电体为一维压电细直杆模型. Lioubimova 和 Schiavone[10鄄11] 对线性压电介质中的一般平面

应变状态,进行了稳定状态振动的研究,应用积分方程法,证明了相应边值问题解的存在性及

其唯一性定理.
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频率的控制和选择、精确的定时和同步,使得压电谐振器在商业和军用电子中有着广泛的

应用. 最初是因为 Mindlin[4]对谐振器的应用,激起了压电板自由振动问题和特征值问题分析

的兴趣. Yang 和 Batra[12]系统地分析了与有限压电体自由振动相联系的特征值问题,用变分法

和摄动法,研究了与压电体有联系的频移问题. Yang[13]在电弹性体中,研究自由偏转场上叠加

自由小幅振动时的特征值问题. 最近,Guo[14]以静力学理论为基础,得到了加筋压电体弹性和

介电常数表达式,文中有一个线弹性体、线压电弹性体基本理论文章的详细清单. Iesan[15]使用

Laplace 变换,对准静力学和动力学压电体,也提出了互易定理和唯一性定理. Yang 和 Batra[16]

利用 Nother 定理,连同 4 变量准静力学压电体公式一起,得到了一类线压电材料守恒定律. 有
些作者[17鄄19]尝试在压电微极热电线性理论中提出一般定理. Ciarletta 和 Scalia[20]利用 Green 和

Laws 提出的熵产出不等式,发展了带空洞材料的热压电体的线性理论,还导出了带空洞压电

材料线性理论的互易性关系和唯一性定理.
多孔压电材料(PPM)应用广泛,如低频水诊器、水下传感和激励的应用[21鄄23] 等. 由于这些

材料具有高静水力学的灵敏值和低声速,所以声学阻抗低,水耦合性强. 一些文献[24鄄27]报道

了多孔压电材料表征、合成和性质的实验研究. 有些作者[ 28鄄30] 就多孔性对多孔压电材料弹性、
压电性和介电性性能的影响,进行理论模型的研究开发. 最近,Veshishth 和 Gupta[31] 利用 Biot
理论和电焓密度函数,导出了 PPM 的本构方程,还在高频情况下得到了厚剪切修正因子.
Veshishth 和 Gupta[32]在横观各向同性压电多孔材料中,开展了波传播的解析研究. 并以钛酸

钡(BaTiO3)这一特殊模型,就频率、多孔性、传播方向和压电性,对介质中的相速度和波传播

时的衰减质量因子进行了数值研究. 多孔材料理论似乎是描述压电体性质的理想工具,因为大

多数此类材料是颗粒结构的.
文献搜索显示,许多已做的和正在做的工作,都与压电材料的振动和特征值问题有关,但

是同样的问题,对多孔压电材料的研究还显不够. 本文的目的是,为多孔压电材料线弹性理论

建立基本定理. 这里,采用简明的公式,并介绍相应的场向量及算子. 第 1 节假设弹性场正定

时,提出三维多孔压电体的唯一性定理. 第 2 节用 Laplace 变换,并结合运动方程中初始条件,
证明了多孔压电体线性理论中的互易关系. 在弹性场正定的假设下,交替证明了唯一性定理.
鉴于谐振器频率稳定性分析中特征值问题的重要性,在第 3 节中对与多孔压电材料相联系的

特征值问题,给出了系统的分析. 并对所引入算子的一些性质给出了证明.

1摇 解的唯一性

考虑一个多孔的压电体,体积为 V,边界为 S . 各向异性多孔压电体的本构方程为[31]:
摇 摇 滓ij = cijkl着kl + mij着* - ekijEk - 灼kijE*

k , (1a)
摇 摇 滓* = mij着ij + R着* - 灼iE i - e*i E*

i , (1b)
摇 摇 Di = eijk着 jk + 灼i着* + 孜ijE j + AijE*

j , (1c)
摇 摇 D*

i = 灼ijk着 jk + e*i 着* + AijE j + 孜*
ij E*

j 摇 摇 ( i, j = 1,2,3), (1d)
其中, (滓ij,着ij,E i,Di) 和(滓*,着*,E*

i ,D*
i ) 分别为多孔聚合物固相和液相的(应力、应变、电场

强度和电位移) 分量;cijkl 为弹性刚度常数. 弹性常数 R 测量施加在流体上的压力,将流体的单

位体积推向多孔的基体. (ekij,孜ij),(e*i ,孜*
ij ) 分别为固相和液相的压电常数和介电常数;参数

(mij;灼kij,灼i;Aij) 看作多孔聚合物两相之间弹性、压电性、介电性的耦合. 应变张量(着ij,着*) 和

电场向量(E i,E*
i ) 分别与机械位移(ui,u*

i ) 和电势(准,准*) 有关,即
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摇 摇 着ij =
1
2 (ui, j + u j,i), 着* = u*

i,i, E i = - 准,i, E*
i = - 准*

,i . (2)

不计体力和面电荷密度时的运动方程为

摇 摇 滓ij,i = 籽11u j + 籽12u*
j , (3a)

摇 摇 滓*
,i = 籽12ui + 籽22u*

i , (3b)
摇 摇 Di,i = 0, (3c)
摇 摇 D*

i,i = 0. (3d)
曲面 S 上的边界条件为

摇 摇 滓ijni = t j, (4a)
摇 摇 滓*ni = t*i , (4b)
摇 摇 Dini = c, (4c)
摇 摇 D*

i ni = c*, (4d)
其中, ni 为表面 S上单位外法向量n的分量. 这里,动力学系数(籽11,籽12,籽22) 是依赖于孔隙度 f、
多孔聚合物密度 籽、孔隙流体密度 籽 f 及其惯性的耦合参数. t j,t*j 分别为多孔体积材料的固相和

液相的面牵引力. c,c* 分别为固相和液相的面电荷密度. 多孔压电体[31] 的电焓密度函数 W 和

动能密度 K 为

摇 摇 W = 1
2 [滓 ij着 ij + 滓*着* - E iDi - E*

i D*
i ], (5a)

摇 摇 K = 1
2 [籽11uiui + 2籽12uiu*

i + 籽22u*
i u*

i ] . (5b)

{设 u忆
i,u*忆

i ,滓 忆
ij,滓*忆,准忆,准*忆,E忆

i,E*忆 }i {和 u义
i,u*义

i ,滓 义
ij,滓*义,准义,准*义,E义

i,E*义 }i 为问题(3)的两

个解集,如果可能的话,满足边界条件(4).
定义

摇 摇 ui = u忆
i - u义

i, u*
i = u*忆

i - u*义
i , 滓 ij = 滓 忆

ij - 滓 义
ij, 滓* = 滓*忆 - 滓*义,

摇 摇 准 = 准忆 - 准义, 准* = 准*忆 - 准*义, E i = E忆
i - E义

i, E*
i = E*忆

i - E*义
i

{

.
ui,u*

i ,滓 ij,滓*,准,准*,E i,E* }i 也是问题(3)的解,满足边界条件

摇 摇 滓 ijn j = 0, 滓*ni = 0, Dini = 0, D*
i ni = 0. (6)

方程(3)意味着

摇 摇 乙
V
[(滓 ij,i - 籽11u j - 籽12u*

j )u j + (滓*
, j - 籽12u j - 籽22u*

j )u*
j -

摇 摇 摇 摇 D j, j准 - D*
j, j准*]dV = 0. (7)

利用方程(5)和(6),由方程(7)导得

摇 摇 乙
V
(滓 iju j,i + 滓*u*

i,i - Di准,i - D*
i 准*

,i )dV + 乙
V

dK
dt dV = 0.

上述方程中利用电焓密度函数的定义,得到

摇 摇 乙 [
V

鄣W
鄣着 ij

着 ij +
鄣W
鄣着*着

* + 鄣W
鄣E i

E i +
鄣W
鄣E*

i
E*

i + d
dt(DiE i + D*

i E*
i ]) dV + 乙

V

dK
dt dV = 0

摇 摇 摇 摇 圯 d
dt乙V(U + K)dV = 0,

其中
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摇 摇 U = 1
2 (滓 ij着 ij + 滓*着* + DiE i + D*

i E*
i )

摇 摇 摇 摇 圯 U + K = const .
根据定义, U 和 K 为正定, 且初始值为 0. 这就意味着, 若解是唯一的, 只可能有 U = 0 且 K =
0.

2摇 一 般 定 理

考虑一物体,时间 t = 0时,有体积为V,边界面为 S . 设V
-
表示V是闭合的. 多孔压电体的运

动方程和本构方程与上节相同.
假设

蚵 cijkl,ekij,mij,灼 kij,孜 ij,Aij 和 孜*
ij 在 V

-
上连续可微,且满足对称关系:

摇 摇 cijkl = cjikl, cijkl = cijlk, cijkl = cklij,ekij = ekji,
摇 摇 灼 kij = 灼 kji, mij = m ji, Aij = A ji, 孜 ij = 孜 ji, 孜*

ij = 孜*
ji .

蛎 籽11, 籽12, 籽22在 V
-
上连续.

牵引力向量和电位移的法向分量为

摇 摇 ti = 滓 ijn j, t*i = 滓*ni, d = Dini, d* = D*
i ni . (8)

设 Su,Su*,ST,ST*,S准,S准*, SD 和 SD*为 S 的一部分,即

摇 摇 S
-
u 胰 S

-
u*胰 ST 胰 ST*= S, (9)

摇 摇 S
-
准 胰 S

-
准*胰 SD 胰 SD*= S, (10)

其中, Su,Su*;ST,ST*;S准,S准* 和 SD,SD* 两两互不相交.
从几何上来说,面 Su,ST,S准,SD;Su*,ST*,S准*,SD* 都是面 S 的区域,分别对应于多孔聚合物

的固相和液相,这些面上的机械位移、牵引力向量、电势和电位移是指定的.
考虑如下边界条件:

摇 摇 ui = ui,摇 摇 摇 在 S
-
u 伊 I 上,摇 摇 摇 摇 准 = 准,摇 摇 摇 摇 在 S

-
准 伊 I 上, (11a)

摇 摇 u*
i = u*

i , 在 S
-
u*伊 I 上,摇 或 准* = 准*, 在 S

-
准*伊 I 上, (11b)

摇 摇 滓 ijn j = t i, 在 ST 伊 I 上, Dini = d, 在 SD 伊 I 上, (11c)
摇 摇 滓*ni = t*i , 在 ST* 伊 I 上, D*

i ni = d*, 在 SD* 伊 I 上, (11d)
其中, I = [0,肄 ) 和 u,u*,准,准*, t, t*,d 和 d* 为已知.

进一步假设

摇 摇
ui(x,0) = vi(x), u*

i (x,0) = Vi(x),

ui(x,0) = v i(x), u*
i (x,0) = Vi(x

{
),

摇 摇 x 沂 V
-
, (12)

其中 vi,Vi,v i,Vi 为给定函数.
考虑两组外部数据:
摇 摇 L(琢) {= u(琢)

i ,u*(琢)
i , t (琢)i , t*(琢)

i ,准(琢),准*(琢),d(琢),d*(琢),v(琢)i ,V(琢)
i ,v(琢)

i ,V(琢) }i ,
摇 摇 琢 = 1,2.

设

摇 摇 A(琢) {= u(琢), u*(琢), E(琢), E*(琢), 滓 (琢)
ij , 滓*(琢), D(琢), D*(琢), 准(琢), 准*(琢 })

为对应于 L(琢) 的解.
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定义

摇 摇 t(琢)i = 滓 (琢)
ij n j, t*(琢)

i = 滓*(琢)ni, d(琢) = D(琢)
i ni, d*(琢) = D*(琢)

i ni . (13)
定理 2. 1摇 设 cijkl,ekij,mij,灼 kij,孜 ij,Aij 和 孜*

ij 满足对称关系. 令

摇 摇 E琢茁( r,s) = 乙
S
[ t(琢)i (x,r)u(茁)

i (x,s) + t*(琢)
i (x,r)u*(茁)

i (x,s) +

摇 摇 摇 摇 d(琢)(x,r)准(茁)(x,s) + d*(琢)(x,r)准*(茁)(x,s)]dS -

摇 摇 摇 摇 乙
V
[籽11u(琢)

i (x,r)u(茁)
i (x,s) + 籽22u*(琢)

i (x,r)u*(茁)
i (x,s) +

摇 摇 摇 摇 籽12(u(琢)
i u*(茁)

i + u(茁)
i u*(琢)

i )]dV, (14)
其中, r,s 沂 I, 则 E琢茁( r,s) = E茁琢( s,r) .

证明摇 考虑

摇 摇 I琢茁( r,s) = 滓 (琢)
ij ( r)u(茁)

i, j ( s) + 滓*(琢)( r)u*(琢)
i,i ( s) -

摇 摇 摇 摇 D(琢)
i ( r)E(茁)

i ( s) - D*(琢)
i ( r)E*(茁)

i ( s) . (15)
利用方程(1)和对称关系,有

摇 摇 I琢茁( r,s) = I茁琢( s,r) . (16)
将方程(3)代入方程(15),得到

摇 摇 I琢茁( r,s) = [滓 (琢)
ij ( r)u(茁)

i ( s) + 滓*(琢)( r)u*(茁)
j ( s) +

摇 摇 摇 摇 D(琢)
j ( r)准(茁)( s) + D*(琢)

j ( r)准*(茁)( s)] , j -
摇 摇 摇 摇 [籽11u(琢)

i ( r)u(茁)
i ( s) + 籽12u*(琢)

i ( r)u(茁)
i ( s) +

摇 摇 摇 摇 籽12u*(茁)
i ( s)u(琢)

i ( r) + 籽22u*(琢)
i ( r)u*(茁)

i ( s)] . (17)
在体积 V 上,对方程(17)两边积分,得到

摇 摇 乙
V
I琢茁( r,s)dV = E琢茁( r,s) . (18)

方程(16)和(18)意味着

摇 摇 E琢茁( r,s) = E茁琢( s,r) . (19)
定理 2. 2摇 设弹性、压电和介电系数满足对称关系. 并设 A(琢) 为对应于外部数据系统

L(琢)(琢 = 1,2) 的解,则

摇 摇 乙
S
[酌*( t(1)i *u(2)

i + t*(1)
i *u*(2)

i + d(1)*准(2) + d*(1)*准*(2))]dS +

摇 摇 摇 摇 乙
V
[籽11 f (1)

i *u(2)
i + 籽12( f (1)

i *u*(2)
i + F(1)

i *u(2)
i ) + 籽22F(1)

i *u*(2)
i ]dV =

摇 摇 摇 摇 乙
S
[酌*( t(2)i *u(1)

i + t*(2)
i *u*(1)

i + d(2)*准(1) + d*(2)*准*(1))]da +

摇 摇 摇 摇 乙
V
[籽11 f (2)

i *u(1)
i + 籽12( f (2)

i *u*(1)
i + F(2)

i *u(1)
i ) + 籽22F(2)

i *u*(1)
i ]dV, (20)

其中

摇 摇 f (琢)
i = v(琢)i + tv(琢)

i , F(琢)
i = V(琢)

i + tV(琢)
i , 酌( t) = t,摇 摇 t 沂 I

和

摇 摇 [u*v](x,t) = 乙t
0
u(x,t - s)v(x,s)ds . (21)

证明摇 利用定理 2. 1,有
摇 摇 E12(子,t - 子) = E21( t - 子,子) . (22)
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由方程(14)、(21)、(22),得到

摇 摇 乙
S
[ t(1)i *u(2)

i + t*(1)
i *u*(2)

i + d(1)*准(2) + d*(1) *准*(2)]dS -

摇 摇 摇 摇 乙
V
[籽11u(1)

i *u(2)
i + 籽12(u(1)

i *u*(2)
i + u*(1)

i *u(2)
i ) + 籽22u*(1)

i *u*(2)
i ]dV =

摇 摇 摇 摇 乙
S
[ t(2)i *u(1)

i + t*(2)
i *u*(1)

i + d(2)*准(1) + d*(2) *准*(1)]dS -

摇 摇 摇 摇 乙
V
[籽11u(2)

i *u(1)
i + 籽12(u(2)

i *u*(1)
i + u*(2)

i *u(1)
i ) + 籽22u*(2)

i *u*(1)
i ]dV . (23)

方程(23)的两边上对 酌 求卷积,就得到所要的结果.
定理 2. 3摇 设弹性、压电和介电系数满足对称关系. 并设

摇 摇 G( r,s) = 乙
S
[ ti(x,r)ui(x,s) + t*i (x,r)u*

i (x,s) +

摇 摇 摇 摇 d(x,r)准(x,s) + d*(x,r)准*(x,s)]dS, (24)
其中 r,s 沂 I, 则

摇 摇 d
dt乙V[籽11(u(1)) 2 + 籽12u(1)u*(1) + 籽22(u*(1)) 2]dV =

摇 摇 摇 摇 乙t
0
[G( t + s,t - s) - G( t - s,t + s)]ds +

摇 摇 摇 摇 乙
V

籽11[u(1)
i (0)u(1)

i (2t) + u(1)
i (2t)u(1)

i (0)]dV +

摇 摇 摇 摇 乙
V

籽12[u*(1)
i (0)u(1)

i (2t) + u*(1)
i (2t)u(1)

i (0) +

摇 摇 摇 摇 u(1)
i (0)u*(1)

i (2t) + u(1)
i (2t)u*(1)

i (0)]dV +

摇 摇 摇 摇 乙
V

籽22[u*(1)
i (0)u*(1)

i (2t) + u*(1)
i (2t)u*(1)

i (0)]dV . (25)

证明摇 利用定理 2. 1,有

摇 摇 乙t
0
E11( t + s,t - s)ds = 乙t

0
E11( t - s,t + s)ds . (26)

再由方程(14)、(24)、(26),得到

摇 摇 乙t
0
[G( t + s,t - s) - G( t - s,t + s)]ds =

摇 摇 摇 摇 乙 [
V

籽11乙t
0
(u(1)

i ( t + s)u(1)
i ( t - s) - u(1)

i ( t - s)u(1)
i ( t + s))d ]s dV +

摇 摇 摇 摇 乙 [
V

籽12乙t
0
(u(1)

i ( t + s)u*(1)
i ( t - s) + u(1)

i ( t - s)u*(1)
i ( t + s) -

摇 摇 摇 摇 u(1)
i ( t - s)u*(1)

i ( t + s) - u(1)
i ( t + s))u*(1)

i ( t - s)d ]s dV +

摇 摇 摇 摇 乙 [
V

籽22乙t
0
(u*(1)

i ( t + s)u*(1)
i ( t - s) - u*(1)

i ( t - s)u*(1)
i ( t + s))d ]s dV . (27)

简化后,即得到所需的结果.
定理 2. 4(唯一性定理)摇 设

1) 弹性、压电和介电系数满足对称关系;
2) 孜 ij,Aij,孜*

ij 为正定.
再假定 (u(琢)

i , u*(琢)
i , 准(琢), 准*(琢);琢 = 1,2) 为混合边值问题的任意两组解,设
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摇 摇 u(0)
i = u(1)

i - u(2)
i , u*(0)

i = u*(1)
i - u*(2)

i ,
摇 摇 准(0) = 准(1) - 准(2), 准*(0) = 准*(1) - 准*(2) .

则

摇 摇 u(0)
i = 0; u*(0)

i = 0; 准(0) = 0, 准*(0) = 0,摇 摇 在 V 伊 I 上.
证明摇 {因为 u(1)

i , u*(1)
i , 准(1), 准*(1 }) {和 u(2)

i , u*(2)
i , 准(2), 准*(2 }) 是方程(3) 在边界

条件(11) 和(12) 时的解, {所以 u(0)
i , u*(0)

i , 准(0), 准*(0 }) 也是方程(3)满足如下边界条件的

解:

摇 摇 u(0)
i = 0,摇 摇 摇 在 S

-
u 伊 I 上,摇 摇 摇 摇 准(0) = 0,摇 摇 摇 在 S

-
准 伊 I 上, (28a)

摇 摇 u*(0)
i = 0, 在 S

-
u* 伊 I 上,摇 或 准*(0) = 0, 在 S

-
准* 伊 I 上, (28b)

摇 摇 滓 (0)
ij n j = 0, 在 ST 伊 I 上, D(0)

i ni = 0, 在 SD 伊 I 上, (28c)
摇 摇 滓*(0)ni = 0, 在 ST* 伊 I 上, D*(0)

i ni = 0, 在 SD* 伊 I 上 (28d)
和

摇 摇 u(0)
i (x,0) = 0, u*(0)

i (x,0) = 0, u(0)
i (x,0) = 0, u*(0)

i (x,0) = 0,摇 摇 x 沂 V
-
. (29)

根据定理 2. 3 以及上述边界条件,得到

摇 摇 d
dt乙V[籽11(u(0)

i ) 2 + 籽12u(0)
i u*(0)

i + 籽22(u*(0)
i ) 2]dV = 0

摇 摇 摇 摇 圯 乙
V
[籽11(u(0)

i ) 2 + 籽12u(0)
i u*(0)

i + 籽22(u*(0)
i ) 2]dV = const . (30)

因为 u(0)
i 和 u*(0)

i 初始为 0,则 const = 0,因此 ui 和 u*
i 是唯一的. 利用 孜 ij,Aij,孜*

ij 的正定性,就
可以得到所需要的结果.

3摇 三维多孔压电体的自由振动

考虑一个多孔压电体的自由振动,其边界条件为

摇 摇 滓 ijn j = 0,摇 摇 在 ST 上,摇 摇 摇 滓*n j = 0,摇 摇 在 ST* 上, (31a)
摇 摇 Dini = 0, 在 SD 上,摇 或 D*

i ni = 0, 在 SD* 上, (31b)
摇 摇 ui = 0, 在 Su 上, u*

i = 0, 在 Su* 上, (31c)
摇 摇 准 = 0, 在 S准 上, 准* = 0, 在 S准* 上. (31d)

定义如下:
摇 摇 U {= ui, u*

i , 准, 准 }* , V {= vi, v*i , 鬃,鬃 }* , (32a)

摇 摇
AU {= - 滓 ij,j, - 滓*

,i , - Di,i, - D*
i, }i ,

BU {= 籽11ui + 籽12u*
i ,籽12ui + 籽22u*

i ,0, }0{ ,
(32b)

则由方程(3)和(32)导得特征值问题

摇 摇 AU = 姿BU, (33)
其中 姿 = 棕2,棕 为角频率.

下面,定义两个集合:
{F = U / U 满足边界条件(31 })

及

F* {= U 沂 F / U 有实分量,Di,i = 0,D*
i,i = }0 . (34)

F 和 F* 为 Hilbert 空间,其内积定义如下:
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摇 摇 掖U,V业 = 乙
V
(uivi + u*

i v*i + 准鬃 + 准*鬃*)dV . (35)

利用上面的公式,方程(1)和(3)定义的问题,可以被归结为已处理过的特征值问题,即:寻找

姿,存在一个非平凡解 U 沂 F,使得 AU = 姿BU .
定理 3. 1摇 设 cijkl,mij,R,孜 ij,孜*

ij ,Aij 正定,则定义在函数空间F上的算子 A和B是自伴随算

子. 若算子 A 和 B 定义在空间 F* 上,则它们是非负的.
证明摇 设 U,V 沂 F,

摇 摇 掖AU,V业 = 乙
V
( - 滓 ij,jvi - 滓 ,iv*i - Di,i鬃 - D*

i,i鬃*)dV . (36)

则由方程(36)连同方程(1)和(31)一起,给出

摇 摇 掖AU,V业 = 乙
V
[(cijkluk,l + miju*

k,k + ekij准,k + 灼 kij准*
,k)vi, j +

摇 摇 摇 摇 (mkluk,l + Ru*
k,k + 灼 k准,k + e*k 准*

,k)v*i,i +
摇 摇 摇 摇 (eikluk,l + 灼 iu*

k,k - 孜 il准,l - Ail准*
,l )鬃 ,i +

摇 摇 摇 摇 (灼 ikluk,l + e*i u*
k,k - Ail准,l - 孜*

il 准*
,l )鬃*

,i ]dV =

摇 摇 摇 摇 乙
V
[滓 kl(V)uk,l + 滓*(V)u*

k,k + Dk(V)准,k + D*
k (V)准*

,k]dV =

摇 摇 摇 摇 乙
V
[ - 滓 kl,l(V)uk - 滓*

,k(V)u*
k - Dk,k(V)准 - D*

k,k(V)准*]dV = 掖U,AV业 .

这就证明了算子 A 是自伴随算子. 同时

摇 摇 掖BU,V业 = 乙
V
[(籽11ui + 籽12u*

i )vi + (籽12ui + 籽22u*
i )v*i ]dV = 掖U,BV业 .

这就意味着算子 B 是自伴随算子.
下面,证明算子 A,B 是非负的.
设 U 沂 F*,

摇 摇 掖AU,U业 = 乙
V
( - 滓 ij,jui - 滓*

,i u*
i - Di,i准 - D*

i,i准*)dV . (37)

在方程(37)中利用方程(1)和(31),得到

摇 摇 掖AU,U业 = 乙
V
[cijklui, juk,l + 2mijui, ju*

k,k + 2ekijui, j准,k + 2灼 kijui, j准*
,k + Ru*

i,iu*
k,k +

摇 摇 摇 摇 2灼 ku*
i,i准,k + 2e*k u*

i,i准*
,k - 孜 il准,i准,l - 孜*

il 准*
,i 准*

,l - 2Ail准,i准*
,l ]dV .

所以

摇 摇 掖AU,U业 = 乙
V
(cijklui, juk,l + 2mijui, ju*

k,k + Ru*
i,iu*

k,k +

摇 摇 摇 摇 2Ail准,i准*
,l + 孜 il准,i准,l + 孜*

il 准*
,i 准*

,l )dV 圯 掖AU,U业 逸 0.
又有

摇 摇 掖BU,U业 = 乙
V
(籽11u2

i + 2籽12uiu*
i + 籽22 u*2

i )dV 逸0.

这就意味着算子 A,B 是非负的.
定理 3. 2摇 设算子 A,B 为实的,则联合边值问题(33) 的特征值是实的. 特别地,与 U 沂

F* 相应的特征值是正的.
证明摇 设 姿 为问题(33) 的特征值,U 为相应的特征向量,则
摇 摇 AU = 姿BU . (38)
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对方程(38)两边取复共轭,并利用真实算子,得到

摇 摇 AU
-
= 姿

-
BU

-
. (39)

方程(38)、(39)两边分别对 U 和 U
-
取内积,然后相减,得到

摇 摇 掖AU,U
-
业 - 掖AU

-
,U业 = 姿掖BU,U

-
业 - 姿

-
掖BU

-
,U业 .

应用定理 3. 1,得到

摇 摇 (姿 - 姿
-
)掖BU,U

-
业 = 0. (40)

因为

摇 摇 掖BU,U
-
业 > 0 圯 姿 = 姿

-
.

因此,特征值是实的. 进而由于特征值问题的线性性,以及真实算子,说明存在实特征向量.
若特征向量为 U 沂 F*, 则

摇 摇 AU = 姿BU 圯 掖AU,U业 = 姿掖BU,U业 .
因为算子 A,B 在 F* 上是非负的,因此特征值 姿 是正的.

定理 3. 3摇 对应于不同特征值的特征向量是正交的.
证明摇 设 U(1),U(2) 是对应于不同特征值 姿1,姿2 的特征向量. 有
摇 摇 AU(1) = 姿1BU(1), (41)
摇 摇 AU(2) = 姿2BU(2) . (42)

方程(41)和(42)两边分别对 U(1),U(2) 取内积,然后相减,得到

摇 摇 (姿1 - 姿2)掖BU(1),U(2)业 = 0

摇 摇 圯 乙
V
[籽11u(1)

i u(2)
i + 籽12(u(1)

i u*(2)
i + u(2)

i u*(1)
i ) + 籽22u*(1)

i u*(2)
i ]dV = 0.

根据 Tiersten 的文献[3],不同特征值相对应的特征向量正交性得证.
3. 1摇 变分原理

在函数空间 F 上定义一个泛函(Reyleigh 商) :

摇 摇 I(U) = 掖AU,U业
掖BU,U业 . (43)

则

摇 摇 啄I = 掖BU,U业啄掖AU,U 业 - 掖AU,U业啄掖BU,U业
掖BU,U业 2 .

由方程(43)定义的泛函,稳定的必要条件是

摇 摇 啄I = 0
摇 摇 摇 摇 圯 掖BU,U业啄掖AU,U 业 - 掖AU,U业啄掖BU,U业 = 0
摇 摇 摇 摇 圯 掖BU,U业[掖AU, 啄U业 + 掖A 啄U, U业] -
摇 摇 摇 摇 掖AU,U业[掖BU, 啄U业 + 掖B 啄U, U业 ] = 0
摇 摇 摇 摇 圯 掖BU,U业掖AU,啄U业 + 掖BU, U业掖啄U, AU业 -
摇 摇 摇 摇 掖AU,U业掖BU,啄U业 + 掖AU, U业掖啄U, BU业 = 0
摇 摇 摇 摇 圯 2 掖BU,U业[掖AU - IBU, 啄U业] = 0.

这就意味着

摇 摇 掖AU - IBU,啄U业 = 0.
因为 啄U 是任意的,于是有
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摇 摇 AU = IBU .
因此,若 U 满足运动方程,且相应的稳定值为 棕2,则由方程(43) 定义的泛函是稳定的. 函

数空间 F 上定义的 Rayleigh 商可以写为

摇 摇 I(U) = 乙
V
[cijklui, juk,l + 2mijui, ju*

k,k + 2ekijui, j准,k + 2灼 kijui, j准*
,k +

摇 摇 摇 摇 Ru*
i,iu*

k,k + 2灼 ku*
i,i准,k + 2e*k u*

i,i准*
,k - 孜 il准,i准,l -

摇 摇 摇 摇 孜*
il 准*

,i 准*
,l - 2Ail准,i准*

,l ]d (V 乙
V
(籽11u2

i + 2籽12uiu*
i + 籽22u*2

i )d )V . (44)

又,在函数空间上 F* 上,方程(44)变为

摇 摇 I(U) = 乙
V
[cijklui, juk,l + 2mijui, ju*

k,k + Ru*
i,iu*

k,k + 孜 il准,i准,l +

摇 摇 摇 摇 孜*
il 准*

,i 准*
,l + 2Ail准,i准*

,l ]d (V 乙
V
(籽11u2

i + 2 籽12uiu*
i + 籽22u*2

i )d )V . (45)

3. 2摇 频移的摄动计算

系统的物理和几何性质微小变化,引起特征值问题的微小改变,这就是大家知道的频移.
由于小扰动产生的频移,是一个有着具大现实意义的问题. 这里要讨论的扰动问题,是指初始

变形状态周围的扰动. 这一类摄动问题的频移,可以用变分法和算子法得到.
3. 2. 1摇 变分法

设由于摄动, 姿,A,B 分别产生微小的变化 驻姿,驻A,驻B . 与这些变化相应的特征值问题成

为

摇 摇 (A + 驻A)(U + 驻U) = (姿 + 驻姿)(B + 驻B)(U + 驻U)

摇 摇 摇 摇 圯 姿 + 驻姿 = 掖(A + 驻A)(U + 驻U), U + 驻U 业
掖(B + 驻B)(U + 驻U),U + 驻U 业 抑

摇 摇 摇 摇 掖AU, U业 + 掖AU, 驻U业 + 掖(驻A)U + A(驻U), U 业
掖BU, U业 + 掖BU, 驻U业 + 掖(驻B)U + B(驻U), U 业 抑

摇 摇 摇 摇 掖AU,U业
掖BU,U 业 1 + 2 掖AU, 驻U业 + 掖(驻A)U, U业

掖AU,U( )业
伊

摇 摇 摇 摇 1 - 2 掖BU, 驻U业 + 掖(驻B)U, U 业
掖BU,U( )业

=

摇 摇 摇 摇 姿 + 掖(驻A)U,U 业 - 姿掖(啄B)U, U 业
掖BU,U 业 圯

摇 摇 摇 摇 驻姿 = 掖(驻A)U,U 业 - 姿掖(啄B)U, U 业
掖BU,U 业 . (46)

3. 2. 2摇 算子法

由方程(46)提取一阶项,得到

摇 摇 A(驻U) + (驻A)U = (驻姿)BU + 姿(驻B)U + 姿 B(驻U) . (47)
在方程(47)的两边,对 U 取内积,得到

摇 摇 掖A(驻U), U业 + 掖(驻A)U, U业 =
摇 摇 摇 摇 驻姿掖BU, U业 + 姿掖(驻B)U, U 业 + 姿 掖B(驻U), U 业 .

利用算子 A,B 的自伴性以及 AU = 姿BU, 有

摇 摇 驻姿 = 掖(驻A)U,U 业 - 姿掖(驻B)U,U 业
掖BU,U 业 .
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3. 3摇 特殊情况

对于有限的偏离场,前面诸小节的分析依然有效. 实际应用中,最经常碰到的是小偏离场

情况. 本小节中,这种特殊情况下的摄动分析,表现为自然状态周围的摄动. 与该摄动问题相应

的特征值问题为

摇 摇 A(p)U(p) = 姿 (p)BU(p),摇 摇 在 V 中. (48)
边界条件为

摇 摇
滓 (p)

ij (U(p))n j = 0, 在 ST 上,

滓*(p)(U(p))n j = 0, 在 ST* 上
{ ,

(49a)

摇 摇
D(p)

i (U(p))ni = 0 , 在 SD 上,

D*(p)
i (U(p))ni = 0, 在 SD* 上

{ ,
(49b)

摇 摇
u(p)
i = 0, 在 Su 上,

u*(p)
i = 0, 在 Su* 上

{ ,
(49c)

摇 摇
准(p) = 0, 在 S准 上,

准*(p) = 0, 在 S准* 上
{ ,

(49d)

其中

摇 摇
A(p) = A(0) + 缀 A(1), 滓 (p)

ij = 滓 (0)
ij + 缀滓 (1)

ij , 滓*(p) = 滓*(0) + 缀滓*(1),

D(p)
i = D(0)

i + 缀 D(1)
i , D*(p)

i = D*(0)
i + 缀D*(1)

i ,

姿 (p) = 姿 (0) + 缀姿 (1), U(p) = U(0) + 缀 U(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(50)

根据方程(48)和(50),得到一阶特征值问题:
摇 摇 A(0)U(1) = 姿 (0)BU(1) + 姿 (1)BU(0) - A(1)U(0),摇 摇 在 V 上. (51)

边界条件为

摇 摇
(滓 (0)

ij (U(1)) + 滓 (1)
ij (U(0)))n j = 0, 在 ST 上,

(滓*(0)(U(1)) + 滓*(1)(U(0)))n j = 0, 在 ST* 上
{ ,

(52a)

摇 摇
(D(0)

i (U(1)) + D(1)
i (U(0)))ni = 0 , 在 SD 上,

(D*(0)
i (U(1)) + D*(1)

i (U(0)))ni = 0, 在 SD* 上
{ ,

(52b)

摇 摇
ui = 0, 在 Su 上,

u*
i = 0, 在 Su* 上

{ ,
(52c)

摇 摇
准i = 0 , 在 S准 上,

准*
i = 0, 在 S准* 上

{ ,
(52d)

其中, 姿 (0) 和 U(0) 为线性压电体无偏离场振动时的特征值解.
在方程(51)的两边,对 U(0) 取内积,得到

摇 摇 掖A(0)U(1), U(0)业 =
摇 摇 摇 摇 姿 (0)掖BU(1), U(0)业 + 姿 (1)掖BU(0), U(1)业 - 掖A(1)U(0), U(0)业 . (53)
根据内积的定义和 Gauss 散度定理,得到

摇 摇 掖A(0)U(0), U(1)业 =

摇 摇 摇 摇 - 乙
S
[滓 (0)

ij (U(0))n ju(1)
i + 滓*(0)(U(0))n ju*(1)

j +
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摇 摇 摇 摇 D(0)
i (U(0))ni准(1) + D*(0)

i (U(0))ni准*(1)]dS +

摇 摇 摇 摇 乙
S
[滓 (0)

ij (U(1))n ju(0)
i + 滓*(0)(U(1))n ju*(0)

j +

摇 摇 摇 摇 D(0)
i (U(1))ni准(0) + D*(0)

i (U(1))ni准*(0)]dS +
摇 摇 摇 摇 掖U(0), A(0)U(1)业 . (54)

利用边界条件,方程(54)简化为

摇 摇 掖A(0)U(0), U(1)业 = - 乙
ST
滓 (1)

ij (U(0))n ju(0)
i dS -

摇 摇 摇 摇 乙
ST*

滓*(1)(U(0))n ju*(0)
i dS - 乙

SD
D(1)

i (U(0))n j准(0)dS -

摇 摇 摇 摇 乙
SD*

D*(1)
i (U(0))n j准*(0)dS + 掖U(0),A(0)U(1)业 . (55)

应用方程(53)和(55),有

摇 摇 - 乙
ST
滓 (1)

ij (U(0))n ju(0)
i dS - 乙

ST*
滓*(1)(U(0))n ju*(0)

i dS -

摇 摇 摇 摇 乙
SD
D(1)

i (U(0))n j准(0)dS - 乙
SD*

D*(1)
i (U(0))n j准*(0)dS + 掖U(0), A(0)U(1)业 =

摇 摇 摇 摇 姿 (0)掖B U(1), U(0)业 + 姿 (1)掖B U(0), U(1)业 - 掖A(1)U(0), U(0)业圯

摇 摇 摇 摇 掖A(0)U(0) - 姿 (0)B U(0),U(1)业 - 乙
ST
滓 (1)

ij (U(0))n ju(0)
i dS -

摇 摇 摇 摇 乙
ST*

滓*(1)(U(0))n ju*(0)
i dS - 乙

SD
D(1)

i (U(0))n j准(0)dS -

摇 摇 摇 摇 乙
SD*

D*(1)
i (U(0))n j准*(0)dS =

摇 摇 摇 摇 姿 (1)掖BU(0), U(0)业 - 掖A(1)U(0), U(0)业 .
因为

摇 摇 A(0)U(0) = 姿 (0)BU(0),
所以

摇 摇 姿 (1) [= 掖A(1)U(0), U(0)业 - 乙
ST
滓 (1)

ij (U(0))n ju(0)
i dS -

摇 摇 摇 摇 乙
ST*

滓*(1)(U(0))n ju*(0)
i dS - 乙

SD
D(1)

i (U(0))n j准(0)dS -

摇 摇 摇 摇 乙
SD*

D*(1)
i (U(0))n j准*(0)d ]S 掖BU(0), U(0)业 .

现在

摇 摇 姿 (p) = (棕 (p)) (2) 抑 (棕 (p)) (0) + 2 缀 棕 (0)棕 (1),
又有

摇 摇 姿 (p) = 姿 (0) + 缀 姿 (1),
所以

摇 摇 缀棕 (1)

棕 (0) 抑 缀姿 (1)

2(棕 (0)) (2) =

摇 摇 摇 摇 缀
2(棕 (0)) (2)掖B U(0), U(0) [业

掖A(1)U(0), U(0)业 -

664 A·K·瓦西世摇 摇 摇 V·古泊塔



摇 摇 摇 摇 乙
ST
滓 (1)

ij (U(0))n ju(0)
i dS - 乙

ST*
滓*(1)(U(0))n ju*(0)

i dS -

摇 摇 摇 摇 乙
SD
D(1)

i (U(0))n j准(0)dS - 乙
SD*

D*(1)
i (U(0))n j准*(0)d ]S .

采取与上节相同的步骤,有

摇 摇 棕 (p) - 棕 (0)

棕 (0) 抑 缀
2(棕 (0)) (2 [) 乙

V
[c(1)ijkl u(0)

i, j u(0)
k,l +

摇 摇 摇 摇 2m(1)
ij u(0)

i, j u*(0)
k,k + 2e(1)kij u(0)

i, j 准(0)
,k + 2灼 (1)

kij u(0)
i, j 准*(0)

,k + R(1)u*(0)
i,i u*(0)

k,k +
摇 摇 摇 摇 2灼 (1)

k u*(0)
i,i 准(0)

,k + 2e*(1)
k u*(0)

i,i 准*(0)
,k - 孜 (1)

il 准(0)
,i 准(0)

,l - 孜*(1)
il 准*(0)

,i 准*(0)
,l -

摇 摇 摇 摇 2A(1)
il 准(0)

,i 准*(0)
,l ]d ] [V 乙

V
(籽11(u(0)

i ) 2 + 2籽12u(0)
i u*(0)

i + 籽22(u*(0)
i ) 2)d ]V .

上述方程给出了自然状态周围摄动时的一阶频移,可以用来计算体声波和面声波的频移.

4摇 结摇 摇 论

本文证明了多孔压电线性理论的一般定理,以简明的形式研究边值问题. 在适当的 Hilbert
空间上,引入自伴随和非负算子,特征值为实数. 在简明公式的基础上,给出了特征值问题的变

分公式和摄动分析,还给出了特殊情况下的摄动分析.
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Uniqueness Theorem, Theorem of Reciprocity and
Eigen Value Problems in the Linear Theory

of Porous Piezoelectricity

Anil K. Vashishth,摇 Vishakha Gupta
(Department of Mathematics, Kurukshetra University, Kurukshetra 136119, India)

Abstract: The uniqueness theorem and theorem of reciprocity in the linearized theory of porous
piezoelectricity were established with the assumption of positive definiteness of elastic and elec鄄
tric field. General theorems in the linear theory of porous piezoelectric materials were proved
for the quasi鄄static electric field approximation. The uniqueness theorem was also proved with鄄
out using positive definiteness of elastic field. An eigen value problem, associated with free vi鄄
brations of porous piezoelectric body, was studied employing abstract formulation. Some prop鄄
erties of involved operators were also studied. The problem of frequency shift due to small dis鄄
turbances, based on an abstract formulation, was studied using variational and operator ap鄄
proach. A perturbation analysis of a special case is also given.

Key words: eigen value problem; piezoelectric; porous; uniqueness theorem; reciprocal theo鄄
rem
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