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摘要:摇 通过建立数学模型,描述了 HIV鄄1 感染者使用抗病毒治疗药物———融合酶抑制剂(T鄄20)
的治疗效果. 使用脉冲微分方程描述了 T鄄20 的使用过程,并考虑了两种不同的药物消除动力学:一
级消除动力学与米鄄曼(Michaelis鄄Menten)消除动力学. 此模型是个非自治微分方程系统,主要关注

其无病平衡态,并研究当接受治疗者在服药完全依从的治疗过程中无病平衡态的稳定性. 分别针

对药物剂量与服药间隔得到了使得无病平衡态稳定的阈值条件. 此外,还研究了间歇治疗的效果.
研究表明,间歇治疗的效果甚至可以比完全不治疗还要糟糕.
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引摇 摇 言

作为全球第一个被批准的融合酶抑制剂类,恩夫韦肽(enfuvirtide)通过结合艾滋病毒包膜

糖蛋白 gp41 从而阻止 HIV 病毒与靶细胞的表面融合. 这类药物虽然对 HIV鄄2 病毒无效,但它

同时对 HIV鄄1 中的 CCR鄄5 与 CXCR鄄4 两类病毒都相当有效[1鄄2] . 恩夫韦肽已经证明对于前期

已用其他药物治疗的病人有特别的功效[1,3] . 它的新陈代谢不会被别的药物包括利托那韦

(ritonavir)或利托那韦复合物(saquinavir鄄ritonavir)影响,并且它也不会影响包括恩夫韦肽在内

的别的药物的代谢[4鄄5] .
1989 年,Perelson 等在文献[6]中建立了一个简单的模型,描述了 HIV 病毒与免疫系统的

相互作用过程. 随后 Perelson 等[7鄄8]又发展了此模型,考虑了病毒与细胞间的传播,并考虑了健

康 T 细胞、潜伏感染 T 细胞、激活感染 T 细胞与病毒. 通过一个 4 维常微分方程模型,作者们发

现一些 AIDS 病人的常见症状: 较长的潜伏感染期,低水平的病毒载量与 CD4+T 细胞的耗竭.
已经有大量的文献描述 HIV 感染者进行药物治疗的状况以及耐药株的出现[9鄄13] . 上述文
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献中描述了自由病毒与细胞的相互作用过程,且大部分上述文献[14鄄15]假设药物的效果要么为

0(药物彻底失效)要么为 1(药物成功抑制了病毒复制). 这种假设使得模型变得简单,但缺点

是药物的动力学被忽视了. 考虑同时使用两类抗病毒药物:逆转录酶抑制剂(RTIs)与蛋白酶

抑制剂(PIs),Smith 和 Wahl[10鄄12]使用脉冲微分方程描述了 HIV 感染者治疗过程中药物浓度的

变化. 文献[10]预测,要想降低病毒载量,缩短用药间隔比加大药物剂量更有效.
虽然在过去的十多年中,HIV 病毒与细胞间的传播方式被广泛关注(例如文献[9鄄13]),

但细胞与细胞间的病毒传播方式却一直被忽略. 最近,科学家发现[16]HIV 通过免疫细胞间的

融合得以广泛传播,尽管其机制还不太清楚. 总之,HIV 在宿主内的传播方式不但可以通过细

胞内吞方式(即病毒鄄细胞方式),还可以通过细胞间粘连或融合的方式进行[16鄄18] . 并且,细胞鄄
细胞间的传播方式也许有着不容忽视的地位,它的传播效率可能比病毒鄄细胞间的传播效率还

要高[19鄄20] .
药物代谢动力学是用来描述与预测药物在体内随时间的变化过程的. 仓室模型常常被用

来描述人或动物体内药物的吸收、分布与消除过程[21鄄22] . 在此类模型中,个体常被描述为一个

或多个仓室,在其中药物通过简单的动力学过程被吸收、传播与消除.
即使高效抗逆转录病毒治疗(HAART,鸡尾酒疗法)能够很好地逆转疾病的进展,但长期

治疗所带来的严重副作用不可忽视. 并且,由于服药依从性不够好常常会带来耐药问题,所以

间歇疗法逐渐被关注. 但是到目前为止,尚缺乏大量的临床数据以评判此疗法的有效性.
在这篇文章中,在文献[7]的基础上我们建立了一个 HIV 传播与治疗的动力学模型,考虑

了病毒鄄细胞与感染细胞鄄健康细胞两种方式的传播作用. 与此同时,我们还考虑了两种不同的

药物消除动力学:一级消除动力学与米鄄曼消除动力学. 鉴于此模型是个非自治微分方程系统,
我们主要关注其无病平衡态,并研究当接受治疗者在服药完全依从的治疗过程中无病平衡态

的稳定性. 我们分别针对药物剂量与服药间隔得到了使得无病平衡态稳定的阈值条件. 此外,
还研究了间歇治疗的效果. 研究表明,间歇治疗的效果甚至可以比完全不治疗还要糟糕.

此文的组织结构如下: 第 1 节,建立模型;第 2,3 节对模型进行理论分析并给出生物学说

明;第 4 节进行数值模拟;第 5 节对两种可能的药物消除动力学进行了比较;第 6 节讨论.

1摇 模摇 摇 型

我们利用 T( t) 表示健康 CD4+T 细胞的浓度, T*( t) 表示潜伏感染 CD4+T 细胞的浓度,
T**( t) 表示激活的感染 CD4+T 细胞的浓度, V( t) 表示 HIV 病毒的浓度,D( t) 表示血浆中药

物的浓度. 我们在文献[23]中加入药物治疗并得到如下模型.
1. 1摇 HIV病毒与 T 细胞相互作用模型

摇 摇

dT( t)
dt = s - 滋TT( t) - k1T( t)V( t) - k2T( t)T**( t),

dT*( t)
dt = k1T( t)V( t) + k2T( t)T**( t) - 滋TT*( t) - k3T*( t),

dT**( t)
dt = k3T*( t) - 滋bT**( t),

dV( t)
dt = N滋bT**( t) - 滋vV( t) - k4V( t)D( t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
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(1)

在系统(1)中, s 是骨髓中子代 CD4 + T 细胞的增长率. 滋T 代表健康 CD4 + T 细胞的自然凋亡
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率,滋b 表示激活感染细胞的死亡率,k1T( t)V( t) 表示自由病毒感染 CD4 + T 细胞的速度. 类似

地,k2 表示激活感染的 CD4 + T 细胞感染健康 T 细胞的速率,k3 表示潜伏感染细胞变为激活感

染细胞的速率,N 表示一个激活感染的 T 细胞一生中所产生的病毒颗粒数量,滋v 表示免疫系统

对 HIV 病毒的杀伤力,k4V( t)D( t) 表示药物 T鄄20 的效果. 既然 T鄄20 的功能就是绑定 HIV 包

膜糖蛋白酶 gp41,从而使得病毒与细胞膜无法融合,所以我们用 k4 表示 T鄄20 与 HIV 病毒的绑

定率. 在此模型中,我们假设 D( t) 是一个给定的函数. 因此,系统(1)是一个非自治的模型.
1. 2摇 药物消除动力学

我们同时考虑两种可能的药物消除动力学. 假设药物在给定的离散时间 t = tk, k = 1, 2,
3, … 时被服用. 令 D( t) 表示血浆中的药物浓度,则当 t 屹 tk, 药物动力学由式(2)和(3)分别

给出.
1)一级消除动力学(first order elimination kinetic)

摇 摇 dD( t)
dt = - g D( t), (2)

其中 g 是 T鄄20 的代谢速率.
2)Michaelis鄄Menten 消除动力学

摇 摇 dD( t)
dt = -

VmaxD( t)
Km + D( t), (3)

其中 Vmax 表示浓度变化速度的最大值,Km 表示 Michaelis鄄Menten 常数. 当 t = tk 时,
摇 摇 D( t +k ) = D( t -k ) + Di,

其中 Di 是每次服用 T鄄20 的剂量. 此模型中我们假设每次服药都有固定的时间间隔,即假设, tk
= k子 且常数 子 为服药间隔. 为了方便,我们使用 Dk 表示 D( t -k ),且令 D0 = 0.

2摇 模 型 分 析

2. 1摇 时间依赖的基本再生数

首先,我们分析药物浓度为 D( t) 时非自治系统(1) 的性态. 易见,(T0,0,0,0) 是系统(1)
的一个平衡态,称之为无病平衡态,其中 T0 = s / 滋T 是病毒不存在时健康 T 细胞的浓度.

确定无病平衡态的稳定性的一个重要参数为基本再生数. 在我们的模型中,此参数是时间

t 的函数,定义如下:

摇 摇 R0( t) = T0k1N
k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋 v + k4D( t( ))

+ T0k2
k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋( )

b
.

R0( t) 中的每一项都有其明确的意义. 例如,k3 / (滋 T + k3) 表示潜伏感染的 T 细胞转变为激活

感染 T 细胞的比例;1 / 滋 b 是潜伏感染 CD4 + T 细胞的寿命;1 / (滋 v + k4D( t)) 是当药物浓度在

t 时刻为 D( t) 时的自由 HIV 病毒的“修正冶 寿命. 我们将 R0( t) 拆分如下:R0( t) = RV
0( t) +

RT
0, 其中

摇 摇 RV
0( t) = T0k1N

k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋 v + k4D( t( ))

且

摇 摇 RT
0 = T0k2

k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋( )

b
.

RV
0( t)(R0( t) 中的第 1 项) 是被一个自由 HIV 病毒感染的激活 CD4 + T 细胞的平均数量,而
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RT
0(R0( t) 中第 2 项)是一个激活感染的 CD4+T 细胞所能够感染健康 T 细胞的平均数量. 这

里我们引入“HIV 病毒治疗前基本再生数冶

摇 摇 RV
0 = T0k1N

k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋( )

v

与“治疗前基本再生数冶

摇 摇 R0 = RV
0 + RT

0 = T0k1N
k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋( )

v
+ T0k2

k3

滋 T + k
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

1
滋( )

b
.

当没有药物干预时 (D( t) 以 0),R0( t) 变为 R0 . 重要的是,RT
0 不依赖于时间.

R0( t) 可以重写为 RV
0 与 RT

0 之和的形式,如下:

摇 摇 R0( t) =
滋 v

滋 v + k4D( t)RV
0 + RT

0 . (4)

虽然药物对于第 2 项没有影响,但它的确以因子 滋 v / (滋 v + k4D( t)) 降低了 HIV 病毒感染 T 细

胞的速度.
考虑治疗与否的基本再生数之间的关系见表 1.

表 1摇 基本再生数

Table 1摇 Reproductive numbers

notation produced by expression therapy

RT
0 T鄄cells

T0 k2 k3
滋 b(滋T + k3)

independent of therapy

RV
0 virus

T0Nk1 k3
滋 v(滋T + k3)

no

R0 T鄄cells and virus RV
0 + RT

0 no

RV
0 ( t) virus

滋 v

滋 v + k4D( t)RV
0 yes

R0( t) T鄄cells and virus RV
0 ( t) + RT

0 yes

2. 2摇 分析

系统(1)的解定义于 [0,肄 ),且在其上连续并分段可微. 可能的不可微的点为 tk,k = 1,2,
3,… . 易见系统(1) 的所有轨道在 R4

+ 中的紧集 赘 中都是有界的,其中

摇 摇 赘 {= (T,T*,T**,V) 沂 R 4
+ T + T* + T** 臆 T0 且 V 臆

滋 b

滋 v
NT }0 .

定理 2. 1摇 若 R0( t) < 1 对所有 t > 0(或当 t 足够大)都成立,则无论初始条件如何,HIV鄄
1 病毒都将被消除,即无病平衡态是全局渐近稳定的.

证明摇 证明过程将使用 T( t) 臆 T0 . 易见 R0( t) < 1 蕴含 RT
0 < 1. 我们构造如下 Liapunov

函数

摇 摇 L =
k3T*

滋 T + k3
+ T** +

(1 - RT
0)V

N , (5)

则

摇 摇 dL
dt =

k3

滋 T + k3

dT*

dt + dT**

dt +
1 - RT

0

N
dV
dt 臆

摇 摇 摇 摇
k3

滋 T + k3
(k1T0V + k2T0T**) - 滋 bT** +

1 - RT
0

N (N滋 bT** - 滋 vV - k4VD( t)) =
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摇 摇 摇 摇
k3k1T0V
滋 T + k3

-
1 - RT

0

N (滋 v + k4D( t))V = (R0 - 1)
(滋 v + k4D( t))V

N 臆0.

{从集合 dL / dt = }0 {= V = }0 知其所含有的唯一不变集为无病平衡态,由 LaSalle 不变性原

理知无病平衡态是全局渐近稳定的.
定理 2. 2摇 若 R0( t) > 1,无病平衡态(T0,0,0,0) 是不稳定的.
证明摇 为了便于证明,我们把无病平衡态平移到原点,令 x = T - T0, 且其他变量保持不

变,则系统(1)变为

摇 摇

dx
dt = - 滋 Tx - k1T0V - k2T0T** - k1xV - k2xT**,

dT*

dt = k1T0V + k2T0T** - (滋 T + k3)T* + k1xV + k2xT**,

dT**

dt = k3T* - 滋 bT**,

dV
dt = N滋 bT** - (滋 v + k4D( t))V

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(6)

式(5)中的函数 L 将被使用于系统(6)中,有

摇 摇 dL
dt =

k3k1((T0 + x)V + k2(T0 + x)T**)
滋 T + k3

- 滋 bT** +

摇 摇 摇 摇
1 - RT

0

N (N滋 bT** - 滋 vV - k4VD( t)) =

摇 摇 摇 摇
k3k1T0V
滋 T + k3

+
(RT

0 - 1)(滋 v + k4D( t))V
N +

k3x(k1V + k2T**)
滋 T + k3

=

摇 摇 摇 摇 (R0 - 1)
(滋 v + k4D( t))V

N +
k3x(k1V + k2T**)

滋 T + k3
.

既然 k3x(k1V + k2T**) / (滋 T + k3) 比(R0 - 1)(滋 v + k4D( t))V / N 更高阶,

摇 摇 dL
dt = (R0 - 1)

(滋 v + k4D( t))V
N +

k3x(k1V + k2T**)
滋 T + k3

逸0, (7)

则当 R0( t) > 1 时,上不等式将在原点处的某个小邻域中成立. 故系统(6)的原点是不稳定

的,从而系统(1)的无病平衡态不稳定,证毕.
为了下面的定理证明,我们先引入如下引理.
引理 2. 1摇 假设 f( t) 是一个连续、有界且非负的函数(或者lim supt寅肄 f( t) 存在) . 设 x( t)

是 dx / dt 臆 f( t) - 琢x 的任一解(对任意 琢 > 0 都成立). 则

摇 摇 lim sup
t寅肄

x( t) 臆 1
琢 lim sup

t寅肄
f( t) .

证明摇 对微分不等式 dx / dt 臆 f( t) - 琢x 应用比较定理可得

摇 摇 x( t) 臆 e -琢tx(0) + 乙 t

0
f( s)e琢s ds / e琢t .

再应用 L爷hospital 准则即可完成证明.
在定理 2. 2 与引理 2. 1 的基础上,我们可证当 R0( t) > 1 时系统是一致持续生存的.
定理 2. 3摇 若 R0( t) > 1 且 RT

0 < 1,则lim supt寅肄 T
*( t) > 0,lim supt寅肄 T

**( t) > 0 且

lim supt寅肄 V( t) > 0.
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证明摇 由式(7)知 L( t) 有正下界,即

摇 摇 lim inf
t寅肄

k3T*( t)
滋 T + k3

+ T**( t) +
1 - RT

0

N V( tæ
è
ç

ö
ø
÷) > 0. (8)

首先, lim supt寅肄 T
*( t) > 0. 否则,若lim supt寅肄 T

*( t) = 0,则对系统(1) 的第 3 个方程应用引

理2. 1可得lim supt寅肄 T
**( t) = 0. 由lim supt寅肄 T

**( t) = 0且对系统(1) 的第4个方程应用引理

2. 1 我们可得lim supt寅肄 V( t) = 0. 同时可得 limt寅肄 T
*( t) = 0,limt寅肄 T

**( t) = 0,且limt寅肄 V( t) =
0. 因此,L( t) 寅 0, 与不等式(8)矛盾.

接下来证明 lim supt寅肄 T
**( t) > 0. 若lim supt寅肄 T

**( t) = 0,则对系统(1) 的第 4 个方程

应用引理 2. 1 可得lim supt寅肄 V( t) = 0. 且利用lim supt寅肄 T
**( t) = 0 与lim supt寅肄 V( t) = 0,并对

系统(1) 的第 2 个方程应用引理 2. 1 可得lim supt寅肄 T
*( t) = 0, 得出矛盾.

最后证明 lim supt寅肄 V( t) > 0. 若lim supt寅肄 V( t)= 0. 则对系统(1)的第 3 个与第 2 个方程

分别应用引理 2. 1 可得

摇 摇 lim sup
t寅肄

T**( t) 臆
k3

滋 b
lim sup

t寅肄
T*( t), lim sup

t寅肄
T*( t) 臆

k2T0

k3 + 滋 T
lim sup

t寅肄
T**( t),

分别可得

摇 摇 lim sup
t寅肄

T**( t) 臆
k3

滋 b
lim sup

t寅肄
T*( t) 臆

k3

滋 b

k2T0

k3 + 滋 T
lim sup

t寅肄
T**( t) =

摇 摇 摇 摇 RT
0 lim sup

t寅肄
T**( t) .

既然 RT
0 < 1,我们得到lim supt寅肄 T

**( t) = 0, 前面已经证明这是不可能的. 证明完成.
因此,若 R0( t) > 1, HIV鄄1 病毒与感染的 T鄄细胞将一致持续生存. 这种状况下,不但 HIV

感染将建立,感染的 T鄄细胞类也将建立.
利用时间依赖的基本再生数 R0( t), 定理 2. 1、 定理 2. 2 与定理 2. 3 刻画了系统(1)的动

力学性态. 当 R0( t) < 1 时,无论感染的 CD4+T 细胞或者是 HIV鄄1 病毒都无法存活. 但是,当
R0(t) > 1, 无论 CD4+T 细胞或者是 HIV 病毒都将存活. 这种阈值现象已在自制系统的流行病

动力学模型中普遍存在,现在我们在非自治系统的流行病动力学模型中也发现了同样的结论.
若感染 T鄄细胞传播的再生数 RT

0 > 1,则总的基本再生数R0( t) > 1. 这种状况下, 无论在

什么治疗策略下疾病都将一致持续生存. 从表 2 中的参数估计可以看出, RT
0 = 0. 098, 远小于

1. 所以我们主要讨论 RT
0 < 1 的情况并关注于治疗策略问题.

2. 3摇 药物剂量临界值

利用此模型,我们可以很好地回答一个问题,即没有药物治疗时基本再生数 R0 > 1 的状

况下,利用药物治疗可以使得 R0( t) < 1 吗? 若 RT
0 > 1 则如前面所讨论过的,答案是“不冶 .

然而,若 RT
0 < 1,则可以通过治疗使得 R0( t) 小于 1. 我们用药物浓度 D( t) 来描述这个过程.

考虑方程(4),从 R0( t) < 1 求解出 D( t), 则我们可以得出药物剂量的阈值:

摇 摇 Dc =
滋 v

k4

R0 - 1
1 - RT

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

,

易见 R0( t) < 1当且仅当D( t) > Dc 成立. 可见,消灭病毒所需要的药物浓度和R0 - 1的量级

成比例. 而使用 Dc 而不是 R0( t) 更易阐述治疗策略问题.
若我们保证药物浓度的水平维持在 Dc 之上,即若 D( t) > Dc = (滋 v / k4)(R0 - 1) / (1 -

RT
0),则疾病能被控制. 我们称Dc = (滋 v / k4)(R0 - 1) / (1 - RT

0) 为剂量临界值. 接下来我们还
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想找到对于控制参数 Di 或 子 的阈值条件,以使得 D( t) > Dc 或者 D( t) < Dc .
理想状态下, 条件 R0( t) < 1 或 > 1 对于足够大的 t > 0, 需要通过 D( t) 的极限值来检

验, 但因为药物在时间点 t = tk 时被规律性的注入体内, 所以在每个时间点 tk 处都有一个新的

初始值, 这导致药物浓度一直保持震荡,因此D( t) 不存在极限. 所以D( t) > Dc 与D( t) < Dc

对长时间 t来说将被 D( t) 的上确界(Du = lim supt寅肄 D( t)) 与下确界(Dl = lim inf t寅肄 D( t)) 所

代替. 所以保证 D( t) > Dc 的一个充分条件就是 Dl > Dc . 类似地,对足够大的 t而言,Du < Dc

保证了 D( t) < Dc . 总之,当 t 足够大时,Dl 臆 D( t) 臆 Du 恒成立.
定理2. 4摇 若 Du = lim supt寅肄 D( t) < Dc,疾病一致持续生存. HIV鄄1 病毒与感染 T鄄细胞将

建立;若 Dl = lim inf t寅肄 D( t) > Dc,则无论初始条件如何,病毒将灭绝,即无病平衡态是全局渐

近稳定的,无论 HIV 病毒还是感染 T鄄细胞都将灭绝.

3摇 成功与失败的治疗策略

在此模型的所有参数中,只有 T鄄20 的剂量 Di 与服药间隔 子 是可以人为掌控的. 剂量Di 与

服药间隔 子 的一种结合方法(Di,子) 被称为一种治疗策略. 若一种治疗策略(Di,子) 能够导致

D( t) > Dc(即 R0( t) < 1), 则说它是成功的,否则它是失败的. 利用我们的数学模型,我们可

以判断一个治疗策略是成功或是失败的. 明显地,此定量评价应该与药物代谢动力学有关. 基
于 T鄄20 的药代尚不清楚,我们将分别在两类药物代谢动力学假设下(一级消除动力学与

Michaelis鄄Menten 消除动力学)讨论治疗策略的成功与否.
3. 1摇 一级消除动力学

式(2)所描述的一级药物消除动力学中 D( t) 的解析式为

摇 摇 D( t) = 1 - e -g(k+1)子

1 - e -g子 Die -g( t -k子),摇 摇 当 k子 < t < (k + 1)子, k = 0,1,2,…,

则 D( t) 的下界与上界分别为:Dl = lim inf t寅肄 D( t) = Die -g子 / (1 - e -g子) 与 Du = lim supt寅肄 D( t)
= Di / (1 - e -g子) . D( t) 被 Dl 与 Du 所界定,并在其中震荡. 易见,Dl > Dc 成立当且仅当 子 <
(1 / g)ln((Di + Dc) / Dc); 而 Du < Dc 成立当且仅当 子 < (1 / g)ln(Dc / (Dc - Di)) . 利用 Dl 和

Du, 我们可以重述定理 2. 4.
定理 3. 1摇 考虑模型(1)与一级药物消除动力学. 则若 子 < (1 / g)ln((Di + Dc) / Dc),治疗

策略(Di,子) 是成功的. 若 子 > (1 / g)ln(Dc / (Dc - Di)),治疗策略(Di,子) 是失败的.
图 1 描绘了定理 3. 1 的内容. 治疗失败的区域位于上部阴影区域,而成功的则位于下面的

阴影区域. 在二者的空白区域,成功或失败都可能发生. 成功与失败区域的边界线分别为 子 <
(1 / g)ln((Dc + Di) / Dc) 与 子 > (1 / g)ln(Dc / (Dc - Di)) . 对于固定的药物剂量 Di,子 s =
(1 / g)ln((Di + Dc) / Dc) 是能保证此治疗策略成功的服药间隔的最大值;导致治疗失败的服

药间隔的最小值为 子 u = (1 / g)ln(Dc / (Dc - Di)) . 我们分别称 子 s 与 子 u 为安全服药间隔与不安

全服药间隔. 同样地,对于固定的服药间隔 子,我们可以定义安全服药剂量(Ds) 与不安全服药

剂量(Du) . 对 Di 求解(Die -g子) / (1 - e -g子) > Dc 可得 Ds = Dc(eg子 - 1);求解 Di / (1 - e -g子) <
Dc 可得 Du = Dc(1 - e -g子) . 即对于固定的服药间隔 子,一个成功的治疗策略的最小服药剂量为

Ds = Dc(eg子 - 1),而对于一个失败的治疗策略的最大服药剂量为 Du = Dc(1 - e -g子) .
若 子 s < 子 < 子 u(或等价的 Du < Di < Ds),无法给出确定的结论,因为此时 R0(t) 在 1 上下

波动.此时两种结论都可能发生.例如,利用表1中的参数,当服药间隔 子 = 0. 5 时,对于服药剂量
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摇 图 1摇 一级药物消除动力学下治疗策略的分类图

摇 Fig. 1摇 Classification of treatment regimens for
the first order elimination kinetic of drug

Di = 3. 5与Di = 2. 8来说,都有R0(t) 在1上下波

动.对于 Di = 3. 5,有 子 s = 0. 450 4 < 0郾 5 < 子 u =
0郾 841 4,治疗策略(3. 5,0. 5) 是成功的. 而Di = 2.
8也使得 子 s = 0. 375 1 < 0. 5 < 子 u = 0. 607 2,然而

治疗策略(2. 8,0. 5) 是失败的. 数值模拟(图 2)
显示,对于策略(Di = 3. 5,子 = 0. 5)HIV 病毒将灭

绝(虚线) 但对于策略(Di = 2. 8,子 = 0. 5) 却使得

感染仍然建立(实线).
3. 2摇 Michaelis鄄Menten消除动力学

若药物浓度 D( t) 由 Michaelis鄄Menten 消除动

力学方程(3)所决定,也可类似地对治疗策略进

行定性评估. 我们可以很容易地通过递归的方法

写出方程(3)的解. 当 0 臆 t < t1 时,D( t) 由下式

摇 图 2摇 当 R0( t) 在 1 附近波动时,系统(1)及药物为一级消除动力学下的动力学性态

摇 Fig. 2摇 The dynamics of system (1) model coupled with the first order elimination
kinetic when R0( t) fluctuates around one

给出:

摇 摇 Km ln
D
D( )i + D - Di = - Vmax t .

因此, D1 满足

摇 摇 Km ln
D1

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

i + D1 - Di = - Vmax子 . (9)

类似地, D2 由下式给出:

摇 摇 Km ln
D2

D1 + D
æ

è
ç

ö

ø
÷

i + D2 - (D1 + Di) = - Vmax子 . (10)

用递归的方法可发现 D j 满足

摇 摇 Km ln
D j

D j -1 + D
æ

è
ç

ö

ø
÷

i + D j - (D j -1 + Di) = - Vmax子 . (11)
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由 D忆( t) < 0 知D j 臆D( t) 臆D j -1 + Di 在[ t j -1,t j) 上成立. 显然,Dl = lim inf t寅肄 D( t) = lim j寅肄 D j

与 Du = lim supt寅肄 D( t) = lim j寅肄(D j + Di) = Dl + Di . D j 的极限使得我们可以利用服药剂量 Di

与服药间隔 子 来定性地评判一个治疗策略是否成功.
定理 3. 2摇 {序列 D }k 收敛当且仅当 Di - Vmax子 < 0.
证明摇 首先证明必要性. 若 limk寅肄 Dk = Dl, 则

摇 摇 lim
k寅肄

移 k

j = 1
ln D j

k = ln Dl, lim
k寅肄

移 k

j = 1
ln(D j -1 + Di)

k = ln(Dl + Di) .

在式(11)中对 j 从 1 到 k 进行求和可得

摇 摇 Km移
k

j = 1
ln D j

D j -1 + D
æ

è
ç

ö

ø
÷

i + Dk - kDi = - kVmax子 .

重新排序可得

摇 摇
移 k

j = 1
ln D j

k -
移 k

j = 1
ln(D j -1 + Di)

k +
Dk

kKm
=
Di - Vmax子

Km
. (12)

通过对式(12)求极限,我们发现 Dl 需满足

摇 摇 ln(Dl) - ln(Di + Di) =
Di - Vmax子

Km
. (13)

因式(13)的左侧为负的, 所以得 Di - Vmax子 < 0.
接下来证明充分性. 我们将证明此序列单调增加且有界. 结合式(11)中的两序列 ( j = k 与

j = k + 1) 可得

摇 摇 Km ln
Dk+1

D
æ
è
ç

ö
ø
÷

k

+ Dk+1 - Dk = Km ln Dk + Di

Dk-1 + D
æ

è
ç

ö

ø
÷

i + Dk - Dk-1 . (14)

注意到 Km ln(Dk+1 / Dk) 与 Dk+1 - Dk 有同样的符号(因其对数函数为增函数),故可得 Dk+1 - Dk

与 Dk - Dk-1 有同样的符号. 因此 Dk 为一单调序列. 方程(9)与(10)导致

摇 摇 Km ln
D2

D
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

+ D2 - D1 = D1 + Km ln
D1 + Di

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

i > 0.

因此 D2 > D1,它蕴含着 Dk 是递增的. 最后证明 Dk 为有界的. 若 Dk 无界,则limk寅肄 Dk = 肄,考
虑到 0 < Dk+1 - Dk 臆 Di,可得limk寅肄(Dk+1 / Dk) = 1. 对足够大的 k,由式(11) 可知 Dk - Dk-1 臆
Di - Vmax子 < 0. 最后这个不等式与 Dk 递增矛盾. 因此,Dk 为单调递增且有界的,故收敛. 证毕.
摇 摇 由方程(13)有

摇 摇 Dl = e(Di-Vmax子) / Km

1 - e(Di-Vmax子) / Km
. (15)

故若 t 足够大,可得

摇 摇 Dl 臆 D( t) 臆 Dl + Di = Du .
D( t) 在 Dl 与 Du 之间波动.

我们已经得到了 Dl 与 Du 的显式表达式,利用定理 2. 4,我们可以得到决定疾病可控制与

否的治疗策略. 类似于一级消除动力学的描述, Dl > Dc 等价于

摇 摇 e(Di-Vmax子) / Km

1 - e(Di-Vmax子) / Km
> Dc,

从而等价于
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摇 摇 子 < 子 s =
Di - Km ln(Dc / (1 + Dc))

Vmax
.

类似地, Dl + Di = Du < Dc 保证了 R0( t) > 1. Dl + Di < Dc 等价于

摇 摇 e(Di-Vmax子) / Km

1 - e(Di-Vmax子) / Km
< Dc - Di,

从而

摇 摇 子 > 子 u =
Di - Km ln((Dc - Di) / (1 + Dc - Di))

Vmax
.

定理 3. 3摇 考虑模型(1)与 Michaelis鄄Menten 药物消除动力学. 若

摇 摇 子 < 子 s =
Di - Km ln(Dc / (1 + Dc))

Vmax
,

治疗策略 (Di,子) 为成功的; 若

摇 摇 子 > 子 u =
Di - Km ln((Dc - Di) / (1 + Dc - Di))

Vmax
,

治疗策略 (Di,子) 为失败的.

图 3摇 Michaelis鄄Menten 药物消除动力学

下治疗策略的分类表

Fig. 3摇 Classification of treatment regimes
for model (1) coupled with the
Michaelis鄄Menten elimination
kinetic of drug

图 3 刻画了定理 3. 3 的内容. 治疗失败的区

域位于上部阴影区域,而成功的则位于下面的阴

影区域. 在二者的空白区域,成功或失败都可能发

生. 成功与失败区域的边界线分别为 子 < 子 s =
(1 / Vmax)(Di - Kmln(Dc / (Dc + 1))) 与 子 > 子 u =
(1 / Vmax)(Di - Kmln((Dc - Di) / (1 + Dc - Di))) .
对于固定的药物剂量 Di, 对于一个成功的治疗策

略来说,允许的最长服药间隔为

摇 摇 子 s =
Di - Km ln(Dc / (1 + Dc))

Vmax
;

对于一个失败的治疗策略来说,允许的最短服药

间隔为

摇 摇 子 u =

摇 摇 摇 摇
Di - Km ln

(Dc - Di)
(1 + Dc - D

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

Vmax
.

固定服药间隔 子,则安全剂量 Ds = Km ln(Dc / (1 + Dc)) + Vmax子 . 不安全剂量的定性表示式 Du

无法得到. 然而我们知道 Du 是

摇 摇 e(Di-Vmax子) / Km

1 - e(Di-Vmax子) / Km
+ Di < Dc

的正解(我们总能数值地计算出 Du 的值来).

4摇 数 值 模 拟

本节我们将针对一级药物消除动力学给出系统的一系列数值模拟结果. 参数取值与初始

值可见表 2. 大部分参数值与初始值取自文献[12]与[19鄄20].

904宋摇 保摇 军摇 摇 摇 娄摇 摇 洁摇 摇 摇 文摇 清摇 芝



表 2摇 变量与参数

Table 2摇 Variables and parameters

var meanings initial value units

T( t) concentration of uninfected CD4+ T鄄cells 180 mm-3

T*( t) concentration of latently infected CD4+ T鄄cells 10 mm-3

T**( t) concentration of actively infected CD4+T鄄cells 10 mm-3

V( t) concentration of free HIV鄄1 virus 1 000 mm-3

par meanings value units

s source rate of generation of new CD4+ T鄄cells 10 摇 摇 摇 mm3·d-1

滋T nature death rate of T鄄cell 0. 02 摇 摇 摇 d-1

k1 rate of free virus infects T鄄cells 3伊10-5 摇 摇 摇 mm3·d-1

k2 rate of active-infected T鄄cell infects healthy T鄄cell 3伊10-5 摇 摇 摇 mm3·d-1

k3 rate of latent-infected cell converts to active鄄infected cell 1 摇 摇 摇 d-1

k4 effect of drug 1 摇 摇 摇 d-1

滋 b death rate of active-infected cell 0. 15 摇 摇 摇 d-1

滋 v death rate of free virus 2 摇 摇 摇 d-1

N number of free virus produced by lysing a T鄄cell 500

g rate at which enfuvirtides are cleared 1 摇 摇 摇 d-1

Vmax the maximum rate of change of concentration 11 摇 摇 摇 滋g·mm-3

Km the Michaelis鄄Menten constant 1

4. 1摇 基本再生数 R0( t)
既然服药间隔 子 与服药剂量Di 是最重要的两个控制参数,我们首先看 子,Di 与基本再生数

R0( t) 之间的关系. 图 4 刻画了 R0( t) 在药物剂量为 Di = 2. 2 时(对应地,子 s = 0. 305 7 与 子 u =
0. 442 5) 随时间的变化图,其中服药间隔分别为 子 = 0. 3(下部的点线) 与 子 = 0. 5(上部的方块

线) . 服药间隔 子 越短,则 R0( t) 越小. 图 5 刻画了基本再生数 R0( t) 在服药间隔为 子 = 0. 5 时

(对应的Ds = 3. 991 0 与Du = 2. 420 7) 随时间的变化图, 其中 T鄄20 的药物剂量分别假设为 Di

= 4. 5(下部的点线) 与 Di = 2(上部的方块线) . 服药剂量 Di 越大,则 R0( t) 越小.

图 4摇 药物剂量为 Di = 2. 2 时,基本再生数 图 5摇 服药间隔为 子 = 0. 5 时,基本再生数

R0( t) 随时间的变化图 R0( t) 随时间的变化图

Fig. 4摇 The basic control number R0( t) changes Fig. 5摇 The basic control number R0( t) changes

with time under drug dose Di = 2. 2 with time under drug interval 子 = 0. 5

014 使用 T鄄20 治疗 HIV鄄1 患者的不同策略的数学建模与研究



4. 2摇 完全依从服药策略

我们称药物在固定时间间隔与固定剂量下服用的策略为完全依从服药策略. 这一节里我

们将比较如下 3 种不同治疗策略的效果: 1) 不治疗; 2) 固定服药间隔 子,令服药剂量 Di 变

化; 3) 固定药物剂量 Di 而令服药间隔 子 变化.
首先,我们讨论在没有治疗状况下的病人体内免疫系统与病毒浓度的变化. 按照表 2 中的

参数,可得未治疗时的基本再生数 R0 = 3. 774 5 > 1. 因此无病平衡态不稳定,疾病一致持续生

存. 图 6 中的实线为不治疗状态下各个变量随时间的变化图.
其次,我们考虑实施 T鄄20 治疗的状况,固定服药间隔 子 = 0. 5,则可得安全服药剂量阈值

为 Ds = 3. 991 0,不安全服药剂量阈值为 Du = 2. 420 7. 因此理论上,剂量高于 Ds = 3. 991 0 将

可消灭 HIV鄄1,但剂量低于 2. 420 7 时则不可. 图 6 分别刻画了 Di = 2 < Du = 2. 420 7 与 Di =
4郾 5 > Ds = 3. 991 0 时系统的动力学性态. 所有参数取值如表 2. 实线为无治疗时的趋势, 虚线

为 Di = 2 < Du = 2. 420 7 时的趋势,因剂量不够大,故病毒持续生存. 点线为剂量 Di = 4 > Ds

= 3. 991 0 时的趋势. 因药物剂量足够大,病毒被控制.

图 6摇 服药间隔为 子 = 0. 5 时,各变量随时间的变化趋势

Fig. 6摇 The time鄄course of three CD4+T鄄cell and virus concentrations
under dosing interval 子 = 0. 5 and different dosage

最后, 我们固定药物剂量,而让服药间隔变化. 假设服药剂量固定为 Di = 2. 2, 它对应的

安全服药间隔为 子 s = 0. 305 7, 不安全服药间隔为 子 u = 0. 442 5. 图 7 刻画了在 子 = 0. 3 < 子 s =
0郾 305 7(点线) 病毒被控制了,因服药间隔足够短. 这意味着每次注射剂量为Di = 2. 2,每天注

射 3 次 T鄄20,则可彻底控制病毒. 当 子 = 0. 5 > 子 u = 0. 442 5时,病毒持续存在(虚线),这是因为

服药间隔过长所致,也即,每次注射剂量为Di = 2. 2,每天两次注射 T鄄20,则不足以消灭体内的

病毒. 所有参数取值如表 2.
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图 7摇 当每次服药剂量为 Di = 2. 2, 而服药间隔分别为 子 = 0. 3 与 子 = 0. 5,
以及无治疗的状况下各变量随时间的变化趋势

Fig. 7摇 The time鄄course of T鄄cells and virus concentration with therapy under Di = 2. 2 with
子 = 0. 3 < 子 s = 0. 305 7 and 子 = 0. 5 > 子 u = 0. 442 5, and without therapy

4. 3摇 间歇治疗策略

模型的灵活性允许我们可以考察其他的治疗策略. 既然几乎所有的 HIV 药物都有很强的

副作用,致使许多病人无法按照完全依从的方式进行服药. 这里,我们研究一种间歇疗法: 即

一类有监督的治疗中断策略. 在间歇疗法中,我们假设病人在完全依从状况下治疗一段时间

后,完全停药一段时间,然后再开始重复前面的完全依从治疗,如此往复.
假设所有的参数如前所述,我们比较在无治疗、完全依从策略治疗与间歇治疗策略下的系

统动力学趋势的异同. 这里我们固定服药间隔 子 = 0. 5, 与国际卫生组织要求的 T鄄20 服药间隔

一致.
令两种治疗策略下的服药剂量 Di = 2. 2. 因 Di = 2. 2 < Du = 2. 420 7, 即在完全依从治疗

策略中没有使用足够大剂量的药物,HIV鄄1 病毒无法被清除. 图 8 描述了 3 种不同状况下的各

变量趋势. 假设所有的参数取自表 2. 点线为无治疗下的趋势. 虚线为完全依从策略下,服药间

隔为 子 = 0. 5 时的各变量趋势,实线则为间歇疗法下的各变量动力学性态,其中,服药 30 天后

停药 30 天,如此往复. 模拟显示,间歇治疗模式下,无论 HIV 病毒水平还是感染细胞的水平都

可以反弹得比无治疗时的还要高,虽然它们有时也会比完全依从策略下的低些. 这提示,也许

此间歇疗法是一个失败的治疗选择.

5摇 两种不同药物动力学比较

我们已经在药物浓度 D( t) 为任意函数的状况下对非自治系统(1)进行了定性的分析. 但
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摇 图 8摇 不同治疗策略的各变量趋势比较

摇 Fig. 8摇 Outcomes of different therapy strategies

摇 图 9摇 两种不同药物消除动力学下系统各变量的发展趋势比较

摇 Fig. 9摇 The time鄄course of three CD4+ T鄄cell and virus concentration
under two different drug elimination kinetics

若比较不同的治疗策略,我们需考虑药物的动力学. 就两个可控的参数阈值取值的区间大小而

言,Michaelis鄄Menten 消除动力学似乎可以得到更精确的结果. 如图 1 与图 3 所示,Michaelis鄄
Menten 消除动力学的空白区域比一级消除动力学的空白区域要小得多. 对于同样的药物剂量

Di, 一级药物消除方式的服药间隔比 Michaelis鄄Menten 消除方式的要长(见图 1 与图 3),即
Michaelis鄄Menten 消除方式能够对安全服药间隔的区间进行更精确的估计. 例如,我们固定服
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药间隔 子 = 2. 这个服药间隔对于一级消除方式使得 Ds = 39. 306 6,Du = 5. 319 6, 而对于

Michaelis鄄Menten 消除方式, Ds = 5. 372 3,Du = 4. 613 9. 若治疗策略在两种消除方式假设下都

是不成功的,则各变量的动力学趋势没有明显差异. 图 9 刻画了当剂量为 Di = 4 < Du,服药间

隔为 子 = 2 时的各变量发展趋势. 因剂量不够大,故病毒持续生存. 模拟显示,两种消除动力学

方式下各变量的发展趋势相似.

6摇 讨摇 摇 论

需要说明的是,我们文中讨论的是在对 HIV 感染者进行用恩夫韦肽单个药物进行治疗的

情况. 恩夫韦肽适合于抢救性的治疗,即当所有别的治疗药物都已失败的状况下的治疗方

案[5] . 然而,也许有的病人选择恩夫韦肽与别的药物一起使用,因此我们的模型描述的是一种

极端情况.
我们的研究表明,在服用恩夫韦肽的时候,使用足够大的药物剂量或者足够短的服药间

隔,则理论上可以消灭体内的 HIV 病毒. 然而,若病人无法做到完全依从的服药方案,则结果

会颇不相同. 若不依从服药的时间越长, 则曲线的震荡将越剧烈. 数值模拟显示, 病人若选择

间歇疗法, 将可能导致病毒载量的大幅度反弹,这个结果与最近大量 STI 疗法临床失败的结

果一致.
在两种不同药物消除动力学的假设下,当考虑使用相同的药物剂量与用药间隔的时候,系

统的动力学性态并无太大不同. 通过数值模拟我们发现,在一级药物消除动力学假设下,随着

用药间隔的增加,安全用药剂量的区间增加速度相当快. 但在 Michaelis鄄Menten 消除动力学假

设下,此区间的增加则小得多. 故若此种药物消除动力学更适合 T鄄20 的代谢过程,则我们能更

准确地估计合适的用药剂量.
对于系统(1)更详细的渐近性态尚需进一步探讨. 但显然,因为药物浓度的震荡特征,使

得 D( t) 的极限性态无法担此重任. D( t) 的上界与下界使得我们仅仅可以找到两个可控参数

的充分性的阈值条件,这导致了图 1 与图 3 中空白区域的存在. 仿照文献[24]中针对非自治

系统的均值法,也许可以找到确切的阈值. 未来的工作还将包括对耐药株的研究,并将研究联

合使用 T鄄20 与其他 HIV 抗病毒治疗药物的治疗策略.
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Abstract: A mathematical model that describes the antiretroviral therapy of the fusion inhibitor
enfuvirtide on HIV鄄1 patients and the effect of enfuvirtide ( formerly T鄄20) using impulsive dif鄄
ferential equations were developed, taking into account two different drug elimination kinetics:
first order and Michaelis鄄Menten. The model was a non鄄autonomous system of differential equa鄄
tions. For the time鄄dependent system, the disease鄄free equilibrium and its stability when thera鄄
py was taken with perfect adherence were focused on. Analytical thresholds for dosage and do鄄
sing intervals were determined to ensure that the disease鄄free equilibrium remains stable. The
effects of supervised treatment interruption were also explored. It is shown that supervised
treatment interruption may be worse than no therapy at all, thus strongly supporting no inter鄄
ruption strategies.

Key words: enfuvirtide; HIV; antiretroviral therapy; mathematical model; drug elimination ki鄄
netic
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