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摘要:摇 已有实验表明,处于细胞质中的微管可以比自由微管承受更大的压力而不发生屈曲. 基于

嵌入式碳纳米管屈曲的 Winkler 模型,利用正交各向异性情形的 Winkler 模型研究了细胞质中充当

细胞骨架的微管的屈曲行为. 计算表明,本模型可以较好地预测嵌入弹性介质中的微管较自由微

管承受更大屈曲压力这一现象,而且所得到的临界屈曲压力与微管受压屈曲的实验值吻合

[Needleman D J, Ojeda鄄Lopez M A, Kai Ewert U R, Miller H P , Wilson L, Safiny C R. Biophys J,
2005, 89 (5): 3410鄄3423;Needleman D J , Ojeda鄄Lopez M A, Raviv U, Ewert K, Jones J B, Miller H
P L, Wilso L, Safinya C R. Phys Rev Lett, 2004, 93(19): 1981041鄄1981044. ] . 同时,所得的结果也

表明周围介质与微管的相互作用可以极大地提高微管抵抗屈曲的能力,该结果很好地阐释了介质

与微管相互作用从而提高微管抗屈曲压力的相互作用机制[Brangwynne C P, MacKintosh F C, Ku鄄
mar S, Geisse N A, Talbot J, Mahadevan L, Parker K K, Ingber D E, Weitz D A. The Journal of Cell
Biology, 2006, 173(5): 733鄄741]. 模拟结果表明,所给出的模型可以对嵌入弹性介质中的微管的

屈曲行为进行很好地模拟.
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引摇 摇 言

微管(microtubules,MTs)与肌动蛋白微丝(actin filament)、中间蛋白细丝( intermediate fila鄄
ment)共同组成真核细胞的细胞骨架(cytoskeleton),微管是 3 种蛋白中刚度最大的一种[1],它
与细胞的变形以及力学性能密切相关[2] . 除此之外,微管还在诸如:细胞分裂、细胞运动、胞内

输运、作为蛋白移动轨道[3]、以及鞭毛和纤毛运动核心的形成[4]等生理过程中发挥重要作用.
在形态学上看,微管是由 琢,茁 两种类型的微管蛋白亚基形成的二聚体,它是由 13 条原纤维

(protofilament)构成的中空管状结构,其内外直径分别为 20 nm 和 30 nm 左右[5] . 微管的抗弯

刚度约为肌动蛋白微丝的 100 倍. 因此,通常认为在细胞骨架内,微管承受了绝大部分的压缩

力[6鄄7] . 与肌动蛋白和中间丝相比,细胞质中(cytoplasmic)的微管对于细胞伸展后的形态稳定

起到更为关键的作用[8] . 由于接受外部信号刺激或是由于细胞自发收缩亦或是限制微管蛋白
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在细胞边缘聚合(polymerization),所引起的沿微管轴向压缩力,都可导致微管屈曲. 微管屈曲

现象已通过很多的实验和理论模型中观察到[9] . 由压力引起自由微管的屈曲,也已被实验证

实[10鄄11] . 但是,考虑到在活细胞环境中与在实验环境(缺少介质)中所观察到的微管屈曲行为

是显著不同的. 在活细胞中,微管嵌入到了可视为弹性介质的细胞质中,实验发现,嵌入式微管

的屈曲波长较短,这说明它可承受较大的压缩力[12鄄13];而自由微管屈曲的波形为单个长弧线,
这表明自由微管屈曲压力是相当小的[13] . 这些实验现象可以用嵌入在弹性介质中的 Euler 柱
屈曲理论解释[13] . 文献[14]假设活细胞中微管的周围介质为粘性流体,提出了微管短波长屈

曲的 Euler 柱屈曲模型. 考虑到在微管结构中,与 琢茁 微管蛋白二聚体沿原纤维形成的纵向键

要比相邻的原纤维间形成的横向键强很多[11], 特别是,考虑到微管的剪切模量要比沿纵向的

弹性模量小几个数量级[11,15鄄17],微管应该更准确地建模为正交异性弹性壳模型,而不应采用

Euler 柱模型. 综合上述观点,文献[15,18]采用正交异性弹性壳模型分别考察自由微管屈曲

行为和波传播行为. 考虑到正交各向异性壳模型的有效性,本文将该模型应用到处于弹性介质

的微管的屈曲模拟. 本文将微管周围的介质用 Winkler 模型进行处理,这是因为 Winkler 模型

简洁且已被用于处理处于弹性介质中的碳纳米管的屈曲行为[19鄄20] .

1摇 正交各向异性 Winkler 模型

正交各向异性 Winkler 壳模型有 5 个独立的材料常数(轴向模量 Ex,环向模量 E兹,剪切模量

Gx 兹,轴向 Poisson 比 淄x 以及周围介质 Winkler 模型的弹性常数 K) [21], 这些材料值可在文献中查

到, 见表 1. 已有文献一般将微管的横截面等效为等截面圆环,圆环厚度约为 h抑2. 7 nm[22鄄23],进
而微管的弹性模量、面内刚度以及质量密度 籽 都可基于该厚度计算给出. 对于微管的弯曲刚

度,该值一般由所谓的微管的“bridge冶厚度定义(1. 1 nm,见文献[22]的图 2),该值比前面的

等效厚度 h = 2. 7 nm 要小很多. 事实上,与单壁碳纳米管的处理类似[24],微管作为一个弹性

壳,其等效弯曲刚度应当作为一个独立材料常数. 该值可由自由壳微管的屈曲实验数据以及文

献[22]给出的等效厚度 1. 6 nm 估计给出.
表 1摇 各向异性微管的材料常数

Table 1摇 The values of orthotropic material constants for microtubules

parameters values references

longitudinal modulus Ex 0. 5 ~ 2 GPa [18,22鄄23]

circumferential modulus E兹 1 ~ 4 MPa [18]

shear modulus in x鄄兹 plane Gx 兹 1 MPa [16,18,22]

Poisson爷s ratio in axial direction 淄x 0. 3 [18,23]

mass density per unit volume 籽 1. 47 g / cm3 [23]

equivalent thickness h 2. 7 nm [22鄄23]

effective thickness for bending h0 1. 6 nm [22]

elastic modulus of surrounding K 10 ~ 5 000 Pa [25鄄27]

1. 1摇 微管屈曲控制微分方程

我们用正交各向异性 Winkler 壳模型研究轴向和环向预压力分别为 Nx,N兹 的嵌入弹性介

质中的微管的屈曲问题. 之前的实验和柱屈曲研究表明,弹性介质的存在会提高嵌入其中的微

管的临界屈曲载荷. 嵌入弹性介质的微管屈曲的控制微分方程可表示如下:

摇 摇 (Kx + Nx)R2 鄣2

鄣x2 + Kx 兹R2 + Dx 兹
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其中, x 和 兹分别为轴向及环向坐标;u,v及 w 为轴向、环向及径向位移; 籽为质量密度; h 为微

管厚度; R 为微管平均半径, 且有 酌 = h3
0 / (12hR2); 淄x 和 淄兹 分别为轴向及环向 Poisson 比, 满

足 淄兹 / 淄x = E兹 / Ex;面内轴向刚度 Kx、环向刚度 K兹 及剪切刚度 Kx 兹 可表示为

摇 摇 Kx = Exh / (1 - 淄x淄兹),
摇 摇 K兹 = E兹x / (1 - 淄兹淄x),
摇 摇 Kx 兹 = Gx 兹h;

轴向等效弯曲刚度 Dx、环向等效弯曲刚度 D兹 及剪切刚度 Dx 兹 分别为[22鄄23]

摇 摇 Dx = Exh3
0 / (12(1 - 淄x淄兹)),

摇 摇 D兹 = E兹h3
0 / (12(1 - 淄x淄兹)),

摇 摇 Dx 兹 = Gx 兹h3
0 / 12;

P 为周围介质对微管的反向压力. 对于给定的 h 和 h0, 正交各向异性 Winkler 壳的 5 个弹性常

数可由表 1 确定. 上述各参数并非完全独立,可定义

摇 摇 琢 =
淄兹

淄x
=
E兹

Ex
=
K兹

Kx
=
Dx
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,

其中, 琢淄x 寅0(见表 1). 从而,正交各向异性 Winkler 壳模型的 5 个独立参数可重新由 Ex,淄x,
琢,茁 和 K 定义.

设微管两端简支,则其屈曲模态可表示为

摇 摇

u(x,兹) = U cos m仔
L x cos n兹,

v(x,兹) = V sin m仔
L x sin n兹,

w(x,兹) = W sin m仔
L x cos n兹
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ï
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ï
ï
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(2)
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其中, U,V,W 为待定常数,n 为环向波数,m 为轴向半波数,L 为微管长度. 轴向屈曲波长可用

微管直径 2R 进行无量纲化,表示为 L / (Rm) .
1. 2摇 弹性介质对微管屈曲的影响

在有弹性介质存在时,当微管受轴向力作用时微管发生微变形,微管周围的弹性介质会沿

微管变形的反方向产生反向作用力. 利用 Winkler 模型处理嵌入弹性介质的碳纳米管屈曲的

分析方法,弹性介质对微管的反作用力可表示为

摇 摇 P =- Kw, (3)
其中, K 为弹性介质的弹性常数,负号表明 P 的作用方向与微管的变形方向相反.
1. 3摇 弹性介质中微管的屈曲分析

将方程(2)和(3)代入式(1)可得如下代数方程:
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对于实际的物理问题, (U,V,W) 存在非零解,微管的屈曲荷载和对应的屈曲模态可由上

述代数方程的特征方程确定.
考虑微管受轴向压力屈曲的情况,此时 N兹 = 0. 由于细胞质的弹性模量 K 一般是非均匀

的,测量结果往往不一样[25鄄27],文献中取值差别也较大,本文在计算中选用了瞬时弹性模量

3郾 32 kPa[26] . 图 1 给出了在 R = 13 nm, Ex = 1 GPa, 淄x = 0. 3, 琢 = 0. 001, 茁 = 0. 001 时,微管

在细胞质中的临界屈曲荷载Ncr 与自由微管的临界屈曲荷载随L / (Rm) 和n的变化对比情况.由
图可见,当有细胞质存在时微管的临界屈曲载荷会显著增大,对于不同的 n, 有的甚至增大数

个量级,这与文献[13]的结论是一致的.
考虑微管受径向压力 p作用下的屈曲问题, 此时有Nx = 0, 对应的环向拉应力则可由N兹 =

- pR确定. 为辨别环向波数 n逸2 时的轴向均匀屈曲模态[28](n = 1 对应于截面刚体平移,因此

不用讨论),本文仅讨论无限长微管. 图2给出了在R = 13 nm,Ex = 1 GPa, 淄x = 0. 3, 琢 = 0郾 001,
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图 1摇 处于细胞质的微管(实线)与自由 图 2摇 处于细胞质的微管(实线)与自由

微管(虚线)的轴向屈曲荷载 微管(虚线)的的径向屈曲

Ncr 的变化 荷载 Pcr 的变化

Fig. 1摇 The behavior of force Ncr for axial Fig. 2摇 The behavior of pressure Pcr for radial

buckling of embedded (solid lines) buckling of embedded (solid lines)
and free (dotted lines) MTs and free (dotted lines) MTs

茁 = 0. 001, K = 150 时, 微管在细胞质中的临界径向屈曲压力 Pcr(通过引入细胞质的弹性模量

K) 与自由微管的径向屈曲压力随 L / (Rm) 和 n 的变化对比情况.
计算表明,微管的径向临界屈曲压力为 780 Pa,这与实验报道的 510 ~ 690 Pa[10鄄11] 非常接

近. 该值比实验值的上限略大,这是由于细胞质与微管相互作用增强了微管抵抗屈曲的能力,
这与文献[13]所报道的结果一致. 文献[14]曾利用正交各向异性壳模型对径向压缩屈曲进行

了预测,所给出的预测值 470 Pa 低于实验值的下限,事实上这是由于未考虑细胞质的影响所

造成的. 可见,本文所给的模型可以更好地解释和模拟处于细胞质中的微管的临界屈曲荷载.

2摇 结摇 摇 论

综上,本文用正交各向异性 Winkler 模型分析了处于细胞质中的微管受轴向压缩和径向

压缩时的屈曲行为. 模型很好地预测了细胞质对微管抗屈曲能力的影响,所给出的临界屈曲压

力与实验结果比较吻合[10鄄11],也很好地解释了文献[13,18]的结果.
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Buckling of Embedded Microtubules in Elastic Medium

Muhammad Taj1,摇 ZHANG Jun鄄qian1, 2

(1. Shanghai Institute of Applied Mathematics and Mechanics;Department of Mechanics,
Shanghai University, Shanghai 200072, P. R. China;

2. Shanghai Key Laboratory of Mechanics in Energy and Environment Engineering,
Shanghai University, Shanghai 200072, P. R. China)

Abstract: Motivated by the application of Winkler鄄like model for buckling analysis of embedded
carbon nanotubes, an orthotropic Winkler鄄like model was developed to study buckling behavior
of embedded cytoskeletal microtubules within cytoplasm. Experimental observations of buck鄄
ling of embedded cytoskeletal microtubules reveal that embedded microtubules bear a large
compressive force as compared to free microtubules. Our theoretical model predicts that em鄄
bedded microtubules in elastic medium bear large compressive forces than free microtubules.
The estimated critical pressure is found not only in good agreement with the experimental val鄄
ues of pressure鄄induced buckling of microtubules [Needleman D J, Ojeda鄄Lopez M A, Kai Ew鄄
ert U R, Miller H P , Wilson L, Safiny C R. Biophys J, 2005, 89 (5): 3410鄄3423;Needleman D
J , Ojeda鄄Lopez M A, Raviv U, Ewert K, Jones J B, Miller H P L, Wilso L, Safinya C R. Phys
Rev Lett, 2004, 93(19): 1981041鄄1981044. ] . But also, due to mechanical coupling of microtu鄄
bules with surrounding elastic medium, critical buckling force has increased considerably,
which well explains the theory that mechanical coupling of microtubules with the elastic medi鄄
um increases compressive forces that microtubules can sustain [Brangwynne C P, MacKintosh
F C, Kumar S, Geisse N A, Talbot J, Mahadevan L, Parker K K, Ingber D E, Weitz D A. The
Journal of Cell Biology, 2006, 173(5): 733鄄741] suggesting that the present model is a good
approximation for buckling analysis of embedded microtubules.

Key words: microtubules; buckling; orthotropic Winkler鄄like model; elastic medium
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