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摘要:摇 讨论定常非完整系统在耗散、保守、循环力作用下的不稳定平衡问题. 应用方法是基于运

动微分方程解的存在性,当 t 寅- 肄 时,系统渐近地趋于平衡状态. 假定在平衡位置附近,动能、
Reyleigh 耗散函数、位置力都是无限可微函数. 结果将通过一个实例说明. 部分结果参见 Kozlov V
V. On the asymptotic motions of systems with dissipation. Prikl Math Mekh, 1994, 58(4): 31鄄36. ( in
Russian); Merkin D R. Introduction to the Theory of the Stability of Motion. Moscow: Nauka, 1987. (in
Russian); Thomson W, Tait P. Treatise on Natural Philosophy, Part 玉[M]. Cambridge: Cambridge U鄄
niversity Press, 1879.
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引摇 摇 言

过去 30 年间发表了一连串的出版物,应用 Liapunov 第一法(近似法)和 Liapunov 第二法

(直接法)研究非完整力学系统运动的稳定性. 该问题的沿革和结果在文献[1]和[2]中已有

详述. 这些工作都与线性均匀非完整约束下的定常力学系统有关. 在文献[3鄄8]中,也应用 Lia鄄
punov 第一法和第二法得到了有意义的结果,其中 Mei 及其合作者,研究了非线性非完整约束

下力学系统的平衡状态流形,同时研究了 Birkhoff 系统和相对 Birkhoff 系统的平衡状态流形.
Luo 等在文献[9]中也研究了非完整系统,相对于非惯性参考系运动时的平衡状态流形.

上述论及的论文,在应用 Liapunov 第一法时,将扰动运动方程的线性近似式作为截短方

程. 本文在一个稳定的粘性力场和一个稳定的循环力场中,研究线性均匀约束下,定常力学系

统的不稳定平衡状态问题. Kozlov 等在文献[10鄄12]中,对 Liapunov 第一法的应用进行了论述,
与前述论文不同,截短方程是通过力学系统扰动运动方程的非线性渐近式获得.

令系统的位形由 Lagrange 坐标系 x = (x1,. . . ,xn) 给出. 设系统的运动受到 l( l < n) 个理

想的线性均匀非完整的独立约束,即
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摇 摇 B淄
i (x)xi = 0,摇 摇 淄 = m + 1,… ,n; i = 1,… ,n; m = n - l

或,当约束为独立时 (rank[ B淄
i (x)] = l), 有

摇 摇 x淄 = b淄
琢(x)x琢,摇 摇 琢 = 1,… ,m; m = n - l . (1)

系统的动能和 Reyleigh 耗散函数分别为注淤

摇 摇 T = 1
2 aij(x)xix j, 椎 = 1

2 f ij(x)xix j . (2)

动能 T 是正定的,一般情况下对所有 x 值,Reyleigh 耗散函数 椎 是 x = ( x1,… ,xn) 半定

的. 位置力场由矢量 X(x) = (X1(x),… ,Xn(x)) 给出,其坐标就是一般的位置力.
本系统的运动就是微分方程(1)的解, 将微分方程写成 Woronetz 微分方程形式 (参见文

献[13])注淤

摇 摇 d
dt

鄣T*

鄣x琢 - 鄣T*

鄣x琢 - b淄
琢
鄣T*

鄣x淄 + 鄣T
鄣x( )淄

*
酌 淄

琢茁q 茁 = X*
琢 - 鄣椎*

鄣x琢 , (3)

其中

摇 摇 T* = T(x·淄 = b淄琢x
·琢), 酌 淄

琢茁 =
鄣b淄

茁

鄣x琢 -
鄣b淄

琢

鄣x茁 + b籽
琢
鄣b淄

茁

鄣x籽 - b籽
茁
鄣b淄

琢

鄣x籽 ,

摇 摇 鄣T
鄣x( )淄

*
= 鄣T

鄣x( )淄
(x·淄 = b淄琢x

·琢)

, X*
琢 = X琢 + b淄

琢X淄, 椎* = 椎(x·淄 = b淄琢x
·琢) .

变换后动能 T* 和 Rayleigh 耗散函数 椎* 的显式表达式为

摇 摇 T* = 1
2 兹琢茁(x)x琢x 茁, 椎* = 1

2 d琢茁(x)x琢x 茁, (4)

其中

摇 摇 兹琢茁 = a琢茁 + a琢淄b淄
茁 + a茁淄b淄

琢 + a淄籽b淄
琢b籽

茁, d琢茁 = f琢茁 + f琢淄b淄
茁 + f茁淄b淄

琢 + f淄籽b淄
琢b籽

茁 .
如果 X(xo) = 0,则 xo 是 域 类平衡位置. 不失去一般性,假设平衡位置在点 xo = 0,函数

X i(x), aij(x), f ij(x) 和 b淄
琢(x) 在 x = 0 邻域是无限可微的. 令

摇 摇 X i(x) = X(p-1)
i (x) + X(p)

i (x) + … (5)
为 Xi(x) 的 Maclaurin 级数. 这里 X(s)

i (x) 是 s 次齐次式.因为 x = 0 是域类平衡位置,则 s 逸1.
在文献[10]中,陈述了下列命题:如果势能 装 = 装(x) 在平衡位置 x = 0 没有最小值,就可

以从 Maclaurin 级数的首次非平凡式得到结论:在一个保守及耗散力场中,完整定常系统的平

衡是不稳定的. 在文献[14]中,该结论推广到线性均匀约束下的非完整系统,文献[15]推广到

线性非均匀约束下的非完整系统,文献[16]推广到非线性约束下的非完整系统.
此外文献[10]和[14],在更为复杂的场中,讨论了非完整系统的不稳定平衡问题:除保守

力和耗散力外,还有循环力.
根据文献[10鄄12,17]的主要结果,进一步考虑:若微分方程(1)和(3)存在渐近解 x( t),

即有

摇 摇 lim
t寅-肄

(x( t), x( t)) = 0, (6)

那末所讨论力学系统的平衡状态 x = 0, x = 0 是不稳定的.
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淤 角标还可取: 琢,茁,酌,啄 = 1,… ,m; 淄,籽,兹,鬃 = m + 1,…,n ; i, j,k = 1,… ,n . 重复角标表示求和.



利用特殊型式的级数可以证明上述渐近解的存在[10鄄12] . 该方法要求函数 X i(x), aij(x),
f ij(x) 和 b淄

琢(x) 是解析的,至少在 x = 0邻域是无限可微的. 在 p逸3 时,找到如下级数形式的解

(也可能是发散的):

摇 摇 移
肄

s = 1
as(ln( - t))( - t) -滋s,摇 摇 滋 > 0, (7)

其中(参见文献[11鄄12]) a1 = const,a2, a3,… 为 ln( - t) 的矢量多项式且 滋 > 0. 如果上述级

数存在并收敛,表明方程(1) 和(3) 的解 x( t) 有性质:当 t寅- 肄 时,x( t) 寅 0. 若该级数存在

但发散,如文献[18],方程(1) 和(3) 的解 x( t) 存在(当 t寅-肄 时有性质 x( t) 寅0),级数(7)
是该解的一个渐近形式. 它清楚地表明,平衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.

从现在开始取 p 逸3 是正确的. p = 2 时,可用 Liapunov 逼近(线性近似稳定,参看文献

[19])求解. 这种情况不作考虑.

1摇 在耗散和位置力作用下的不稳定平衡

将函数 W(x),在点 x = 0 的邻域展开为 Maclaurin 级数 W = W(p)(x) + W(p+1)(x) + … (p
逸1) . 这里 W( s)(x) 是一个 s 次的齐次式. 在 W(x) 中,表达式 x淄 - b淄

茁(0)x茁 = 0 替换之,得到

函数 W(x忆):
摇 摇 W(x忆) 以 W(x1,…,xm) = W(x1,… ,xm,bm+1

琢 (0)x琢,… ,bn
琢(0)x琢),

其中 x忆 = (x1,… ,xm) . 函数 W(x忆) 的 Maclaurin 级数的首次非平凡式 W(x忆),而且还是式

W(p)(x) 到(n - m) 维平面 仔 的约束,由下面的方程式给出:
摇 摇 x淄 - b淄

茁(0)x 茁 = 0. (8)
认为向量式

摇 摇 (X(p-1)
1 (x忆) + b淄

1(0)X(p-1)
淄 (x忆) ,… ,X(p-1)

m (x忆) + b(0)X(p-1)
淄 (x忆))

是非平凡的. 如下陈述成立:
定理 1摇 设 det[d琢茁(0)] 屹 0,并设存在向量 c忆 屹 0,c忆 = (c1,…,cm), 是如下方程的解:

摇 摇 X(p-1)
琢 (c忆) + b淄

琢oX(p-1)
淄 (c忆) = 资do

琢茁 c 茁,摇 摇 资 > 0. (9)
则由微分方程(1)和(3)描述的力学系统的平衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.

定理 1 推广了文献[14]的结果,文献[14]指出了在保守力和粘滞摩擦力作用下的非完整

系统运动平衡的不稳定性. 没有耗散力时,定理 1 仍然成立(见文献[17]).
若 det[ f ij(0)] 屹0 成立,则有 det[d琢茁(0)] 屹0. 相反的陈述不成立,当 Rayleigh 函数椎 半

定时,意味着矩阵 [d琢茁(0)] 恰好正则,还意味着,定理 1 在给定条件下,不完全耗散时也成立.
摇 摇 利用下面微分方程

摇 摇 xi = F i
(p-1)(x) + K i

jk(x)x jxk + V i(x) + P i
j (x)x j (10)

的一般结果可以证明定理 1. 其中 F i
(p-1)(x) 是(p - 1) 逸 2 的齐次式,系数 K i

jk(x) 为 x 的任意

函数. 显然 x = 0 就是方程(10) 的解. 假设函数 V i(x), K i
jk(x) 和 P i

j(x) 在 x = 0 邻域是无限可

微的,同时当 x 寅 0 时,有 V i(x) = Oi(椰x椰p) . 下列陈述有效:
定理 2摇 设存在矢量 c = (c1,. . . ,cn) 屹 0, 使得

摇 摇 F i
(p-1)(c) = 资ci,摇 摇 资 = const > 0. (11)

在这些条件下,由微分方程(10)描述的力学系统,其平衡状态 x = 0,x = 0 是不稳定的.
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为了证明级数(7)存在,必须证明方程(10)中包含了方程(7),假设 滋 = 1 / (p - 2),a1 = c,
即假设前述级数的首项 x1 = ( - t) -滋c 是截短方程(参照方程(10)) 取如下形式的特解:

摇 摇 xi = F i
(p-1)(x) . (12)

定理 2 的证明摇 使同次幂 t -( s+p-2)(p-2) 的系数相等,当 s = 1 时,得到 资 = 1 / (p - 2);当 s逸
2 时,得到一个带常系数线性非齐次微分方程的级数. 该函数导致这些方程的非齐次式,就是

熟知的变量 ln( - t) 的多项式. 系数 as( s逸2) 是这些微分方程的特解. 文献[10鄄12,17]详细地

叙述了这些微分方程的构成及其求解方法. 于是知道,这样的一个微分方程组,总是有一个常

系数多项式的特解. 这就表明微分方程(10)描述的力学系统,存在所需的渐近解,因此平衡状

态 x = 0, x = 0 是不稳定的. 定理 2 证毕. 阴

注 1摇 当 P i
j (x) 以 0 或 K i

jk(x) 以 0 时,定理 2 也成立.

定理 1 的证明摇 为了证明运动微分方程(1)和(3)所描述系统平衡 x = 0, x = 0 的不稳定

性,清楚地表明,这些方程是方程(10)的一个特殊情况,同时表明条件(11)被简化为条件(9).
摇 摇 利用 d琢茁(x) = d琢茁(0) + 驻琢茁(x), 驻琢茁(0) = 0 和 b淄

琢 = b淄
琢(0) + 驻淄

琢(x), 驻淄
琢(0) = 0, 方程(1)

和(3)可由如下方法

摇 摇
(do

琢茁 + 驻琢茁(x))x 茁 = X琢(x) + b淄
琢(x)X淄(x) + G琢(x,x忆) - 兹琢茁(x)x 茁,

do
琢茁 = d琢茁(0), x淄 = (b淄

琢(0) + 驻淄
琢(x))x琢{

,
(13)

显式地表示为

摇 摇

do
琢茁x 茁 = X琢(x) + b淄

琢(x)X淄(x) + G琢(x,x忆) - 兹琢茁(x)x 茁 +

摇 摇 驻琢茁(x)(d茁啄
o + 驻茁啄(x))(X琢(x) + b淄

琢(x)X淄(x) + G啄(x,x忆) - 兹 啄酌(x)x酌),

x淄 = b淄
琢(0)d琢茁

o [X茁(x) + b淄
茁(x)X淄(x)] + b淄

琢(0)d琢茁
o [G茁(x,x忆) - 兹 茁啄(x)x啄] +

摇 摇 驻淄
琢(x)[d琢茁

o + 驻琢茁(x)][X茁(x) + b淄
茁(x)X淄(x) + G茁(x,x忆) - 兹 茁啄(x)x啄

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ],

(14)

其中

摇 摇 G琢(x,x忆) = 1
2

鄣兹 茁酌

鄣x琢 + b淄
琢
鄣兹 茁酌

鄣x
æ

è
ç

ö

ø
÷

淄 -
鄣兹琢茁

鄣x酌 - 酌 淄
琢茁(a淄酌 + b籽

酌a淄籽
é

ë
êê

ù

û
úú) x 茁x酌,

摇 摇 x忆 = (x1,… ,xm), d琢啄
o do

啄茁 = 啄 琢
茁 , (d琢啄

o + 驻琢啄(x))(do
啄茁 + 驻啄茁(x)) = 啄 琢

茁 , 驻琢啄(0) = 0.
考虑到函数 X i(x),aij(x), dij(x) 和 b淄

琢(x) 是无限可微的,且 det[do
琢茁] 屹 0, 则方程(14)

也可写成

摇 摇

x琢 = d琢茁
o [X(p-1)

茁 (x) + b淄
琢(0)X(p-1)

淄 (x)] +

摇 摇 O琢(椰x忆椰2) + O琢(椰x椰p) + O琢(椰x忆椰),
x淄 = b淄

琢(0)d琢茁
o [X(p-1)

茁 (x) + b兹
琢(0)X(p-1)

兹 (x)] +

摇 摇 O淄(椰x忆椰2) + O淄(椰x椰p) + O淄(椰x忆椰)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(15)

因此,说明微分方程(15)为方程(10)的一个特殊情况.
考虑到

摇 摇
F 琢

(p-1)(x) = d琢茁
o [X(p-1)

茁 (x) + b兹
琢(0)X(p-1)

淄 (x)],

F 淄
(p-1)(x) = b淄

琢od琢茁
o [X(p-1)

茁 (x) + b淄
琢(0)X(p-1)

兹 (x
{

)],
(16)

条件(11)可化简为
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摇 摇
d琢茁
o [X(p-1)

茁 (c) + b淄
琢(0)X(p-1)

淄 (c)] = 资c琢,

b淄
琢(0)d琢茁

o [X(p-1)
茁 (c) + b兹

琢(0)X(p-1)
兹 (c)] = 资c淄,摇 摇 资 > 0

{
,

(17)

即简化为

摇 摇 X(p-1)
琢 (c) + b淄

琢(0)X(p-1)
淄 (c) = 资do

琢茁 c茁, c淄 - b淄
琢(0)c琢,摇 摇 资 > 0, (18)

与方程(9)等价,
摇 摇 X(p-1)

琢 (c忆) + b淄
琢(0)X(p-1)

淄 (c忆) = 资do
琢茁 c 茁,摇 摇 资 > 0. (19)

于是, 定理 1 证毕. 阴(虽然它被隐含在证明过程之中, 为正确起见, 下面将着重强调:当 t
寅- 肄 时,x( t) 寅0,则约束(1) 仍满足) . 还注意到,基于条件(18),向量 c和级数(7) 的首次

项,x1 = ( - t) -滋c 位于平面 仔 .
系统(15)(或系统(1)、(3))存在的一个渐近解,形式上简化为求解方程(19). 虽然这是

一个纯代数问题,对它的求解,是不可能找到必要和充分条件的(线性情况除外). 在特殊情况

下,下面的引理(参见文献[10鄄12]),在特殊情况中,定义了方程(19)解存在的充分条件.
向量场(16)位于平面 仔 的约束也是一个场. 求得下面系统方程组的解

摇 摇 X(p-1)
琢 (x忆) + b淄

琢(0)X(p-1)
淄 (x忆) = 0. (20)

就得到向量场的零值.
引理 1摇 设 x忆 = 0 是方程(20) 的一个孤立解,且设 m = (n - l) 为奇数. 则方程组

摇 摇 X(p-1)
琢 (c忆) + b淄

琢(0)X(p-1)
淄 (c忆) = 资do

琢茁 c 茁 (21)
有非平凡解 c忆,其中 资 可负可正.

引理2摇 设 x忆 = 0是方程(20) 的一个孤立解,且设(p - 1) 为偶数. 这时至少有一对直接相

对的向量 c忆, 是如下方程的解

摇 摇 X(p-1)
琢 (c忆) + b淄

琢oX(p-1)
淄 (c忆) = 资do

琢茁 c 茁 . (22)

注摇 引理中条件的检验还是比较简单.

2摇 保守、循环和耗散力组合作用下的不稳定性

考虑保守、循环和粘性力场中,非完整系统运动的平衡不稳定性,Rayleigh 耗散函数由方

程(2)确定. 假设位置力场为

摇 摇 X i(x) = - 鄣装
鄣xi + C i(x), (23)

其中 装(x) 表示系统的势能,C i(x) 表示广义循环力,即下式成立

摇 摇 C i(x)xi 以0. (24)
设 x = 0 为域类平衡位置,则

摇 摇 鄣装
鄣xi (0) = 0, C i(0) = 0. (25)

又设 装(0) = 0. 假定所假设的条件(H)成立,且设

摇 摇 装(x) = 装(p)(x) + 装(p+1)(x) + … (26)
和

摇 摇 C i(x) = C(p-1)
i (x) + C(p)

i (x) + … (27)
分别为 装(x) 和 C i(x) 的 Maclaurin 级数. 其中 C( s)

i (x) 和 装( s)(x) 是 s 次齐次式,有 s 逸1.
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显然等式

摇 摇 C(p-1)
i (x)xi 以0 (28)

成立,由此得到等式

摇 摇 (C(p-1)
琢 (x忆) + b淄

琢(0)C(p-1)
淄 (x忆))x 茁 以0. (29)

设 det[do
琢茁] 屹 0. 考虑到前面的陈述,描述力学系统由式(23)定义的微分方程(15),可以

写成如下形式:

摇 摇

x琢 = d琢茁
o - 鄣装(p)

鄣x 茁 - b淄
茁(0)

鄣装(p)

鄣x淄 + C(p-1)
茁 (x) + b淄

茁oC(p-1)
淄 (x[ ]) +

摇 摇 O琢(椰x忆椰2) + O琢(椰x椰p) + O琢(椰x忆椰),

x淄 = b淄
琢(0)d琢茁

o - 鄣装(p)

鄣x 茁 - b淄
茁(0)

鄣装(p)

鄣x淄 + C(p-1)
琢 (x) + b淄

琢(0)C(p-1)
淄 (x[ ]) +

摇 摇 O淄(椰x忆椰2) + O淄(椰x椰p) + O淄(椰x忆椰)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

(30)

首先考虑下面条件:
摇 摇 (C(p-1)

1 (x忆) + b淄
1(0)C(p-1)

淄 (x忆) ,…,C(p-1)
m (x忆) + b淄

m(0)C(p-1)
淄 (x忆)) 屹 0

成立时的不稳定性问题.
定理 3摇 设下列条件成立:
a) det[do

琢茁] 屹 0;
b) 点 x忆 = 0 是函数 装p(x忆) 和 装p(x忆) 屹 0 的最大值(不必严格);
c) x忆 = 0 是如下方程的一个孤立解

摇 摇 -
鄣装p

鄣x琢 (x
忆) + C(p-1)

琢 (x忆) + b淄
茁(0)C(p-1)

淄 (x忆) = 0; (31)

d) m = n - l 为奇数;
e) p 逸3.
这时,由微分方程组(30)描述的力学系统,其平衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.
方程(31)的解属于

摇 摇 棕 {= x 沂 Rn:装p(x忆) = }0 .
特别地,若 装p(x) 在点 x忆 = 0 有一个严格意义上的最大值,则方程(31)的解是孤立的.
推论 1摇 设 m = n - l 为奇数,且点 x = 0 是函数 装p(x忆) 的严格意义上的最大值. 那末,平

衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.
在定理 3 的条件下,对任意循环和耗散力、自由度为奇数(参见文献[20]207)的完整系

统,其稳定平衡是不可能的. 在这个意义上,定理是在非完整系统上推广了上述结果.
定理 3 的证明摇 定理 1 是其证明的基础. 基于引理 1 和定理 3 的条件 c)和 d),有一个矢

量 c 为方程组(9)的解,简化为

摇 摇 -
鄣装p

鄣x琢 (c
忆) + C(p-1)

琢 (c忆) + b淄
茁(0)C(p-1)

淄 (c忆) = 资do
琢茁 c 茁 . (32)

在定理 3 的条件下, 资 > 0. 当然,考虑到等式(29),得到

摇 摇 资do
琢茁 c 茁 c 茁 = -

鄣装p

鄣x琢 (c
忆)c琢 . (33)

从此,因为 装p(x忆) 是一个齐次式,并且 装p(c忆) < 0(根据定理 3 的条件 b)),有

702M·韦仕科尉克摇 摇 摇 V·科尉克摇 摇 摇 A·奥布拉德尉克



摇 摇 资 = - (do
琢茁 c 茁 c 茁) -1p装p(c忆) > 0. (34)

定理 3 证毕. 阴
定理 4摇 设下列条件满足:
a) det[do

琢茁] 屹 0;
b) p 为奇数;
c) x忆 = 0 为以下方程的一个孤立解:

摇 摇 -
鄣装p

鄣x琢 (x
忆) + C(p-1)

琢 (x忆) + b淄
茁(0)C(p-1)

淄 (x忆) = 0; (35)

d) p 逸3.
则由微分方程(30)所描述的力学系统,其平衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.

当耗散力不存在时,定理 4 仍然成立. 该结果可参考文献[22].
定理 4 的证明摇 点 x = 0是方程(31) 的孤立解,且次数 p为奇数. 因此,至少有一对直接相

对的向量 c,是方程(32) 的解(见引理2) . 又装p( - c忆) = - 装p(c忆)(因为装p 是奇函数). 后面的

证明可以采用定理 1 中同样的方法.
考虑下列条件得到满足的情况

摇 摇 C(p-1)
琢 (x忆) + b淄

茁(0)C(p-1)
淄 (x忆) 以 0. (36)

现在,条件(32)成为如下形式

摇 摇 -
鄣装p

鄣x琢 (c
忆) = 资d 0

琢茁 c 茁,摇 摇 资 屹0. (37)

定理 4 证毕. 阴
定理 3 的条件 c)、d)和定理 4 的条件 b)、c),用公式表示定理时可以省略.
定理 5摇 设下列条件满足:
a) det[ d琢茁(0)] 屹 0;
b) 函数 装p(x忆),p 逸3 没有最小值 x = 0.

则由微分方程(30)所描述的力学系统,其平衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.
推论 2摇 设 det[ d琢茁(0)] 屹0,且 x = 0是势能装最大值(不必严格),又有装p(x忆) 屹0. 则

平衡 x = 0, x = 0 是不稳定的.
若 p = 2, 定理 5 简化为类似于文献[1]的结果. 特别地,当没有非完整约束(1)和循环力

时,定理 5 与文献[10](有耗散的定常完整系统)的结果相一致.
没有耗散力时,定理 5 的证明参见文献[17](文献[17]中定理证明时,函数 装, aij(x) 和

b淄
琢(x) 是无限可微的). 当假设这些函数是有限次可微时,类似结果的证明参见文献[21鄄23].

定理 5 的证明摇 证明以定理 1 为基础. 为了证明定理 5, 充分性证明如下, 由条件 b), 存

在向量 c忆(满足系统(37)), 又 资 > 0 . 设 c忆 为确定点的单位向量, 在该点上函数 装p(x忆) 在

(m - 1) 鄄维椭圆体 do
琢茁x琢x 茁 = 1 上有最小值. 根据函数装p(x忆) 的条件极值定理,有一向量 c忆 为

如下方程的解

摇 摇 -
鄣装p

鄣x琢 (c
忆) = 资do

琢茁e 茁 .

根据定理 5 的条件,最小值为负,因此

摇 摇 资 = - p装p(c忆) > 0
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成立. 从而定理 1 的所有条件满足. 定理 5 证毕. 阴

3摇 实摇 摇 例

滑橇 A在固定水平面 仔 上运动,和平面有 3 个接触点. 前两个支撑点 N2 和 N3,可在平面 仔
上任意方向滑动. 与平面 M 接触的第三点是一个竖直的刀刃 S,刀刃连接于滑橇支撑点 N1 . 该
点不能朝刀刃平面的竖直方向运动. 滑橇的位形由 Lagrangy 坐标系 x = (x1,x2,x3) 决定,其中

x1 = x,x3 = y 为点 M1 的 Cartesian 坐标,x2 = 渍 表示 Ox 轴与滑橇平面和平面 仔 的交线所构成

的角. 刚度为 c 的弹簧,一端连接到滑橇上部水平面(着) 的 K1 点,弹簧的另一端连接到固定点

图 1摇 滑橇示意图

Fig. 1摇 Diagrammatic sketch of sledge

O1 . 滑橇在位置 x = (0,0,0) 时,这时弹簧轴竖直,
且未变形,长度为 l . 滑橇具有对称的竖直平面,
点 K1 和 K (K沂(着)) 属于该平面. 点 K位于包含

点 K1 的竖直线上. 距离K1K = a . 沿 K1 和 K的连结

线作用着力 F = 琢(x3 + y3) KK寅1 / | KK寅1 | ,琢 为常

数(见图 1) . 运动时,滑橇的刀刃受粘性摩擦力

Fw = - 茁vM 作用,其中 茁 = const > 0,vM 为滑橇与

平面接触点的速度. 滑橇的转动,粘性摩擦力外加

出现力偶 Mw = - 酌渍p,其中 酌 = 常数 > 0,p 为垂

直于平面 仔 的单位向量. 滑橇的质量为 m,中心轴

惯性半径为 k . 确定滑橇的平衡位置并讨论其稳

定性.
解摇 非完整约束方程为[13]

摇 摇 y = x tan 渍, (38)
滑橇的动能、耗散函数和弹簧的势能分别为

摇 摇

T = 1
2 m[ x2 + y2 - 2ax渍sin 渍 + 2ay渍cos 渍 + (a2 + k2)渍2],

椎 = 1
2 茁(xcos 渍 + ysin 渍) 2 + 1

2 酌渍2,

装 = 1
2 c( [ x - a(1 - cos 渍)] 2 + [ y + asin 渍] 2 + l2 - l) 2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(39)

广义非保守的位置力为

摇 摇 F1 = - 琢(x3 + y3)cos 渍, F2 = 0, F3 = 琢(x3 + y3)sin 渍,
这些力由 Maclaurin 级数读取

摇 摇 F1 = - 琢(x3 + y3) + O1(x3), F2 = 0, F3 = O3( | x | 3),
而弹性势能的 Maclaurin 级数为 装 = 装(4) + O( | x | 5), 其中

摇 摇 装(4) =
c
8l2

(x4 + 2x2y2 + y4 + 4ax2y渍 + 4ay3渍 +

摇 摇 摇 摇 2a2x2渍2 + 6a2y2渍2 + 4a3y渍3 + a4渍4) .
去除广义速度 x3 = y 后,动能和耗散函数分别为

摇 摇 T* = 1
2 m[x2(1 + tan2渍) + (a2 + k2)渍2],
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摇 摇 椎* = 1
2 茁 cos 渍 + sin2渍

cos( )渍
2
x2 + 1

2 酌渍2 .

滑橇的运动微分方程为

摇 摇 d
dt

鄣T*

鄣x( ) + 鄣T
鄣y

鄣b3
1

鄣渍 渍 = X
-
1 - 鄣装

鄣x + b3
1 X

-
3 - 鄣装

鄣( )y
- 鄣椎*

鄣x ,

摇 摇 d
dt

鄣T*

鄣渍( ) - 鄣T
鄣y

鄣b3
1

鄣渍 渍 = X
-
2 - 鄣装

鄣渍 - 鄣椎*

鄣渍 , y = b3
1x,

其中 b3
1 = tan 渍 . 显然 x = (0,0,0) 是滑橇的平衡位置. 此时的代数方程(9)为

摇 摇 F(3)
琢 (c忆) - 鄣装

鄣x琢 (c忆) = 资do
着啄 c啄,摇 摇 啄 = 1,2,

其中

摇 摇 仔 {= x3 = }0 , do
11 = 茁, do

12 = do
21 = 0, do

22 = 酌, c忆 = (c1,c2),

摇 摇 F(3)
1 (c忆) -

鄣装(4)

鄣x (c忆) = 琢 - c
2l( )2 (c1) 3 - ca2

2l2
c1(c2) 2,

摇 摇 F(3)
2 (c忆) -

鄣装(4)

鄣渍 (c忆) = - ca2

2l2
(c1) 2c2 - ca4

2l2
(c2) 3 .

取得最后方程组的解为 c1 = 依 1 / 茁 , c2 = 0, 资 = 琢 - c / (2l2) . 由此得出结论,若 c < 2琢l2,滑
撬的平衡状态 x = 0, x = 0 是不稳定的.
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On the Instability of Equilibrium of Nonholonomic
Systems With Dissipation and Circulatory Forces

M. Veskovic' 1, 摇 V. C姚 ovic' 2,摇 A. Obradovic' 2

(1. University of Kragujevac, Faculty of Mechanical Engineering,
Dositejeva 19, 36000 Kraljevo, Serbia;

2. University of Belgrade, Faculty of Mechanical Engineering,
Kraljice Marije 16, 11000 Belgrade, Serbia)

Abstract: The equilibrium instability problem of the scleronomic nonholonomic systems acted
upon by dissipative, conservative, circulatory forces was discussed. The applied methodology
was based on the existence of solutions of differential equations of motion which asymptotically
tend to the equilibrium state of the system, as t 寅- 肄 . It was assumed that the kinetic energy,
the Rayleigh dissipation function, the positional forces in the neighborhood of the equilibrium
position are infinitely differentiable functions. The results obtained, which partially generalize
results from [V V Kozlov. On the asymptotic motions of systems with dissipation. Prikl Math
Mekh, 1994, 58 (4): 31鄄36. ( in Russian); D R Merkin. Introduction to the Theory of the Sta鄄
bility of Motion. 1987, Moscow: Nauka. ( in Russian); W Thomson, P Tait. Treatise on Natu鄄
ral Philosophy. Part 玉. Cambridge University Press, 1879], are illustrated by an example.
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