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功能梯度厚壁中空圆柱体弹性动力学
平面应变响应的解析解

*

M·尼克哈,摇 F·汉那瓦,摇 E·德格罕

(K. N. 土西科技大学 机械工程学院,德黑兰,伊朗)

摘要:摇 研究了边界表面受均布动压力作用的功能梯度(FGM)厚壁中空圆柱体,给出了其平面应

变响应下的弹性动力学解. 假设材料性能(除 Poisson 比外)随厚度按幂律函数变化. 为了得到一个

精确解,将动力径向位移分为准静力部分和动力部分,导出了每个部分的一个解析解. 先由 Euler
方程得到准静力学部分的解,再由分离变量法和正交展开法得到动力学部分的解. 在不同动荷载

作用下,对不同的 FGM 中空圆柱体,画出径向位移和应力图,并对本方法的优点进行了讨论. 该解

析解适用于中空圆柱体各种组合的 FGM,厚度可以是任意的,初始条件也可以是任意的,壁面上均

匀分布着任意形式的动压力.
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引摇 摇 言

功能梯度材料(FGM)是材料科学中一个新的分支,可用于承受突然施加热力学荷载的结

构设计中. FGM 的性能随结构几何形状的组成材料逐渐变化. 众所周知,传统的复合材料易于

在基层和纤维之间的界面上破坏. 因此,FGM 逐渐变化的材料性能,有利于承受高强度的冲击

荷载. 在各种各样的 FGM 结构中,圆柱体结构有着特别的吸引力. 在宏观意义上,这些结构的

热学和力学性能从一个表面到另一个表面连续变化. 这可以通过逐渐改变组成材料(特别是

在制造过程中的陶瓷和金属材料)的体积分数,使其朝着所期望的方向发展. 因此,在保持其

结构整体性的同时,还能够承受高温度梯度的环境[1鄄2] . 对应用于航空航天、核工业和汽车工业

中的 FGM 圆柱体结构,分析其在各种动荷载下的瞬态响应是非常重要的. 鉴于此,近年来很多

学者致力于研究 FGM 圆柱体结构[3鄄28] . 通过这些研究,对于多层 FGM 圆柱体的解析解,其中

多数与稳态情况有关,这些学者表现出更大的兴趣[3鄄12] .
例如,Zimmerman 和 Lutz 提出了 FGM 圆柱体的稳态热鄄力学应力的一个解析解[3] . 他们考

虑了稳态径向热负荷的厚壁中空圆柱体,并假设其组成材料与径向梯度材料之间的复合是线

性的. Jabbari 等[4]分析了径向对称荷载作用下 FGM 中空圆柱体的力学和热应力. 假设材料性

能,除 Poisson 比外,沿厚度随半径的幂律函数变化. 他们提出了一种直接解析法来求解热传导
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和 Navier 方程. Xiang 等[6]就内外表面受均布压力作用的多层圆柱体,提出了双向递归算法来

确定其两相邻层之间的挤压应力;接着,基于 Lam佴 方程解,求出了多层结构的精确解;最后,
利用 Whittaker 函数和超几何函数,分别得到了指数和线性径向梯度材料的厚壁空心 FGM 圆

柱体的位移和应力的分布. Tutuncu[7]利用幂级数解,得到了材料性能呈指数变化的厚壁 FGM
圆柱体的径向位移和稳态应力. Li 和 Peng[9] 通过将相关问题简化为求解 Fredholm 积分方程,
对一承压 FGM 中空圆柱体或圆盘进行了弹性分析;再将其解展开为 Legendre 多项式的级数,
来求解最终方程.

对于动力情况,研究多层 FGM 圆柱体结构的动力响应有很多数值方法[13鄄20],但其解析解

鲜有见诸文献[21鄄28] . 例如,Hosseini 等[21]给出了 FGM 厚壁中空圆柱体中瞬态热传导的解析法.
他们假设材料性能随厚度呈幂律变化,利用 Bessel 函数解析得到了温度分布. Babaei 和

Chen[22]给出了径向压电 FGM 旋转中空轴的一个解析解,并直接求解了所得到的两个关于位

移和电势的完全耦合微分方程.
FGM 中空圆柱体的解析弹性动力学分析是一个非常重要的课题,但其在数学公式化上仍

有很大的困难. 研究者大多尝试利用多层次方法,将 FGM 厚壁中空圆柱体分为多个均质、各向

同性的同轴小圆柱体,来求解该问题[23鄄25] . 他们所得到的方程在界面上满足径向位移和径向

应力的连续性条件,在内外边界表面上满足附着力为非零. 然而,由于界面压力的存在及多层

圆柱体的连续性条件,使得在解析法的数学计算中,出现了新的难题.
本文对于边界表面上作用均布动压力的 FGM 厚壁中空圆柱体,提出了得到其平面应变响

应的弹性动力学解的简化方法. 假设材料性能随厚度按幂律函数变化. 不顾先前的很多研究,
认为材料密度的变化与弹性模量不同. 为了得到一个精确解,将动力径向位移分为准静力部分

和动力部分,导出了每个部分的一个解析解. 先由 Euler 方程得到准静力解;再由分离变量法

和正交展开法得到动力解. 对不同的 FGM 中空圆柱体,绘出径向位移和应力的分布图,并讨论

了所提出方法的优点.

1摇 问 题 的 解

1. 1摇 初始边界条件

考虑一内径为 a,外径为 b 的无限长 FGM 厚壁中空圆柱体. 该圆柱体在内外边界表面上受

到均布动压力作用. 并且其材料性能随厚度变化,满足幂律函数

摇 摇 P = P0
r( )b

n
, (1)

其中, P0 为外表面的性能,n为幂律函数的非负指数. 可以看出,内表面上的材料性能值随指数

n 或中空圆柱体厚度的增加而减小.
本文假设弹性模量和质量密度随厚度按方程(1)变化,而 Poisson 比 淄 为常数. 为了通过厚

度来控制 FGM 圆柱体的材料性能,并得到不同结构壁厚的中空 FGM 圆柱体,认为弹性模量和

质量密度的幂律函数指数不同,则

摇 摇 E = E0
r( )b

n1
, (2a)

摇 摇 籽 = 籽0
r( )b

n2
. (2b)

随着体力趋于 0,对于平面应变条件和轴对称加载, Navier 运动方程变为[15]
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摇 摇
鄣滓r

鄣r +
滓r - 滓兹

r = 籽( r) 鄣2u( r,t)
鄣t2

, (3)

其中 u( r,t) 为径向位移. 相应的应变鄄位移关系可简化为

摇 摇 着r =
鄣u
鄣r, (4a)

摇 摇 着兹 =
u
r , (4b)

又,应力鄄应变方程可以表示如下:
摇 摇 滓r = c1着r + c2着兹, (5a)
摇 摇 滓兹 = c2着r + c1着兹, (5b)

其中,平面应力条件下的 c1 和 c2 分别为

摇 摇 c1( r) = E( r)(1 - 淄)
(1 + 淄)(1 - 2淄) = c10

r( )b
n1
, (6a)

摇 摇 c2( r) = E( r)淄
(1 + 淄)(1 - 2淄) = c20

r( )b
n1
. (6b)

中空圆柱体的初始边界条件可表示为

摇 摇 滓r(a,t) = - p1( t), (7a)
摇 摇 滓r(b,t) = - p2( t), (7b)
摇 摇 u( r,0) = u0( r), (7c)
摇 摇 V( r,0) = V0( r), (7d)

其中, 滓r( r,t), u0( r), V0( r) 分别为径向应力、初始径向位移和初始径向速度.
为了简单起见,引入如下无量纲参数:

摇 摇
孜 = r

b , u- = u
b , s = a

b , 子 =
cv
b t, cv =

c10
籽0

, V
-
= V
cv
,

E
-
= E
E0

=
c1
c10

=
c2
c20

= 孜 n1, 籽- = 籽
籽0

= 孜 n2, 滓- r =
滓r

c10
, 滓- 兹 =

滓兹

c10

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(8)

将方程(4)和(5)代入方程(3),则关于径向位移的 Navier 方程变为

摇 摇 鄣2u( r,t)
鄣r2

+ 鄣c1
c1鄣r

+ 1æ
è
ç

ö
ø
÷

r
鄣u( r,t)

鄣r + 鄣c2
rc1鄣r

- 1
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u( r,t) = 1
c2

鄣2u( r,t)
鄣t2

, (9)

这里, c 为随厚度变化的径向波速,可由以下方程计算得到:

摇 摇 c =
c1( r)
籽( r) =

c10
籽0

r( )b
(n1-n2) / 2

= cv孜(n1-n2) / 2, (10)

其中, c10,籽0 分别为外表面上的弹性系数和质量密度. 将无量纲参数(8)代入方程(9),可得到

以下的方程:

摇 摇 鄣2u-(孜,子)
鄣孜 2 + n1 + 1æ

è
ç

ö
ø
÷

孜
鄣u-(孜,子)

鄣孜 + 字n1 - 1
孜

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u-(孜,子) = 孜 n2-n1 鄣2u-(孜,子)
鄣子2 , (11)

其中摇 摇 字 =
c20
c10

= v
1 - v = const, s 臆 孜 臆1.

方程(7)的无量纲形式的初始边界条件可写为

摇 摇 滓- r( s,子) = - p- 1(子), (12a)
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摇 摇 滓- r(1,子) = - p- 2(子), (12b)
摇 摇 u-(孜,0) = u- 0(孜), (12c)

摇 摇 V
-
(孜,0) = V

-
0(孜) . (12d)

1. 2摇 求解方法

为了在相应的无量纲初始边界条件(12)下,寻求方程(11)的精确解,先将无量纲动力径

向位移 u-(孜,子) 分为准静力部分 u- st(孜,子) 和动力部分 u- dy(孜,子) . 准静力部分 u- st(孜,子) 满足静力

平衡方程和加在壁面上的附着力边界条件. 动力部分 u- dy(孜,子) 满足运动方程和无应力边界条

件,并由分离变量法来用一系列特征函数表示. 因此,无量纲动力径向位移可以表示如下[31]:

摇 摇 u-(孜,子) = u- st(孜,子) + u- dy(孜,子) = u- st(孜,子) + 移
肄

i = 1
U
-
i(孜)赘i(子), (13)

其中, U
-
i(孜) 为 FGM 厚壁中空圆柱体的第 i 个无量纲波型,赘i(子) 为与 U

-
i(孜) 相关的未知无量

纲时变系数. 以前有一些研究者将该方法用于求解内部多重效应问题[29鄄30] . 为了得到无量纲

动力径向位移 u-(孜,子) 的一个精确解,有必要找出准静力部分和动力部分.
1. 2. 1摇 准静力部分

无量纲准静力径向位移可以通过求解以下的准静力平衡方程和相关的边界条件得到:

摇 摇 鄣2u-(孜,子)
鄣孜 2 + n1 + 1æ

è
ç

ö
ø
÷

孜
鄣u-(孜,子)

鄣孜 + 字n1 - 1
孜

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 u-(孜,子) = 0, (14a)

摇 摇 滓- r( s,子) = - p- 1(子), (14b)
摇 摇 滓- r(1,子) = - p- 2(子) . (14c)

上述方程为含常系数的 Euler 方程,可以简单地求解如下:
摇 摇 u- st(孜,子) = A孜 浊, (15)

将方程(15)代入方程(14a),可得到一个特征方程. 该特征方程的根为方程(15)的指数:
摇 摇 浊2 + n1浊 + (字n1 - 1) = 0, (16a)

摇 摇 浊1,浊2 =
- n1 依 n2

1 - 4字n1 + 4
2 . (16b)

从而,得到无量纲动力径向位移的准静力部分如下:
摇 摇 u- st(孜,子) = A(子)孜浊1 + B(子)孜浊2, (17)

其中, A(子) 和 B(子) 为与时间相关的未知无量纲系数,可从边界条件(14)中求得.
1. 2. 2摇 动力部分

为了得到无量纲径向位移的动力部分,必须找出无量纲波型的控制方程、未知无量纲时变

系数以及波型的正交条件. 无量纲波型 U
-
(孜) 由以下的特征问题确定[31]:

摇 摇 d2U
-
(孜)

d孜 2 + n1 + 1æ
è
ç

ö
ø
÷

孜
dU

-
(孜)
d孜 + 字n1 - 1

孜
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 U
-
(孜) = - 棕2孜 n2-n1U

-
(孜), (18a)

其中方程(18a)相应的边界条件为无应力条件,从而,
摇 摇 滓- r( s,棕) = 0, (18b)
摇 摇 滓- r(1,棕) = 0. (18c)

可以看出,特征值 棕2 为实数且为非负数[32] . 由 Bessel 方程,方程(18)的一般解为[33]

摇 摇 U
-
(孜) = D着琢(姿孜 q), (19a)
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其中

摇 摇 着琢(姿孜 q) = 孜 -n1 / 2(茁1J琢(姿孜 q) + 茁2Y琢(姿孜 q)), (19b)

摇 摇 q =
2 + n2 - n1

2 , (19c)

摇 摇 姿 = 2棕
2 + n2 - n1

, (19d)

摇 摇 琢 =
n2

1 - 4字n1 + 4
2 + n2 - n1

, (19e)

J琢(姿孜 q) 和 Y琢(姿孜 q) 分别为 琢 阶的第一和第二类 Bessel 函数. 茁1 和 茁2 为由无应力边界条件

(18)得到的未知系数,基于以下的过程:

摇 摇 滓- r(孜,棕) = 孜 n1 鄣U
-
(孜,棕)
鄣孜 + 字孜 n1 U

-
(孜,棕)
孜 =

摇 摇 摇 摇 茁1
- n1æ

è
ç

ö
ø
÷

2
孜 n1 / 2-1J琢(姿孜 q) + 孜 n1 / 2

鄣(J琢(姿孜 q))
鄣孜 + 字孜 n1 / 2-1J琢(姿孜 qæ

è
ç

ö

ø
÷) +

摇 摇 摇 摇 茁2
- n1æ

è
ç

ö
ø
÷

2
孜 n1 / 2-1Y琢(姿孜 q) + 孜 n1 / 2

鄣(Y琢(姿孜 q))
鄣孜 + 字孜 n1 / 2-1Y琢(姿孜 qæ

è
ç

ö

ø
÷) . (20)

可以看出[33]:

摇 摇
鄣(J琢(姿孜 q))

鄣孜 = J琢-1(姿孜 q) - 琢
姿孜 q J琢(姿孜

q( )) 姿q孜 q-1, (21a)

摇 摇
鄣(Y琢(姿孜 q))

鄣孜 = Y琢-1(姿孜 q) - 琢
姿孜 q Y琢(姿孜 q( )) 姿q孜 q-1 . (21b)

将方程(21)代入方程(20),得到:

摇 摇 滓- r(孜,棕) = 孜 n1 鄣U
-
(孜,棕)
鄣孜 + 字孜 n1 U

-
(孜,棕)
孜 =

摇 摇 摇 摇 茁 (1
- n1æ

è
ç

ö
ø
÷

2
孜 n1 / 2-1 - 孜 n1 / 2-1琢q + 字孜 n1 / 2-æ

è
ç

ö
ø
÷

1 J琢(姿孜 q) +

摇 摇 摇 摇 (孜 n1 / 2姿q孜 q-1)J琢-1(姿孜 q )) + 茁 ( (2
- n1æ

è
ç

ö
ø
÷

2
孜 n1 / 2-1 -

摇 摇 摇 摇 孜 n1 / 2-1琢q + 字孜 n1 / 2- )1 Y琢(姿孜 q) + (孜 n1 / 2姿q孜 q-1)Y琢-1(姿孜 q )) , (22)

通过定义

摇 摇 追1(孜,棕) = - n1æ
è
ç

ö
ø
÷

2
孜 n1 / 2-1 - 孜 n1 / 2-1琢q + 字孜 n1 / 2-æ

è
ç

ö
ø
÷

1 J琢(姿孜 q) +

摇 摇 摇 摇 (孜 n1 / 2姿q孜 q-1)J琢-1(姿孜 q), (23a)

摇 摇 追2(孜,棕) = - n1æ
è
ç

ö
ø
÷

2
孜 n1 / 2-1 - 孜 n1 / 2-1琢q + 字孜 n1 / 2-æ

è
ç

ö
ø
÷

1 Y琢(姿孜 q) +

摇 摇 摇 摇 (孜 n1 / 2姿q孜 q-1)Y琢-1(姿孜 q), (23b)
并将方程 (23)代入无应力边界条件(18), 可以得到以下矩阵形式的线性代数方程组:

摇 摇
追1( s,棕) 追2( s,棕)
追1(1,棕) 追2(1,棕

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)

茁1

茁
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

= 0é

ë
êê

ù

û
úú0
. (24)
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方程(24)可以进一步简化为

摇 摇 追茁 = 0, (25)
其中 茁 为含有 2 个元素的特征向量. 非平凡解的存在性使得矩阵的行列式为 0,即

摇 摇 det 追 = 0. (26)
对于材料性能随厚度呈幂律变化的一无限长 FGM 厚壁中空圆柱体,方程(26)给出了其

在平面应变径向振动时的一个超越方程,也叫特征方程(或频率方程). 由文献[34]可以看出,
弹性体的正特征值有无穷个,故 FGM 圆柱体的特征方程有着无穷个正根. 该方程的正根给出

了 棕 i( i = 1,2,3,…) 值,表示该 FGM 厚壁中空圆柱体的共振角频率或特征值. 利用一些数值

方法,如 Newton鄄Rophson 法,可以从特征(或频率)方程(26)中准确地确定这些角频率.

FGM 厚壁中空圆柱体中,与第 i 个角频率 棕 i 相关的第 i 个振型 U
-
i(孜) 可以表示为

摇 摇 U
-
i(孜) = Di着琢(姿 i孜 q), (27a)

摇 摇 着琢(姿 i孜 q) = 孜 -n1 / 2(茁1iJ琢(姿 i孜 q) + 茁2iY琢(姿 i孜 q)), (27b)

其中 茁1 i和 茁2 i为与角频率 棕 i 相关的未知系数,可由方程(24) 得到. 无量纲波型 U
-
i(孜) 形成了

一个正交集. 该集合可由方程(18)直接得到,并满足以下的正交条件:

摇 摇 乙 1

s
籽(孜)U

-
i(孜)U

-
j(孜)2仔孜d孜 = 啄 ij, (28)

其中 啄 ij 为 Kronecker鄄啄 函数.
由正交条件(28),可得到方程(27)中的系数 Di 如下:

摇 摇 D2
i = 1

乙 1

s
籽(孜)着2

琢(姿 i孜 q)2仔孜d孜
. (29)

将方程(13)代入方程(11),并利用 u- st(孜,子) 和 u- dy(孜,子) 的控制方程[31],可得到以下方程:

摇 摇 移
肄

i = 1

d2赘i(子)
d子2 + 棕2

i 赘i(子
æ

è
ç

ö

ø
÷) U

-
i(孜) = -

d2u- st(孜,子)
d子2 . (30)

利用正交条件(28),可得到 赘i(子) 的常微分控制方程如下:

摇 摇
d2赘i(子)

d子2 + 棕2
i 赘i(子) =

d2椎i(子)
d子2 , (31a)

摇 摇 椎i(子) = - 乙 1

s
籽(孜)u- st(孜,子)U

-
i(孜)2仔孜d孜 . (31b)

现在,对于给出的初始条件(12),有必要确定 赘i(子) 的初始条件. 由方程(13)可得

摇 摇 u0(孜) = u- st(孜,0) + 移
肄

i = 1
U
-
i(孜)赘i(0), (32a)

摇 摇 V0(孜) = du- st(孜,子)
d子 + 移

肄

i = 1
U
-
i(孜)

d赘i(子)
d

é
ë
êê

ù
û
úú子 子 = 0

. (32b)

在方程(32a)和(32b)中,利用正交条件(28)可得

摇 摇 赘i(0) = 乙 1

s
籽(孜)u- 0(孜)U

-
i(孜)2仔孜d孜 + 椎i(0), (33a)

摇 摇
d赘i(子)

d子 子 = 0 = 乙 1

s
籽(孜)V

-
0(孜)U

-
i(孜)2仔孜d孜 +

d椎i(子)
d子 子 = 0

. (33b)

因此,在初始条件(33)下,方程(31)的解为[31]
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摇 摇 赘i(子) = 赘i(0)cos 棕 i子 + 1
棕 i

d赘i(子)
d子 子 = 0

sin 棕 i子 +

摇 摇 摇 摇 1
棕 i
乙 子

0

d2椎i(资)
d资2 sin 棕 i(子 - 资)d资 . (34)

最后,通过寻求准静力部分和动力部分,由方程(13)可得到无量纲动力径向位移的解.

2摇 数 值 结 果

利用上述的弹性动力学解,求得径向位移和应力的计算程序可以简化如下:
1) 利用方程(17)确定无量纲准静力径向位移;
2) 利用方程(26)数值计算出共振角频率,再由方程(24)、(27)和(29)确定相应的系数

和波型;
3) 利用方程(34)计算出无量纲时变系数函数 赘i(子);
4) 利用方程(13)计算出无量纲动力径向位移,再由方程(4)和(5)求出应力分量.
在数值计算中,用有限个波型 m 来表示方程(13)给出的解:

摇 摇 u-(孜,子) = u- st(孜,子) + u- dy(孜,子) = u- st(孜,子) + 移
m

i = 1
U
-
i(孜)赘i(子) . (35)

首先,为了研究所提出精确解的有效性,考虑一完全各向同性的铝制中空圆柱体. 因此,方
程(2a)和(2b)中幂律函数的指数等于 0(n1 = n2 = 0) . 在内表面上作用动压力,满足以下方

程[20]:
摇 摇 P( t) = P0(1 - e -c0 t), (36)

其中 P0 和 c0 为常数,分别假设为 20 MPa 和 105 s-1 . 图 1 描述了在相当长一段时间后,径向位

移沿厚度的分布,并与 Shahabian 等[20] 给出的数值方法相比较. 可以看出,两者显示出很好的

一致性.
本节将给出 3 个例子来阐述任意厚度的 FGM 中空圆柱体在不同动荷载下,弹性动力学响

应的变化. 例 1 中,FGM 圆柱体的内表面受到一均布短期脉冲压力作用. 同时研究了该圆柱体

无负载时的振动和瞬态应力分析. 例 2 中,在另一个 FGM 圆柱体内表面上施加一指数型荷载,
研究壁厚的变化对其弹性动力学响应的影响. 例 3 中,对一外表面受阶跃荷载作用的 FGM 圆

柱体,研究其瞬态性能和应力分析. 在每个例子中,这些 FGM 圆柱体的弹性动力学解都包括以

下两个过程. 首先,为了简化分析,假设指数 n1 和 n2 相等. 其次,假设圆柱体的外表面为纯氧化

铝(EAl2O3
= 380 GPa, 籽Al2O3

= 3 800 kg / m3),内表面为纯铝(EAl = 70 GPa, 籽Al = 2 707 kg / m3),
材料性能由内表面到外表面随厚度按方程(2) 呈梯度变化. 为了确保所需的计算精度,3 个例

子均取波型数 m = 100.
例 1摇 考虑一内径 a = 1 m、外径 b = 1. 2 m 的无限长中空 FGM 圆柱体. 外表面由纯氧化铝

制成, E0 = 380 GPa(C10 = 511. 54 GPa, C20 = 219. 23 GPa),籽0 = 3 800 kg / m3 . 该 FGM 圆柱体

的内表面受到一均布短期脉冲压力作用,表示为如下方程:

摇 摇 p1( t) =
p* t, 0 < t 臆 t0,
0, t > t0

{ ,
(37a)

摇 摇 p2( t) = 0, (37b)
其中 p* 和 t0 分别取 4 GPa / s 和 0. 005 s . 图 2 给出了不同幂律指数值下,壁厚中心点径向位移
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图 1摇 在相当长一段时间后,径向位移沿厚度的分布

(与文献[20]的数值方法对比)
Fig. 1摇 Comparing the distribution of the radial

displacement along the thickness for a
relatively long time with the results
reported in [20]

的时程比较. 幂律指数值对径向位移幅值有着

直接的影响. 可以清楚地看出,在 t = 0. 005 s 时

卸载后,FGM 圆柱体开始自由振动,且由于未考

虑结构阻尼,振幅并不减小. 图 3 和图 4 分别对

比了在刚卸载后,幂律指数相等和不同这两种

情况下,壁厚中心点的径向应力值. 显然,对圆

柱体来讲,卸载相当于一个反向脉冲作用,径向

应力波沿厚度传播. 径向应力的幅值随幂律指

数 n的增加而增加. 由方程(10) 及图3和图4可

以直接得知,当假设 n1 和 n2 相等时,径向应力

波速 c为常数,而当这 n1 和 n2 不相等时,径向应

力波速随着位置而定. 因此,在 FGM 圆柱体的

设计过程中,选择合适的材料性能,将可以对径

向应力波速加以控制. 图 5 给出了不同幂律指

数值下,中空 FGM 圆柱体壁厚中心点环向应力

的时程.

图 2摇 不同幂律指数下,壁厚中心点 图 3摇 在刚卸载后,相同幂律指数下,
径向位移的时程 壁厚中心点径向应力的时程

Fig. 2摇 Time histories of the radial displacement Fig. 3摇 Time histories of the radial stress at the
at the middle point of the thickness for middle point of the cylinder thickness
various values of power law exponents for the same values of the power law

exponents, immediately after unloading

例 2摇 考虑一厚度为 b - a = 0. 5 (a = 1 m, b = 1. 5 m) 的 FGM 圆柱体,在内边界表面上

受到一指数型的均布动压力荷载作用. 因此,内 /外边界表面上外加压力的无量纲时程可分别

表示为

摇 摇 p- 1(子) = 0. 001(1 - e -c0子), (38a)
摇 摇 p- 2(子) = 0, (38b)

其中 c0 为常数,并假设取 0. 1.
图 6 给出了当 子 = 3 时,不同幂律指数下,无量纲径向位移沿厚度的分布. 幂律指数对径向

位移幅值有着直接影响. 对于一厚度为 0. 5 m 的氧化铝鄄铝 FGM 圆柱体,计算出其幂律指数为

n1 = 4. 17和 n2 = 0. 836. 图 7 给出了 FGM 不同组合时,中空圆柱体壁厚中心点径向位移的无量

纲时程.
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图 4摇 在刚卸载后,相同 / 不同幂律指数下, 图 5摇 幂律指数变化时,圆柱体壁厚中心点

壁厚中心点径向应力的时程 环向应力的时程

Fig. 4摇 Time histories of the radial stress at the Fig. 5摇 Time histories of the hoop stress at the
middle point of the cylinder thickness for middle point of the cylinder thickness for
the same and different values of the power various values of the power
law exponents, immediately after unloading law exponents

图 6摇 当 子 = 3 时,不同幂律指数下,无量纲 图 7摇 FGM 不同组合时,中空圆柱体壁厚

径向位移沿厚度方向的分布 中心点径向位移的无量纲时程

Fig. 6摇 Distribution of the non鄄dimensional radial Fig. 7摇 Time histories of the non鄄dimensional
displacement through the thickness for radial displacement at the middle point
various values of the power law exponents of various thick hollow FGM cylinders
at time 子 = 3

图 8 对比了幂律指数 n = n1 = n2 = 0. 5 时,中空 FGM 圆柱体壁厚不同点处无量纲径向应

力的时程. 可以看出,内外表面上的径向应力分别与外加动压力 p- 1(子) 和 p- 2(子) 相等. 图9给出

了当 子 = 3, 幂律指数变化时,FGM 圆柱体无量纲径向应力沿壁厚的分布. 可以看出,幂律指数

对内外壁面间沿壁厚各点的径向应力幅值有着直接影响. 图 10 给出了幂律指数变化时,中空

FGM 圆柱体壁厚中心点处无量纲径向应力的时程. 如前所述,幂律指数对中空 FGM 圆柱体壁

厚中心点的径向应力幅值有着直接影响. 图 11 给出了 FGM 不同组合时,中空圆柱体壁厚中心

点处无量纲环向应力的时程.
例 3摇 考虑一厚度为 b - a = 1 m(a = 1 m, b = 2 m) 的厚壁 FGM 圆柱体,研究其外壁面上

突然作用有阶跃荷载时的瞬态响应. 那么,作用在内外壁面上荷载的时程可以表示如下:
摇 摇 p- 1(子) = 0, (39a)
摇 摇 p- 2(子) = 0. 001H(子), (39b)
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图 8摇 幂律指数 n = n1 = n2 = 0. 5 时,中空 FGM 图 9摇 当 子 = 3, 幂律指数变化时,FGM 圆柱

圆柱体壁厚不同点的无量纲径向应力的时程 体无量纲径向应力沿壁厚的分布

Fig. 8摇 Time histories of the non鄄dimensional Fig. 9摇 Distribution of the non鄄dimensional
radial stress at different points of the hollow radial stress across the thickness of the
FGM cylinder along the thickness in a certain FGM cylinder for various values of the
power law exponent n = n1 = n2 = 0. 5 power law exponents at time 子 = 3

图 10摇 不同幂律指数下,中空 FGM 圆柱体 图 11摇 FGM 不同组合时,中空圆柱体壁厚

壁厚中心点处无量纲径向应力的时程 中心点处无量纲环向应力的时程

Fig. 10摇 Time histories of the non鄄dimensional Fig. 11摇 Time histories of the non鄄dimensional
radial stress at the middle point of the thick hoop stress at the middle points of
hollow FGM cylinder for various values of various thick hollow FGM cylinders
the power law exponents

其中 H(子) 为无量纲 Heaviside 阶跃函数.
图 12 给出了幂律指数 n = n1 = n2 = 0. 5 时,中空 FGM 圆柱体壁厚不同点处径向位移的无

量纲时程. 可以清楚地看到,尽管荷载作用在外壁面上,但由于 FGM 圆柱体的分布,外壁面附

近的径向位移幅值比内壁面小. 图 13 对比了幂律指数变化时,中空 FGM 圆柱体壁厚中心点处

无量纲径向位移的时程. 对于厚度为 1 m 的氧化铝鄄铝 FGM 圆柱体,确定其幂律指数为 n1 =
2郾 44, n2 = 0. 49. 图 14 给出了 FGM 不同组合时,中空圆柱体壁厚中心点处无量纲径向应力的

时程. 可以看出,当 n1 和 n2 相等时,径向应力波速 c为常数,因为当 n1 和 n2 不相等时,径向应力

波的传播速度随位置而定. 图 15 给出了幂律指数变化时,中空 FGM 圆柱体壁厚中心点处无量

纲环向应力的时程.
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图 12摇 幂律指数 n = n1 = n2 = 0. 5 时,中空 FGM 图13摇 幂律指数变化时,中空 FGM 圆柱体壁

圆柱体壁厚不同点处径向位移的无量纲时程 厚中心点处无量纲径向位移的时程

Fig. 12摇 Time histories of the non鄄dimensional radial Fig. 13摇 Time histories of the non鄄dimensional
displacement at different points of the thick radial displacement at the middle point
hollow FGM cylinder along the thickness for of the thick hollow FGM cylinder with
certain power law exponent n = n1 = n2 = 0. 5 various power law exponents

图 14摇 FGM 不同组合时,中空圆柱体壁厚 图 15摇 幂律指数变化时,中空 FGM 圆柱体

中心点处无量纲径向应力的时程 壁厚中心点处无量纲环向应力的时程

Fig. 14摇 Time histories of the non鄄dimensional Fig. 15摇 Time histories of the non鄄dimensional
radial stress at the middle point of hoop stress at the middle points of
various thick hollow FGM cylinders various thick hollow FGM cylinders

3摇 结摇 摇 论

本文研究了边界表面上作用有均布动压力的厚壁中空 FGM 圆柱体,给出了其平面应变响

应的弹性动力学解. 材料性能按幂律函数随厚度而变化. 所给出的精确解有很多优势. 首先,不
同于文献[12,14,18]的多层次方法,本文在分析厚壁中空 FGM 圆柱体时,采用的是简单的单

层次方法. 该方法就不再像多层次方法需要满足界面的连续性条件. 从而,计算时间大大地减

少. 进一步地,通过在弹性模量和质量密度的计算中取不同的指数值,厚壁中空 FGM 圆柱体的

材料性能得到控制,并且可以对不同应用领域中的圆柱体,采用不同组合的 FGM . 本文将问题

分为准静力部分和动力部分,分别给出了解析解. 这更易于得到闭式解. 此外,本文所提出的方

法,适用于中空 FGM 圆柱体有任意厚度,以及任意的初始条件和壁面上承受任意形式的动力

学荷载.
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Elastodynamic Solution for Plane鄄Strain Response
of Functionally Graded Thick Hollow

Cylinders by Analytical Method

Mehdi Nikkhah,摇 Farhang Honarvar,摇 Ehsan Dehghan
(Faculty of Mechanical Engineering, K. N. Toosi University of Technology, Tehran, Iran)

Abstract: An elastodynamic solution for the plane鄄strain response of functionally graded thick
hollow cylinders subjected to uniformly鄄distributed dynamic pressures at the boundary surfaces,
was presented. The material properties, except Poisson爷s ratio, were assumed to vary through
the thickness following a power law function. To achieve an exact solution, the dynamic radial
displacement was divided into two quasi鄄static and dynamic parts. For each part, an analytical
solution was derived. Firstly, the quasi鄄static solution was obtained by means of Euler爷s equa鄄
tion, and then the dynamic solution was derived by utilizing the separation of variables method
and the orthogonal expansion technique. Radial displacement and stress distributions were plot鄄
ted for various FGM hollow cylinders under different dynamic loads and the advantages of the
presented method were discussed. The presented analytical solution was suitable for analyzing
various arrangements of FGM hollow cylinders with arbitrary thickness and arbitrary initial con鄄
ditions, subjected to arbitrary form of dynamic pressures distributed uniformly at the boundary
surfaces. Finally, radial displacement and stress distributions were plotted for various FGM
hollow cylinders under different dynamic loads and the advantages of the presented method
were considered.

Key words: functionally graded materials; elastodynamic solution; hollow cylinders; power
law function
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