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外形任意的多孔介质轴对称物体中充满
非 Newton 幂律流体时的自然对流

*
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摘要:摇 在一个轴对称、外形任意的多孔介质二维体中,充满了有屈服应力的非 Newton 幂律流体

时,数值分析其自由对流及其传热 /传质问题. 利用相似变换,将边界层控制方程及其边界条件变

换为无量纲形式,然后用有限差分法求解该方程组. 所研究的参数为流变常数、浮力比和 Lewis 数.
给出并讨论了典型的速度、温度及浓度曲线. 发现屈服应力参数值和非 Newton 流体的幂律指数对

结果有着显著的影响.
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符摇 号摇 说摇 明

a 常数, 0 臆 a < 1 m 常数

a1 无量纲常数 mw 局部的表面传质率

C 浓度 n 非 Newton 流体的幂律指数, n 逸0
D 有效质量扩散系数 Nux 局部的 Nusselt 数

f 相似的流函数 qw 局部表面传热率

g 重力加速度 Ran 修正的 Rayleigh 数

h 局部的传热系数 r 径向距离

hm 局部的传质系数 S 形状变量

K 渗透系数 Shx 局部的 Sherwood 数

kef 有效的热传导系数 T 温度

Le Lewis 数 u,v 分别为 x 和 y 方向 Darcy 速度分量

l 参考长度 x,y 直角坐标

希腊字母

琢0 阈值梯度, (a1子0 / K) 滋ef 非 Newton 流体的有效粘度

琢ef 有效的热扩散系数 孜 无量纲变量
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茁T 热膨胀系数 籽 流体的密度

茁C 浓度扩散系数 子0 屈服应力

酌 角度 准 无量纲浓度

灼 轴对称体外形的无量纲变量 鬃 流函数

浊 相似变量 赘 无量纲流变参数

兹 无量纲温度

角摇 摇 标

0 参考条件 ef 有效的

w 壁面 肄 自由流

x 局部的 * 无量纲量

引摇 摇 言

多孔介质中的非 Newton 流体显示出非线性的特点,与多孔介质中的 Newton 流体不同. 非
Newton 流体通过多孔介质时的流变效应,出现在诸多工程应用领域中,如化学工业中的输运

过程、核废料的储存、储油层中石油流动的发现、食品的加工等.
Mohanty[1]在各种类型的轴对称物体中,就伴有传热 /传质稳定的轴对称非 Newton 流动,

寻找不同形式相似解法存在的可能性. Hassanien 和 Hady[2] 就不可压缩的粘性导电非 Newton
流体,在横向磁场作用下,流经竖向表面(平板)没有限制的多孔介质时,对其二维稳定自由对

流和质量传递作了分析. Nakayama 和 Koyama[3] 提出了一般积分解,分析非 Newton 幂律流体

流经任意几何外形物体时的强迫对流及其传热. Kawase[4]基于边界层研究,提出了颗粒-流体

传热 /传质的一种新模型. Yang 和 Wang[5] 在饱和流体多孔介质中,就二维外形任意的轴对称

体,在有 /无屈服应力时,分析非 Newton 幂律流体的自由对流问题. J. P. Pascal 和 H. Pascal[6]

在多孔介质中,分析非 Newton 幂律流体有屈服应力时的自由对流. Jumah 和 Mujumdar[7] 在一

个多孔介质充满 Herschel鄄Bulkley 流体时,关注流经竖直平板的自由对流及其传热 /传质问题.
Wang 等[8]在一个饱和流体的多孔介质中,流经二维外形任意的可渗透轴对称体时,研究非

Newton 幂律流体有屈服应力时的自由对流. Ibrahim 等[9] 在一个内置不可渗透竖直平板的饱

和流体多孔介质中,研究非 Newton 流体的自然对流及其传热问题. Cheng[10鄄12]在一个具有不同

表面的饱和多孔介质中,致力于非 Newton 幂律流体的研究. Hayat 和 Sajid[13] 提出了由于平板

的线性伸展而产生的二阶流体轴对称流动.
二维轴对称不可渗透、外形任意的多孔介质物体中,充满计及屈服应力的非 Newton 幂律

流体时,其自然对流及其传热 /传质问题;屈服应力取不同值时,Lewis 数对传热 /传质影响的研

究;壁面的温度和浓度的常数值,在初始值和 0 之间变化;边界侧面质量通量的适当分布,以上

问题迄今为止尚未有人研究过. 因此,本文的主要工作就是在这样一个二维轴对称不可渗透、
外形任意的多孔介质物体中,研究层流边界层的自然对流及其传热 /传质问题,调查计及屈服

应力时幂律流体流变参数的重要性. 利用相似变换,将控制方程变换为无量纲形式. 然后,用显

式的有限差分法,求解变换的边界层方程. 给出了速度、温度和浓度曲线的数值结果.

1摇 分摇 摇 析

要知道非 Newton 流体的流变效应,可以写出粘度 滋ef 与剪切率 酌 之间的关系式,Herschel鄄
Bulkley 模型为
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摇 摇 滋ef = H 酌n + 子0,摇 摇 当 子 > 子0,
其中 n,H,子0 为由实验确定的流变参数. 从该式可以看出,当屈服应力为 0 时,该模型等效于

Ostwald鄄de Waele 幂律模型,且当 n = 1 时,即为 Bingham 模型. n < 1 表示流体呈有屈服应力的

伪塑性性能; n > 1 表示流体出现膨胀的特性. n = 1 且屈服应力为 0 时便简化为 Newton 流体.

图 1摇 物理模型和坐标系

Fig. 1摇 Physical model and coordinate system

摇 摇 根据流体流经多孔介质的 Darcy 概念,我们

可以得到修正的 Darcy 定律:计及非 Newton 流体

非线性流变效应的轴对称二维流体. 在文献[5]
所得结果的基础上,以及早先报道[8] 所描述的物

理模型和坐标系(见图 1),我们可以写出控制方

程:
1) 连续方程

摇 摇 鄣rmu
鄣x + 鄣rmv

鄣y = 0, (1)

当 m = 0 时,对应二维体;当 m = 1 时,对应三维轴

对称体,r(x) 为对称轴到轴对称体表面的径向距

离;
2) 动量方程

摇 摇

un = K籽g
滋ef

[茁T(T - T肄 ) + 茁C(C - C肄 )]cos 酌 -
琢0

籽{ }g ,

[茁T(T - T肄 ) + 茁C(C - C肄 )]cos 酌 > 琢0,

u = 0, [茁T(T - T肄 ) + 茁C(C - C肄 )]cos 酌 臆 琢0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(2)

其中 cos 酌 = 1 - (dr / dx) 2 ;
3) 能量方程

摇 摇 u 鄣T
鄣x + v 鄣T鄣y = 琢ef

鄣2T
鄣x2 + 鄣2T

鄣y( )2 ; (3)

4) 浓度方程

摇 摇 u 鄣C
鄣x + v 鄣C鄣y = D 鄣2C

鄣x2 + 鄣2C
鄣y( )2 . (4)

这些控制方程必须满足以下假设:自由对流为均匀的稳态层流;流体为 Herschel鄄Bulkley 模型

的流体;流体和多孔介质的热物理性能恒为常数;对流流体和多孔介质满足局部热力学平衡;
采用 Boussinesq 近似.

在上述方程(1) ~ (4)中, u和 v分别为 x和 y 方向上修正的 Darcy 速度, n 为非 Newton 流

体的幂律指数, 琢0 为阈值梯度,籽 为非 Newton 流体的密度, 滋ef 为有效粘度,K 为修正的渗透系

数,茁T 和 茁C 分别为热膨胀系数和浓度扩散系数,琢ef 和 D 分别为热扩散系数和质量扩散系数.
相应的边界条件定义如下:

摇 摇
y = 0: v = 0, T = Tw, C = Cw,
y 寅 肄: u 寅0, T 寅 T肄 , C 寅 C肄

{ ,
(5)

其中, T和C分别为温度和浓度,Tw 和Cw 分别为壁面的温度和浓度,T肄 和C肄 分别为自由流的

温度和浓度. 引入如下无量纲变量:
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摇 摇

x* = x
l , y* =

yRa1 / 2
n

l , r* = r
l , 兹 =

T - T肄

Tw - T肄
, 准 =

C - C肄

Cw - C肄
,

S = cos 酌, u* = ul
Ran琢ef

, v* = vl
Ra1 / 2

n 琢ef
,

赘 =
琢0

籽g茁T(Tw - T肄 ) - 籽g茁C(Cw - C肄 ), N =
茁C(Cw - C肄 )
茁T(Tw - T肄 ) ,

Ran = l
琢ef

K籽g茁T(Tw - T肄 )
滋

é
ë
êê

ù
û
úú

ef

1 / n

, Le =
琢ef

D

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(6)

注意到, 兹 和 准 分别为无量纲温度和无量纲浓度;S 为形状变量;赘 为屈服应力参数;N 为浮力

比,对于受热流动,即当 Cw > C肄 ,Tw > T肄 时,N为正,而对于散热流动,N为负,对于热驱动流

动,N 为 0;Ran 为修正的 Rayleigh 数; l 为参考长度;Le 为 Lewis 数.
根据边界层理论,方程(1) ~ (5)可以表示为以下的无量纲形式:

摇 摇 鄣( r*)mu*

鄣x* + 鄣( r*)mv*

鄣y* = 0, (7)

摇 摇
u* = [(兹 + N准)S - (1 + N)赘] 1 / n, (兹 + N准)S > (1 + N)赘,
u* = 0, (兹 + N准)S 臆 (1 + N)赘{ ,

(8)

摇 摇 u* 鄣兹
鄣x* + v* 鄣兹

鄣y* = 鄣2兹
鄣y*2, (9)

摇 摇 u* 鄣准
鄣x* + v* 鄣准

鄣y* = 1
Le

鄣2准
鄣y*2, (10)

相应的边界条件为

摇 摇 y* = 0: v* = 0, 兹 = 1, 准 = 1,
y* 寅 肄: u* 寅0, 兹 寅0, 准 寅0{ .

(11)

为了满足连续性方程(7),定义无量纲流函数 鬃 如下:

摇 摇 u* = 1
( r*)m

鄣鬃
鄣y*, v* = - 1

( r*)m
鄣鬃
鄣x* . (12)

引入如下的无量纲相似变换[5]:

摇 摇 浊 = y*( r*)m(a - 赘) 1 / (2n) 灼 -1 / 2,
鬃 = 灼1 / 2(a - 赘) 1 / (2n) f(浊{ ),

(13)

其中 a = cos 酌, r* = x* 1 - a2 ;a 为常数,0 臆 a < 1,灼 = 乙 x*

0
( r*)md孜 为轴对称体外形的无

量纲变量,孜 为无量纲变量,从而无量纲速度分量为

摇 摇 u* = (a - 赘) 1 / n f 忆, (14)

摇 摇 v* = - 1
2 灼 -1 / 2( r*)m(a - 赘) 1 / (2n)[ f - 浊 f 忆], (15)

其中 f(浊) 为相似的无量纲流函数. 由方程(6)、(14)和(15),得到

摇 摇
1 - 赘( )a

1 / n
f 忆 = 兹 + N准 - (1 + N) 赘[ ]a

1 / n
, 兹 + N准 > (1 + N) 赘

a ,

f 忆 = 0, 兹 + N准 臆 (1 + N) 赘
a

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(16)
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摇 摇 兹义 + 1
2 f兹忆 = 0, (17)

摇 摇 准义 + 1
2 Lef准忆 = 0, (18)

需要满足的边界条件为

摇 摇 浊 = 0: f = 0, 兹 = 1, 准 = 1,
浊 寅 肄: f 忆 = 0, 兹 = 0, 准 = 0{ ,

(19)

其中,上角撇号表示对 浊 求导.
根据热传导的 Fourier 定律和质量扩散的 Fick 定律,局部的表面传热率 qw(x) 和传质率

mw(x) 可以分别写成

摇 摇 qw(x) = - kef
鄣T
鄣[ ]y y = 0

= -
Ra1 / 2

n (Tw - T肄 )kef

l 兹忆(0) 鄣浊
鄣y*, (20)

摇 摇 mw(x) = - D 鄣C
鄣[ ]y y = 0

= -
Ra1 / 2

n (Cw - C肄 )D
l 准忆(0) 鄣浊

鄣y* . (21)

局部 Nusselt 数 Nux 和局部 Sherwood 数 Shx 可以分别表示为

摇 摇 Nux =
hx
kef

=
qwx

kef(Tw - T肄 ) = -
Ra1 / 2

n

l 兹忆(0) 鄣浊
鄣y* =

摇 摇 摇 摇 -
Ra1 / 2

n

l ( r*)m(a - 赘) 1 / (2n) 灼 -1 / 2兹忆(0), (22)

摇 摇 Shx =
hmx
kef

=
mwx

D(Cw - C肄 ) = -
Ra1 / 2

n

l 准忆(0) 鄣浊
鄣y* =

摇 摇 摇 摇 -
Ra1 / 2

n

l ( r*)m(a - 赘) 1 / (2n) 灼 -1 / 2准忆(0), (23)

其中, h,hm 分别表示局部的传热系数和局部的传质系数, kef 表示非 Newton 流体鄄饱和多孔介

质的有效热传导系数.

2摇 结果和讨论

利用隐式有限差分法,在边界条件(19)下,数值地求解变换后的非线性常微分方程组

(16) ~ (18). 本文取 浊肄 = 12. 为了彰显本文公式和计算精度,就热驱动自由对流(即N = 0) 的

情况,将本文得到的结果,与 Yang 和Wang[5]的结果进行对比,发现两者有着很好的一致性. 本
文得到的结果: n < 1. 0,流体呈有屈服应力的伪塑性性能;n > 1郾 0,流体出现膨胀特性;n =
1郾 0, 即 Bingham 模型,且当 n = 1. 0 和 赘 / a = 0. 0 时,它简化为 Newton 流体. 由此可见,当屈服

应力为 0 时,该模型类似于 Ostwald鄄de Waele 幂律模型.
图 2 ~图 5 给出了 n和 赘 / a对无量纲速度的影响,图 2 和图 3 为散热流动(N =- 0. 5),图

4 ~ 图 5 为受热流动(N = 0. 5),其中 Le = 1. 0. 可以看出,无论是散热流动还是受热流动,动量

边界层的厚度随 n 增加,而随 赘 / a 减小. 值得注意的是,n > 1. 0 时的无量纲速度 f 忆(浊) 曲线,
与 n 臆1. 0 情况有着明显的差别. 另一方面, 图 6 ~ 图 9 描述了 n 和 赘 / a 对无量纲温度和无

量纲浓度的影响, 图 6 和图 7 为散热流(N =- 0. 5), 图 8 和图 9 为受热流(N = 0. 5), 其中 Le
= 1郾 0. 可以清楚地看到,无论是散热流动还是受热流动,热量和浓度的边界层厚度随 赘 / a 增

大,而随 n 减小. 但请注意,与散热流相比较,受热流表面的温度梯度和浓度梯度更陡些. 这意

571外形任意的多孔介质轴对称物体中充满非 Newton 幂律流体时的自然对流



图 2摇 当 N = - 0. 5,赘 / a = 0,Le = 1 时, 图 3摇 当 N = - 0. 5,赘 / a = 0. 2,Le = 1 时,
流变参数 n 对速度曲线的影响 流变参数 n 对速度曲线的影响

Fig. 2摇 Effects of the fluid rheology on Fig. 3摇 Effects of the fluid rheology on
velocity profiles with N = - 0. 5, velocity profiles with N = - 0. 5,
赘 / a = 0 and Le = 1 赘 / a = 0. 2 and Le = 1

图 4摇 当 N = 0. 5,赘 / a = 0,Le = 1 时, 图 5摇 当 N = 0. 5,赘 / a = 0. 01,Le = 1 时,
流变参数 n 对速度曲线的影响 流变参数 n 对速度曲线的影响

Fig. 4摇 Effects of the fluid rheology on Fig. 5摇 Effects of the fluid rheology on
velocity profiles with N = 0. 5, velocity profiles with N = 0. 5,
赘 / a = 0 and Le = 1 赘 / a = 0. 01 and Le = 1

图 6摇 当 N = - 0. 5,赘 / a = 0,Le = 1 时, 图 7摇 当 N = - 0. 5,赘 / a = 0. 2,Le = 1 时,
流变参数 n 对温度和浓度曲线的影响 流变参数 n 对温度和浓度曲线的影响

Fig. 6摇 Effects of the fluid rheology on Fig. 7摇 Effects of the fluid rheology on
temperature and concentration temperature and concentration
profiles with N = - 0. 5, profiles with N = - 0. 5,
赘 / a = 0 and Le = 1 赘 / a = 0. 2 and Le = 1
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图 8摇 当 N = 0. 5,赘 / a = 0. 0,Le = 1 时, 图 9摇 当 N = 0. 5,赘 / a = 0. 01,Le = 1 时,
流变参数 n对温度和浓度曲线的影响 流变参数 n对温度和浓度曲线的影响

Fig. 8摇 Effects of the fluid rheology on Fig. 9摇 Effects of the fluid rheology on
temperature and concentration profiles temperature and concentration profiles
with N = 0. 5,赘 / a = 0. 0 and Le = 1 with N = 0. 5,赘 / a = 0. 01 and Le = 1

图 10摇 当 n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1 时, 图 11摇 当 n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1 时,
Lewis 数对速度曲线的影响 Lewis 数对温度曲线的影响

Fig. 10摇 Effects of the Lewis number on Fig. 11摇 Effects of the Lewis number on
velocity profiles with temperature profiles with
n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1 n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1

摇 图 12摇 当 n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1 时,
Lewis 数对浓度曲线的影响

Fig. 12摇 Effects of the Lewis number on
concentration profiles with
n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1

味着受热流有更高的传热 / 传质率. 当热量和浓

度边界层的特定点上 兹 + N准 = (1 + N)赘 / a 时,由
方程(16)可知速度曲线逼近于 0,这意味着伪塑

性和膨胀的流体,其速度边界层比热量和浓度边

界层要薄些.
图 10 给出了 Lewis 数 Le 对速度分布的影响,

其中 n = N = 0. 5,赘 / a = 0. 1. 可以看出,动量边界

层厚度随 Lewis 数减小. 图 11 给出了 Lewis 数对

温度曲线的影响. 可以清楚地看到,热边界层厚度

随 Le增加,导致表面热传导随 Le减小. 图 12 给出

了 Lewis 数对浓度曲线的影响. 可以看出,浓度边

界层厚度随 Le 减小,这意味着表面质量传递随 Le
的增加而增加. 由图 11 和图 12 还可以看出,与浓
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度曲线相比,Lewis 数对温度曲线的影响更小. 另外,与膨胀流体相比,Lewis 数对伪塑性流体温

度和浓度曲线的影响要大很多. 此外,与 Bingham 塑性流体 (n = 1. 0) 和膨胀流体 (n = 1. 5)
相比, 赘 和 N 对伪塑性流体(n = 0. 5) 传热 /传质的影响更突出.

3摇 结摇 摇 论

本文在一个轴对称的接近不可渗透的多孔介质二维体中,当表面温度和浓度为常数时,研
究了非 Newton 幂律流体自然对流的传热 /传质问题. 利用相似变换,将控制方程变换为无量纲

形式,再用有限差分法求解这些方程. 多孔介质中具有屈服应力的幂律流体参数变化时,给出

了速度、温度、浓度结果曲线. 结果表明,幂律流体中阈值梯度(屈服应力)的存在,将使热量和

浓度的边界层厚度增加,而幂律指数的增加,将使热量和浓度的边界层厚度减小;当屈服应力

为 0 时,Lewis 数的增加,将引起浓度边界层厚度的减小,而有屈服应力影响时,这种减小变得

厉害得多. 这意味着传热 /传质非常依赖于高屈服应力值.
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Natural Convection of Non鄄Newtonian Power鄄Law Fluid
Over Axisymmetric and Two鄄Dimensional Bodies of
Arbitrary Shape in a Fluid鄄Saturated Porous Medium

S. M. Abdel鄄Gaied,摇 M. R. Eid
(Department of Science and Mathematics, Faculty of Education, Assiut University,

The New Valley 72111, Egypt)

Abstract: Numerical analysis of free convection coupled heat and mass transfer was presented
for non鄄Newtonian power鄄law fluids with yield stress flowing over two鄄dimensional or axisym鄄
metric body of arbitrary shape in a fluid鄄saturated porous medium. The governing boundary lay鄄
er equations and boundary conditions were cast into a dimensionless form by similarity transfor鄄
mation and the resulting system of equations was solved by a finite difference method. The pa鄄
rameters studied were the rheological constants, the buoyancy ratio, and the Lewis number.
Representative velocity as well as temperature and concentration profiles were presented and
discussed. It was found that the result depend strongly on the values of the yield stress parame鄄
ter, and the power鄄law index of non鄄Newtonian fluid.

Key words: non鄄Newtonian fluid; porous medium; yield stress
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