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摘要: 讨论了无界区域上含线性阻尼的 2D 非自治 g-Navier-Stokes 方程的拉回吸引子，通过验证

共圈的拉回D-吸收集的存在性和拉回D-渐近紧性，证明了含线性阻尼的 2D 非自治 g-Navier-Stokes
方程的拉回吸引子的存在性，并给出了拉回吸引子的 Fractal 维数估计．
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引 言

众所周知，对动力系统的渐近行为的认识是现代数学物理的重要问题之一． 对一个具有耗

散性的系统来讲，解决这一问题的一种途径就是分析其吸引子的存在性和结构． 十多年来，

Navier-Stokes 方程得到研究且 2D Navier-Stokes 方程的吸引子的存在性被众多学者所证明( 参

见文献［1-22］) ．
在本文中，我们考虑无界区域 Ω R2 上含有线性阻尼的 2D 非自治 g-Navier-Stokes 方程，

其具有下列形式( 参见文献［1-3］) :

u
t

－ νΔu + αu + ( u·!) u + !p = f( t) ， 在 Ω × ( 0，∞ ) 中，

!·( gu) = 0， 在 Ω × ( 0，∞ ) 中，

u( x，t) = 0， 在 Ω 上，

u( x，0) = u0 ( x) ， 在 Ω 中













，

( 1)

这里，u( x，t) ∈ R2 和 p( x，t) ∈ R 表示速度和压力，ν ＞ 0 ，f = f( x，t) ∈ ( L2 ( Ω) ) 2 是和时

间有关的外力项． α ＞ 0 是线性阻尼常数，αu 是与速度场平行的阻尼项，0 ＜ m0 ≤ g = g( x1，

x2 ) ≤M0 ． 这里 g = g( x1，x2 ) 是某类实值光滑函数． 当 g = 1，方程( 1) 即就是 2D Navier-Stokes
方程． 我们的目标就是利用拉回吸引子理论来研究方程( 1) 的弱解的长时间性态． 拉回吸引子
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理论是由研究自治系统的全局吸引子理论发展而来，其优越于一致吸引子理论( 参见文献

［13］) 之处是允许非自治项可以在合适的范数及与时间有关的函数中任意取值．
近年来，有关自治的 2D g-Navier-Stokes 的吸引子的研究已经取得了一些结果，如文献［1，

3-5］． 在文献［1］中，Roh 借助半流理论研究了有界区域上 2D g -N-S 方程的全局吸引子的存在

性; Kwak 在文献［5］中研究了周期边界和 Dirichlet 边界条件下 2D g -N-S 方程的全局吸引子的

Hausdorff 和 Fractal 维数; 此外，在文献［3-4］中，我们不仅研究了含线性阻尼的 2D g -N-S 方程

在 R2 上的全局吸引子的存在性和其 Fractal 维数，而且研究了有界区域上 2D g -N-S 方程的拉

回吸引子的存在性． 据我们所知，无界区域上非自治 2D g -N-S 方程的拉回吸引子的存在性尚

未研究． 而最近，Caraballo 在文献［14］中介绍了非自治动力系统的拉回 D-吸引子的概念并借

助能量方程方法证明了拉回D-吸引子的存在性． Langa 在文献［23］中得到了 2D N-S 方程的拉

回吸引子的 Fractal 维数． 受文献［14，23］的启发，在本文中，我们证明了无界区域上 2D g -N-S
方程的拉回吸引子的存在性并对其 Fractal 维数进行了估计．

本文结构安排如下: 第 1 节，我们回顾了有关 2D g-Navier-Stokes 方程的主要概念和结果及

拉回渐近紧性的概念; 第 2 节，我们利用拉回渐近紧性获得了含线性阻尼的非自治 g-Navier-
Stokes 方程的拉回吸引子存在性; 第 3 节，我们估计了无界区域上含线性阻尼的非自治 g-Navi-
er-Stokes 方程的拉回吸引子的 Fractal 维数．

1 预 备 知 识

在本文中，Ω指无界光滑区域，我们假设 Poincaré 不等式在 Ω上成立，即存在 λ1 ＞ 0，使

得

∫Ω2gdx≤ 1
λ1
∫Ω | ! | 2gdx， ∈ H1

0 ( Ω) ． ( 2)

设 L2 ( g) = ( L2 ( Ω) ) 2，其内积为

( u，v) = ∫Ω u·νgdx，

范数为 |·| = (·，·) 1 /2，u，v∈ L2 ( g) ． 另设 H1
0 ( g) = ( H1

0 ( Ω) ) 2，其内积和范数分别为

( ( u，v) ) = ∫Ω∑
2

j = 1
!uj·!vjgdx，‖·‖ = ( (·，·) ) 1 /2，

u = ( u1，u2 ) ，v = ( v1，v2 ) ∈ H1
0 ( g) ．

由式( 2) 可知，范数‖·‖ 等价于 H1
0 ( Ω) 的范数，设 D( Ω) 是在 Ω 中具有紧支集的 C∞ 函

数空间， {= v∈ ( D( Ω) ) 2 : !·gv = 0，在 Ω }中 ; Hg 是  在 L2 ( g) 中的闭包; Vg 是  在

H1
0 ( g) 中的闭包． Hg 和 Vg 各自具有 L2 ( g) 和 H1

0 ( g) 的内积和范数． 由式( 2) 可得

| u | 2 ≤ 1
λ1
‖u‖2， u∈ Vg ． ( 3)

我们定义 g -Laplace 算子:

－ Δgu = － 1
g ( !·g !) u = － Δu － 1

g !g·!u ．

利用 g -Laplace 算子，我们将方程( 1) 写为

u
t

－ νΔgu + ν !gg ·!u + αu + ( u，!) u + !p = f ． ( 4)

我们定义 g-正交投射为 Pg : L
2 ( g) → Hg 和 g-Stokes 算子
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Agu = － P (g
1
g ( !·( g !u )) ) ．

将投射 Pg 作用于方程( 4) ，可得式( 1) 的弱形式: 设 f∈ Vg，u0 ∈ Hg，有

u∈ L∞ ( 0，T; Hg ) ∩ L2 ( 0，T; Vg ) ， T ＞ 0， ( 5)

使得

d
dt ( u，v) + ν( ( u，v) ) + α( u，v) + bg ( u，u，v) + ν( Ru，v) =〈 f，v〉，

v∈ Vg，t ＞ 0， ( 6)

u( 0) = u0， ( 7)

这里 bg : Vg × Vg × Vg → R 且有

bg ( u，v，w) = ∑
2

i，j = 1
∫ui
vj
x

wjgdx ( 8)

和

Ru = P [g
1
g ( !g·!) ]u ， u∈ Vg，

则式( 6) 和( 7) 等价于下面方程

du
dt + νAg u + α( u，v) + Bu + νRu = f， ( 9)

u( 0) = u0， ( 10)

这里 Ag : Vg → V '
g 是 g-Stokes 算子且

〈Ag u，v〉= ( ( u，v) ) ， u，v∈ Vg，

B( u) = B( u，u) = Pg ( u·!) u 是双线性算子且 B: Vg × Vg → V '
g，

〈B( u，v) ，w〉= bg ( u，v，w) ， u，v，w∈ Vg ．

定义 g-Stokes 算子 Ag : Vg → V '
g，B 和 R 满足下面不等式( 参见文献［1-2］和文献［24］) :

‖B( u) ‖V 'g ≤ c | u |‖u‖，‖Ru‖V 'g ≤
| !g | ∞

m0λ
1 /2
1
‖u‖， u∈ Vg ．

下面命题是成立的( 参见文献［25］) ．
命题 1 设 f∈ L2 ( g) ，u0 ( x) ∈ Hg，则存在一个唯一解

u( x，t) ∈ L∞ ( R + ; Hg ) ∩ L2 ( 0，T; Vg ) ∩ C( R + ; Hg ) ( T ＞ 0) ，

使得式( 6) 和式( 7) 成立．
下面介绍一些概念和定义( 参见文献［14］) ．
设 Γ 是非空集， {定义一族映射 θ }t t∈R 为 θt : Γ→ Γ 满足

1) θ0γ = γ 对所有 γ∈ Γ;

2) θt ( θτγ) = θt +τγ 对所有 γ∈ Γ，t，τ∈ R ． 则称算子 θt 为平移算子．
设 X 是具有度量 d(·，·) 的度量空间，称  是 X 上的 θ-共圈，即 : R + × Γ × X→ X 满足:

1) ( 0，γ，x) = x 对所有( γ，x) ∈ Γ × X;

2) ( t + τ，γ，x) = ( t，θτγ，( τ，γ，x) ) 对所有 t，τ∈ R + ，( γ，x) ∈ Γ × X ．
称 θ-共圈  是连续的，若对所有( t，γ) ∈ R + × Γ，映射 ( t，γ，·) : X→ X 是连续的． 设

P( X) 是 X 的非空子集族，φ 是由 D {= D( γ) : γ ∈ }Γ  P( X) 的所有集族构成的类，这里

D( γ) 是 P( X) 的非空子集．
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定义 1 设有非空子类 D φ，称 θ-共圈  是拉回 D-渐近紧的，如果对任意 γ ∈ Γ，D∈
D 和任意序列 tn →+ ∞，xn ∈ D( θ －tnγ) ，序列 ( tn，θ －tnγ，xn ) 具有一个收敛的子序列．

定义 2 称集族 C {= C( γ) ; γ∈ }Γ ∈ φ 是拉回D-吸收的，若对每一个 γ ∈ Γ 和 D∈
D，总存在 t0 ( γ，D) ≥0 使得 ( t，θ －tγ，D( θ －tγ) )  C( γ) ，t≥ t0 ( γ，D) ． 这里 C( γ) 是P( X)

的非空子集．
我们定义 C1 和 C2 的 Hausdorff 半距离为

dist( C1，C2 ) = sup
x∈C1

inf
y∈C2

d( x，y) ， C1，C2  X ．

定义 3 称集族 E {= E( γ) ; γ∈ }Γ ∈ φ 是拉回 D-吸引子，若其满足下列条件:

1) 对任意 γ ∈ Γ，E( γ) 是紧的;

2) E 是拉回 D-吸引的，即

lim
t→+∞

dist( ( t，θ －tγ，D( θ －tγ) ) ，E( γ) ) = 0， D∈ D，γ ∈ Γ;

3 ) E 是不变的，即对任意( t，γ) ∈ R + × Γ，( t，γ，E( γ) ) = E( θtγ) ． 这里 E( γ) 是 P( X)

的非空子集．
对每一个 D∈ φ 和 ω∈ Ω，定义 D 在 ω 的 ω-极限集( 在拉回意义下) 为

Λ( D，ω) =∩
s≥ (0

∪
t≥s

( t，θ －tω，D( θt ω )) ) ．

定理 1 设 θ-共圈  是连续的和拉回 D-渐近紧的，且存在 C ∈ D 是拉回 D-吸收的，则

E( ω) = Λ( C，ω) ，ω ∈ Ω 是最小的全局拉回吸引子，即对集族 F ∈ φ，F( ω) 是闭的且

limt→+∞ dist( ( t，θ －tω，C( θ －tω) ) ，F( ω) ) = 0 时，有 E( ω)  F( ω) 成立．

2 无界区域上含线性阻尼的 2D 非自治 g-Navier-Stokes 方程的

拉回吸引子的存在性

为了建立由式( 6) 所生成的非自治动力系统，我们令 Γ = R，θtτ = τ + t 并定义

( t，τ，u0 ) = u( t + τ; τ，u0 ) ， τ ∈ R，t≥ 0，u0 ∈ Hg ． ( 11)

由式( 6) 解的唯一性可知:

( t + s，τ，u0 ) = ( t，s + τ，( s，τ，u0 ) ) ， τ ∈ R，t，s≥ 0，u0 ∈ Hg ．
显然，对所有 τ ∈ R，t≥ 0，映射 ( t，τ，·) : Hg → Hg 是连续的，且  在 Hg 上是连续的 θ-
共圈． 下面我们将证明映射  的弱连续性．

引理 1 {设 u0 }n n 是 Hg 中弱收敛于 u0 ∈ Hg 的序列，则

1) 对任意的 τ ≥ 0，t∈ R，

( τ，t － τ，u0n ) 在 Hg 中弱收敛于 ( τ，t － τ，u0 ) ; ( 12)

2) 对任意的 τ ＜ T，

(·，－ τ，τ，u0n ) 在 L2 ( τ，T; Vg ) 中弱收敛于 (·，－ τ，τ，u0 ) ． ( 13)

证明 设 ( τ，t － τ，u0n ) = un ( t) ，可知

对任意的 T≥ τ，un 在 L∞ ( τ，T，Hg ) ∩ L2 ( τ，T; Vg ) 中是有界的， ( 14)

由于

u'
n = f － νAg un － αun － B( un ) － νRun ． ( 15)

因为 Ag : Vg → V '
g 是有界线性算子，且
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‖B( u) ‖V 'g ≤ c | u | ‖u‖，‖Ru‖V 'g ≤
| !g | ∞

m0λ
1 /2
1
‖u‖ ．

可得对任意的 t≥ τ {， u }'
n 在 L2 ( τ，T; V '

g ) 中有界．
由式( 14) 可知 T≥ τ，

un →
w* u， 在 L∞ ( τ，T; Hg ) 中，

un →
w u， 在 L2 ( τ，T; Vg ) 中

{
，

( 16)

则v∈和 τ ＜ t≤ t + a≤ T，T ＞ τ ． 有

( un ( t + a) － un ( t) ，v) =

∫
t +a

t
〈u'

n ( s) ，v〉ds≤‖v‖a1 /2‖u'
n‖L2( τ，T; V 'g) ≤ cT‖v‖a1 /2， ( 17)

这里 cT 是与 n 无关的正数． 那么，对 v = un ( t + a) － un ( t) ，有

| un ( t + a) － un ( t) | 2 ≤ cT a
1 /2‖un ( t + a) － un ( t) ‖，

∫
T－a

τ
| un ( t + a) － un ( t) | 2dt≤ cT a

1 /2∫
T－a

τ
‖un ( t + a) － un ( t) ‖dt≤

2cTT
1 /2a1 / (2 ∫

T

τ
‖un ( t) ‖

2d )t 1 /2

≤ c～ Ta
1 /2，

(这里 ∫
T

τ
‖un ( t) ‖

2d )t 1 /2

是有界的且正数 c～ T 独立于 n ． 于是

lim
a→0

sup
n ∫

T－a

τ
| un ( t + a) － un ( t) | 2

L2( Ωr)
dt = 0， ( 18)

这里 Ωr = Ω {∩ x∈ R2，| x |≤ }r ． 此外由式( 16) 可知 un | Ωr 在

L∞ ( τ，T; L2
g ( Ωr ) ) ∩ L2 ( τ，T; H1

g ( Ωr ) )

中有界，则可得子序列 un'，使得

T≥ τ，r ＞ 0， un' 在 L2 ( τ，T，Hg ( Ωr ) ) 中强收敛于 u ． ( 19)

由此我们可以在式( 9) 中对 un' 取极限，这表明u是式( 9) 的满足初值条件u0 的解，由唯一

性推出式( 16) 和式( 19) 对整个序列成立，故式( 13) 得证．
由式( 19) 可得，( un ( t) ，v) → ( u( t) ，v) 在 t∈R + 和 v∈时几乎处处成立，下面我们将

证明对所有的 t∈ R + ，收敛性都成立．
由式( 14) 和式( 17) 可知，( un ( t) ，v) 在［τ，T］上对所有的 T≥ τ 是等度有界和等度连续

的，因此 t ∈ R + ，v ∈ ，且  在 Hg 中稠密，有( un ( t) ，v) → ( u( t) ，v) 和( un ( t) ，v) →
( u( t) ，v) ，t∈ R + ，v∈成立． 从而 un ( t) 在 Hg 中弱收敛于 u( t) ． □

以后我们记 σ = νλ1 ． 设 r: R→ ( 0，∞ ) 满足

lim
t→－∞

e ( m－σ) t r2 ( t) = 0， ( 20)

对充分小的 | !g | ∞ ，m = 2α + σ + 2σ( | !g | ∞ / ( m0λ
1 /2
1 ) ) ，我们用 σ = νλ1 表示所有 r 函数之

集． 对 rD ∈Rσ，使得 D( t)  B
－
( 0，rD ( t) ) ，用 Dσ 表示所有的集族 D {= D( t) ; t ∈ }R 

P( Hg ) 构成的类，这里 B
－
( 0，rD ( t) ) 表示中心在 0，半径为 rD ( t) 的 Hg 中的闭球．

引理 2 对所有 t∈ R，设 f∈ L2
loc ( R; V '

g ) 满足

emτ－σt∫
t

－∞
eσs‖f( s) ‖2

* ds ＜ + ∞，

对充分小的 | !g | ∞ ，有 m = 2α + σ + 2σ( | !g | ∞ / ( m0 λ
1 /2
1 ) ) ． 则由式( 11) 所对应的共圈 
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在 Dσ 中存在一族拉回吸收集，这里‖·‖* 表示 V'
g 中的范数．

证明 设 t∈ R，τ≥ 0，u0 ∈ Hg ． 记 u( t) = u( t; t － τ，u0 ) = ( τ，t － τ，u0 ) ． 由于

1
2

d
dt | u | 2 =〈u'，u 〉=〈 f － νAg u － αu － Bu － νRu，u 〉=

〈 f，u 〉－ ν‖u‖2 － α | u | 2 － bg ( u，u，u) － ( (ν 1
g !g·! )u ， )u ，

考虑到 bg ( u，u，u) = 0，故

d
dt | u | 2 + 2ν‖u‖2 = 2〈 f，u 〉－ 2α | u | 2 － 2 ( (ν !g

g· )! u， )u ，

则在 ( C∞
0 ( t － τ，+ ∞ ) ) ' 中，有

d
dt ( e

σt | u( t) | 2 ) + 2νeσt‖u( t) ‖2 =

σeσt | u( t) | 2 + 2eσt〈 f( t) ，u( t) 〉－

2α | u | 2 eσt － 2 ( (ν !g
g· )! u( t) ，u( t )) eσt ≤

σeσt | u( t) | 2 + νeσt‖u‖2 + 1
ν
eσt‖f‖2

* +

2α | u | 2 eσt +
2ν | !g | ∞

m0λ
1 /2
1

‖u‖2eσt ．

由式( 3) 可知

d
dt ( e

σt | u( t) | 2 ) + λ1eσ
t －

2ν | !g | ∞

m0λ
1 /2( )
1

| u | 2 － σeσt | u | 2 － 2α | u | 2 eσt ≤

1
ν
eσt‖f‖2

* ，

d
dt ( e

σt | u( t) | 2 ) + eσt － 2α － σ － λ1
2ν | !g | ∞

m0λ
1 /2( )
1

| u | 2 ≤ 1
ν
eσt‖f‖2

* ，

d
dt ( e

σt | u( t) | 2 ) + eσt － 2α － σ － 2σ
| !g | ∞

m0λ
1 /2( )
1

| u | 2 ≤ 1
ν
eσt‖f‖2

* ．

设 m = 2α + σ + 2σ( | !g | ∞ / ( m0 λ
1 /2
1 ) ) ，则

d
dt ( e

σt | u( t) | 2 ) ≤ m eσt | u | 2 + 1
ν
eσt‖f‖2

* ．

应用 Gronwall 引理，可得

eσt | u( t) | 2 ≤ eσ( t －τ) | u( t － τ) | 2emτ + 1
ν ∫

t

t －τ
emτeσs‖f( s) ‖2

* ds， ( 21)

eσt | u( t) | 2 ≤ eσ( t －τ) | u( t － τ) | 2emτ + emτ

ν ∫
t

t －τ
eσs‖f( s) ‖2

* ds， ( 22)

| u( t) | 2 ≤ e ( m－σ) τ | u( t － τ) | 2 + emτ－σt

ν ∫
t

t －τ
eσs‖f( s) ‖2

* ds ． ( 23)

设 D∈ Dσ，对所有的 u0 ∈ D( t － τ) ，t∈ R，τ ≥ 0 ． 由式( 23) 可知

| ( τ，t － τ，u0 ) | 2 ≤ e ( m－σ) τr2D ( t － τ) + emτ－σt

ν ∫
t

t －τ
eσs‖f( s) ‖2

* ds ． ( 24)

记
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( Rσ ( t) ) 2 = 2emτ－σt

ν ∫
t

－∞
eσs‖f( s) ‖2

* ds ．

假设 Hg 中的一族闭球记为 Bσ，且

Bσ ( t) {= v∈ Hg ; | v |≤ Rσ ( t }) ．

直接可得 Bσ ∈ Dσ，由式( 20) 和式( 24) 可知，Bσ 是共圈  的拉回 Dσ 吸收集． □
引理 3 假设 f( t) 满足引理2条件且对T*∈R，f∈ L∞ ( －∞，T* ; V '

g ) ，对充分小的 |!g | ∞ ，

由式( 11) 定义的共圈  是拉回 Dσ 渐近紧的．

证明 设 D∈Dσ，t ∈ R ． 序列 τn →∞，u0n ∈ D( t － τn ) ． {我们需要证明从序列  ( τn，

t － τn，u0n }) 中可以抽取一个子列使得其在 Hg 中收敛． 由于集族 Bσ 是拉回 Dσ-吸收的，对每

个 k≥ 0，存在 τD ( k) ≥ 0，对所有的 τ≥ τD ( k) ，使得

( τ，t － τ － k，D( t － τ － k) )  Bσ ( τ － k) ， ( 25)

对 τ ≥ τD ( k) + k，由式( 25) 可得

( τ － k，t － τ，D( t － τ) )  Bσ ( τ － k) ． ( 26)

通过对角化过程，由式( 26 ) 不难得出， {存在一个子列 ( τn'，u0n' }) { ( τn，u0n })

{
和子列

wk ; k ≥ }0  Hg，使得对所有 k≥ 0 和 wk ∈ Bσ ( τ － k) ，有 ( τn' － k，t － τn'，u0n' ) 在 Hg 中

弱收敛于 wk ． 由引理 1 可知( 这里 weak-lim 表示弱极限) ，

w0 = weak- lim
n'→∞

( τn'，t － τn'，u0n' ) =

weak- lim
n'→∞

( k，t － k，( τn'，t － τn'，u0n' ) ) =

( k，t － k，weak- lim
n'→∞

( k，t － k，( τn'，t － τn'，u0n' ) ) )

使得

( k，t － k，wk ) = w0， k≥ 0 ． ( 27)

那么，由范数的下半连续性可得 | w0 |≤ limn'→∞ inf | ( τn'，t － τn'，u0n' ) | ． 若能证明

lim
n'→∞

sup | ( τn'，t － τn'，u0n' ) |≤| w0 | ， ( 28)

则可得 limn'→∞ | ( τn'，t － τn'，u0n' ) | = | w0 | ． 由弱收敛性暗含 Hg 中从 ( τn'，t － τn'，u0n' )

到 w0 的强收敛性． 为了证明式( 28) ，我们考虑在 Vg 中构造 Hilbert 范数如下:

［u，v］ = α( u，v)
2 + ν( ( u，v) ) + v ( (2

!g
g· )! u， )v +

ν ( (2
!g
g· )! v， )u －

νλ1

4 ( u，v) ．

进一步，只须 | !g | ∞ 充分小以使 | !g | ∞ / ( m0λ
1 /2
1 ) ＜ 1 /4，则由式( 3) 可得

［u］2 = ［u，u］ = α | u | 2

2 + ν‖u‖2 + ( (ν !g
g· )! u， )u －

νλ1

4 | u | 2 ≥

α | u | 2

2 + ν‖u‖2 + ( (ν !g
g· )! u， )u － ν

4 ‖u‖2 ≥

α | u | 2

2 + ν‖u‖2 － (ν | !g | ∞

m0 λ
1 /2
1

+ )1
4 ‖u‖2 ≥

α
2 | u | 2 + ν

2 ‖u‖2 ≥ ν
2 ‖u‖2，

［u］2 = ［u，u］≤ α | u | 2

2 + ν‖u‖2 + ( (ν !g
g· )! u， )u ≤
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α | u | 2

2 + ν‖u‖2 +
ν | !g | ∞

m0λ
1 /2
1
‖u‖2 (= α

2λ1
+ ν +

ν | !g | ∞

m0λ
1 /2 )
1

‖u‖2 ．

因此对充分小的 | !g | ∞ ，有

ν
2 ‖u‖2 ≤［u］2 (≤ α

2λ1
+ ν +

ν | !g | ∞

m0λ
1 /2 )
1

‖u‖2， u∈ Vg ．

则［·，·］是 Vg 上的内积，其范数为［·］ = ［·，·］1 /2，与 Vg 中的范数‖u‖等价．
由引理 2 可得，

d
dt | u | 2 + 2ν‖u‖2 = 2〈 f，u 〉－ 2α | u | 2 － 2 ( (ν !g

g· )! u， )u ，

2［u］2 = α | u | 2 + 2ν‖u‖2 + 2 ( (ν !g
g ， )! u， )u －

νλ1

2 | u | 2 ．

于是有

d
dt | u | 2 + α +

νλ1( )2
| u | 2 = 2( f，u) － 2［u］2 ．

由常数变易公式可得

| u( t) | 2 = | u0 |
2e － ( α+σ /2) τ + 2∫

t

t －τ
e － ( α+σ /2) ( t －ξ) ( ( f，u( ξ) ) － ［u( ξ) ］2 ) dξ ．

令 u = u( t) = ( τ，t － τ，u0 ) ，则对所有的 t∈ R，τ ≥ 0 和 u0 ∈ Hg，

| ( τ，t － τ，u0 ) | 2 =

| u0 |
2e － ( α+σ /2) τ + 2∫

t

t －τ
e － ( α+σ /2) ( t －ξ)( 〈 f( ξ) ，( t － ξ + τ，t － τ，u0 ) 〉－

［( t － ξ + τ，t － τ，u0) ］2 ) dξ ．
于是，对所有的 k≥ 0 和 τn' ≥ k，

| ( τn'，t － τn'，u0n' ) | 2 = | ( k，t － k，( τn'，t － τn'，u0n' ) ) | 2 =
e － ( α+σ /2) k | ( τn' － k，t － τn'，u0n' ) | 2 +

2∫
t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ)〈 f( ξ) ，( t － ξ + k，t － k，( τn' － k，t － τn'，u0n' ) ) 〉dξ －

2∫
t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ) ［( t － ξ + k，t － k，( τn' － k，t － τn'，u0n') ) ］2 dξ ． ( 29)

对所有的 τn' ≥ τD ( k) + k，k≥ 0，由式( 26) 可得( τn' － k，t － τn'，u0n' ) ∈ Bσ ( t － k) ． 则

lim sup
n'→∞

( e － ( α+σ /2) k | ( τn' － k，t － τn'，u0n' ) | 2 ) ≤

e － ( α+σ /2) kR2
σ ( t － k) ， k≥ 0 ． ( 30)

另一方面，由于 ( τn' － k，t － τn'，u0n' ) 在 Hg 中弱收敛于 wk，由引理 1 可得

(·－ t + k，t － k，( τn' － k，t － τn'，u0n' ) ) → (· － t + k，t － k，wk ) ． ( 31)

在 L2 ( t － k，t ; Vg ) 中弱收敛． 由于 e － ( α+σ /2) ( t －ξ) f( ξ) ∈ L2 ( t － k，t; V '
g ) ，由式( 31) 可得

lim
n'→∞∫

t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ)〈 f( ξ) ，( t － ξ + k，t － k，( τn' － k，t － τn'，u0n' ) ) 〉dξ =

∫
t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ)〈 f( ξ) ，( t － ξ + k，t － k，wk ) 〉dξ ． ( 32)

(而且 ∫
t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ) ［v( ξ) ］2d )ξ 1 /2

定义了在 L2 ( t － k，t ; Vg ) 中的范数，其等价于通常的范

数，故由式( 31) 可得
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∫
t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ) ［( t － ξ + k，t － k，wk) ］2dξ≤

lim inf
n'→∞ ∫

t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ) ［( t － ξ + k，t － k，( τn' － k，t － τn'，u0n') ) ］2dξ ． ( 33)

则由式( 29) 、( 30) 、( 32) 和( 33) 可知

lim sup
n'→∞

| ( τn'，t － τn'，u0n' ) | 2 ≤

e － ( α+σ /2) kR2
σ ( t － k) + 2∫

t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ)( 〈 f( ξ) ，( t － ξ + k，t － k，wk ) 〉－

［( t － ξ + k，t － k，wk) ］2 ) dξ ． ( 34)

于是由式( 27) 和( 29) ，可得

| w0 |
2 = | ( k，t － k，wk ) | 2 =

| wk |
2e － ( α+σ /2) k + 2∫

t

t －k
e － ( α+σ /2) ( t －ξ)( 〈 f( ξ) ，( t － ξ + k，t － k，wk ) 〉－

［( t － ξ + k，t － k，wk) ］2 ) dξ ． ( 35)

由式( 34) 和( 35) 可知，

lim sup
n'→∞

| ( τn'，t － τn'，u0n' ) | 2 ≤

e － ( α+σ /2) k R2
σ ( t － k) +| w0 |

2 +| wk |
2e － ( α+σ /2) k ≤

e － ( α+σ /2) kR2
σ ( t － k) +| w0 |

2 ．
由于

e － ( α+σ /2) kR2
σ ( t － k) = 2e ( －σ /2+α) k+mτ－σt

ν ∫
t －k

－∞
eσξ‖f( ξ) ‖2

* dξ→ 0， k →+ ∞，

由最后一个不等式易得式 ( 28) ． 则共圈 在Hg 中强收敛于w0，所以  在Hg 中是拉回渐近紧

的． □
由于  在 Hg 中有有界的拉回 Dσ-吸收集，由定理 1 可得拉回吸引子的存在性．
定理 2 设 f( t) 满足引理 2 的条件且对 T* ∈ R 和充分小的 | !g | ∞ ，f∈ L∞ ( － ∞，T* ;

V'
g ) ． 则对式( 11) 所定义的共圈 ，存在唯一的属于 Dσ 的拉回吸引子． □

3 含线性阻尼的 2D g -N-S 方程的拉回吸引子的 Fractal 维数

设 F: Vg R→ V '
g 是一族给定的非线性算子，使得对所有的 τ ∈ R 和 u0 ∈ Hg，总有唯一的

函数 u( t) = u( t; τ，u0 ) 满足

u∈ L2 ( τ，T; Vg ) ∩ C( ［τ，T］; Hg ) ，F( u( t) ，t) ∈ L' ( τ，T; V '
g ) ， T ＞ τ，

du
dt = F( u( t) ，τ) ， t ＞ τ， ( 36)

u( τ) = u0 ． ( 37)

定义 U( t，τ) u0 = u( t; τ，u0 ) ，τ≤ t，u0 ∈ Hg ． 设 T* ∈ R，假设存在 Hg

{
中一族非空的紧子集

K( t) : t≤ T }* 且满足不变性: U( t，τ) K( τ) = K( t) ，τ≤ t≤ T* ． 则有

引理 4( 参见文献［23］) 设

∪
τ≤T*

K( τ)

在 Hg 中相对紧，则存在 qj，j = 1，2，…，使得 qj ≤ qj，j≥ 1，

qn0 ≥ 0，qn0+1 ＜ 0， n0 ≥ 1，
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qj ≤ qn0 + ( qn0 － qn0+1 ) ( n0 － j) ， j = 1，2，…，

则

dF ( K( τ) ) ≤ d0 n0 +
qn0

qn0 － qn0+1
， τ≤ T* ．

这里

qj = lim sup
T→+∞

sup
τ≤T*

sup
u0∈K( τ－T (

)

1
T ∫

τ

τ－T
Trj ( F

' ( U( s，τ － T) u0，s) ) d )s ，

F' : ( u，t) ∈ Vg ( － ∞，T* ］→ F' ( u，t) ∈ L( Vg，V
'
g ) ． □

下面我们给出主要结果．
定理 3 设 f∈ L2

loc ( R; V '
g ) 满足

∫
t

－∞
eσs‖f( s) ‖2

* ds ＜ + ∞， t∈ R，

则拉回吸引子的维数满足

dF ( A( τ) ) ≤ max 1， c
λ1 ν

4mm1
‖f‖2

L∞ ( －∞，T* ; V 'g( )) ， τ∈ R ．

对充分小的

| !g | ∞ ，m = 1 －
2 | !g | ∞

m0λ
1 /2
1

和 m1 = 1 －
2 | !g | ∞

m0λ
1 /2
1

+ 2α
σ

．

证明 由于式( 6) 和( 7) 可以写成式( 36) 和( 37) 的形式，对每一个 t≤ T* ，设

F( u，t) = － νAg u － αu － B( u) － νRu + f( t) ．
映射 F(·，t) 在 Vg 中 Fréchet 可微且

F' ( u，t) v = － νAg v － αv － B( u，v) － B( v，u) － ν( Ru，v) ， u，v∈ Vg ( 38)

是连续的． 设 u0，v10，…，v j
0 ∈ Hg 且 φ1 ( s) ，φ2 ( s) ，…，φj ( s) ，s≥ τ 是 Hg 中的一组正交基，由式

( 36) 的一组解 v( s; τ，u0，v10 ) ，…，v( s; τ，u0，v j
0 ) 可生成 Hg 的相应子空间． 设 φi ( s) ∈ Vg 在 s≥

τ 时几乎处处成立． 下面定义( 参见文献［22］)

Trj ( F
' ( U( s，τ) u0，s) ) = sup

vi0∈Hg，

| vi0|≤1，i≤

(
j

∑
j

i = 1
( F' ( U( s，τ) u0，s) φi，φ )i ．

由于

∑
j

i = 1
( F' ( U( s，τ) u0，s) φi，φi ) =

∑
j

i = 1
( － νAgφi － α( φi，φi ) － B( φi，U( s，τ) u0，i ) － νR( φi，φi ) ) ．

由 Schwarz 不等式，

∑
j

i = 1
B( φi，U( s，τ) u0，φi ) =

∫Ω∑
j

i = 1
∑
2

k，l = 1
φikDk ( U( s，τ) u0 ) l ( x) φil ( x) g( x) dx ≤

∫Ω | grad( U( s，τ) u0 ) ( x) ρ( x) | dx≤‖U( s，τ) ‖ | ρ | ，

这里，ρ( x) = ∑ j

i = 1 槡| gφi ( x) | 2 ． 根据 Lieb-Thirring 不等式，
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| ρ( τ) | 2 = ∫Ω ρ2 ( x，τ) g( x) dx≤ c∑
j

i = 1
‖φi‖

2，

∑
j

i = 1
ν( Rφi，φi ) = ∑

j

i =
(

1

ν
g ( !g·!φi ) φ )i ≤∑

j

i = 1

ν | !g | ∞

m0
‖φi‖ | φi | ．

由 Schwarz 不等式和式( 3) 可得

∑
j

i = 1
( F' ( U( s，τ) u0，s) φi，φi ) ≤

－ ν∑
j

i = 1
‖φi‖

2 －∑
j

i = 1
α | φi |

2 + ‖U( s，τ) u0‖ρ +∑
j

i = 1
ν
| !g | ∞

m0
‖φi‖ | φi |≤

－ ν
2∑

j

i = 1
‖φi‖

2 － αj + c
2ν‖

U( s，τ) u0‖
2 +∑

j

i = 1
ν
| !g | ∞

m0λ
1 /2
1
‖φi‖

2 ≤

－
νλ1

2 1 －
2 | !g | ∞

m0λ
1 /2( )
1
∑

j

i = 1
| φi |

2 － αj + c
2ν‖

U( s，τ) u0‖
2 =

－ σ
2 1 －

2 | !g | ∞

m0λ
1 /2
1

+ 2α( )σ
j + c

2ν‖
U( s，τ) u0‖

2 ．

所以

Trj ( F
' ( U( s，τ) u0，s) ) ≤－ σ

2 1 －
2 | !g | ∞

m0λ
1 /2
1

+ 2α( )σ
j + c

2ν‖
U( s，τ) u0‖

2 ．

另一方面，

d
dt | u | 2 + 2ν‖u‖2 + 2α | u | 2 = 2( f，u) － 2 ( (ν !g

g· )! u， )u ，

d
dt | u | 2 + 2ν‖u‖2 ≤ 2( f，u) － 2 ( (ν !g

g· )! u， )u ，

| U( t，τ) u0 |
2 + 2ν∫

t

τ
‖U( s，τ) u0‖

2ds≤

| u0 |
2 + 2∫

t

τ
( f( s) ，U( s，τ) u0 ) ds －

2ν∫
t ( (τ

!g
g· )! U( s，τ) u0，U( s，τ) u )0 ds ．

由于

2∫
t

τ
( f( s) ，U( s，τ) u0 ) ds≤

ν∫
t

τ
‖U( s，τ) u0‖

2ds + 1
ν ∫

t

τ
‖f( s) ‖2

* ds ．

则

ν∫
t

τ
‖U( s，τ) u0‖

2ds≤| u0 |
2 + 1

ν ∫
t

τ
‖f( s) ‖2

* ds －

2ν∫
t ( (τ

!g
g· )! U( s，τ) u0，U( s，τ) u )0 ds≤

| u0 |
2 + 1

ν ∫
t

τ
‖f( s) ‖2

* ds +
2ν | !g | ∞

m0λ
1 /2
1
∫

t

τ
‖U( s，τ) u0‖

2ds ．

可得
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1 －
2 | !g | ∞

m0λ
1 /2( )
1

ν∫
t

τ
‖U( s，τ) u0‖

2ds≤

| u0 |
2 + 1

ν ∫
t

τ
‖f( s) ‖2

* ds ．

设 m = 1 － 2 | !g | ∞ / ( m0 λ
1 /2
1 ) ，则

∫
t

τ
‖U( s，τ) u0‖

2ds≤
| u0 |

2

mν
+ 1
mν2∫

t

τ
‖f( s) ‖2

* ds ．

设 M = ‖f‖2
L∞ ( －∞，T* ; V 'g) 且 m1 = 1 － 2 | !g | ∞ / ( m0λ

1 /2
1 ) + 2α /σ，从而有

qj = －
σm1

2 j + c
2mν3

lim sup
T→+∞

1
T ∫

τ

τ－T
‖f( s) ‖2

* ds≤－
σm1

2 j + cM
2mν3

．

若 M ＜ σmm1 ν
3 / c，则取

qj = －
σm1

2 ( j － 1) ， j = 1，2，…; n0 = 1 ．

可得

dF ( Aσ ( t) ) ≤ 1， τ≤ T* ． ( 39)

若 M ＞ σmm1ν
3 / c，则取

qj = －
σm1

2 j + cM
2mν3

， j = 1，2，…; n0 = 1 [+ cM
σmm1ν

3 － ]1 ，

［·］在这里表示取整． 由于

∪
t≤T*

A( τ)

在 Hg 中相对紧，其证明过程与文献［23］的定理 3． 6 相似，故在此略去． 由引理 4 可得，

dF ( Aσ ( t) ) ≤ cM
σmm1ν

3 =

cM
λ1 ν

4 ( 1 － ( 2 | !g | ∞ ) / ( m0 λ
1 /2
1 ) ) ( 1 － ( 2 | !g | ∞ ) / ( m0λ

1 /2
1 ) + 2α /σ)

，

τ≤ T* ． ( 40)

由式( 39) 和( 40) 可得

dF ( A( τ) ) ≤ max 1， c
λ1ν

4mm1
‖f‖2

L∞ ( －∞，T* ; V 'g( )) ， τ∈ R ． □

4 结 论

在本文的第 2 节，我们证明了无界区域上具有齐次 Dirichlet 边界条件且含线性阻尼的非

自治 2D g-Navier-Stokes 方程在相空间 Hg 上由其对应的共圈所生成的拉回吸引子的存在性

( 参见定理 2． 4) ，这一结论的创新之处在于由引理 2 所给的假设相对较弱，即非自治外力项所

满足的条件较弱． 我们避免了对无界区域的非紧性的讨论，而证明有限维的拉回吸引子的存在

性的关键是如何获取过程的拉回渐近紧性．
在本文的第 3 节，我们估计了非自治 2D g-Navier-Stokes 方程的拉回吸引子的维数． 当 g

= 1 时，2D g-Navier-Stokes 方程就是通常的 2D Navier-Stokes 方程，当 g = 1 且 α = 0 时，我们

在本文中得到的维数与在文献［23］的结果一致，这表明我们的结果是文献［23］的相应结果

的推广．
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Pullback Attractor of 2D Nonautonomous
g-Navier-Stokes Equations
With Linear Dampness

JIANG Jin-ping1，2， HOU Yan-ren1， WANG Xiao-xia2

( 1． School of Science，Centre of Computational Geoscience，
Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049，P． R． China;

2． College of Mathematics and Computer Science，
Yan’an University，Yan’an，Shaanxi 716000，P． R． China)

Abstract: The pullback attractors for the 2D non-autonomous g-Navier-Stokes equations with linear damp-
ness on some unbounded domains were investigated． The existence of the pullback attractors was proved
by verifying the existence of pullback D-absorbing sets with cocycle and obtaining the pullback D-asymp-
totic compactness． Furthermore，the estimation of the fractal dimensions for the 2D g-Navier-Stokes equa-
tions was given．

Key words: pullback attractor; g-Navier-Stokes equation; pullback asymptotic compactness; fractal di-
mensions; linear dampness
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