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摘要:摇 该文考察了小波自适应方法用于涡旋运动的演化过程. 首先,通过两个初边值问题,说明

小波方法具有可精度可控和局部结构自动捕捉的能力. 然后,计算了涡旋的合并过程,结果表明,
小波方法可以准确高效的应用于流动涡旋的演化预测,进而,讨论了小波方法在湍流数值模拟中

的应用.
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引摇 摇 言

小波基函数具有许多优秀性质,比如有限支撑基函数、对称性、正交或双正交性质等,使得

小波方法可以用于微分方程数值模拟[1鄄4] . 相比于 Fourier 方法,小波方法的最大的优点是基函

数有限支撑性质. 在 Fourier 方法中,基函数是三角函数,具有无穷域支撑,它的展开系数是整

个域分布的平均效果,局部结构信息很难集中展现. 而在小波方法中,小波基函数是有限域支

撑的,通过伸缩和平移变换,小波分析可以细致反映局部结构信息,据此小波方法是适合求解

局部结构问题的[5鄄7] .
能准确地模拟涡旋演化在流动数值模拟特别是湍流数值模拟中非常紧要,因为涡旋普遍

分布在流动中,随流动迁移并发生伸缩扭转变形[8] . 正是由于涡旋形态的多样性和涡旋的多

尺度分布特征,极大地增加了湍流数值模拟的计算量和难度. 湍流本质上是三维的,其数值模

拟应当通过三维流动控制方程来计算. 本文旨在探讨小波用于湍流数值模拟的可行性,将通过

一个二维涡旋演化的模拟算例,考察基于小波数值方法的精度及其自动捕捉强脉动的能力,为
后续实现三维湍流数值模拟积累一些经验.

小波系数临界值确定的方案选择对于湍流的小波自适应模拟的效果和效率非常关键.
Farge 和 Schneider[5鄄6]基于去噪理论获得临界值公式,提出相干涡模拟(coherent vertex simula鄄
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tion,CVS),把湍流量当作一个脉动信号,可分解为相干结构和 Gauss 概率分布噪音. 临界值由

样本数目和噪音方差决定,该公式的缺点是噪音部分并不能事先确定,只能保守估计. Gold鄄
stein 和 Vasilyev[9]认为 CVS 的缺点是计算量大和不能确保 Gauss 噪音残余,他们直接指定临

界值,提出统计相干结构自适应大涡模拟(stochastic coherent adaptive large eddy simulation,
SCALE),以节约相干结构提取的计算量,但是由于临界值较大,需要模式理论来考虑忽略部分

对统计相干结构的影响,总计算量并不明显较少. 本文提出一种新的临界值公式,它具有显式

形式,并由当前流动演化特征决定. 依照这一临界值公式,通过二维涡旋演化算例,得到了与文

献报道一致的涡旋演化形态[10鄄11] .
本文第 1 节简要地介绍了小波理论和它在涡量方程数值模拟中的应用,详细介绍可参阅

文献[12],并给出了流动小波自适应模拟中用到的临界值公式以及二维流动数值模拟的计算

流程;第 2 节通过 2 个简单算例,考察了算法的精度和自适应能力;第 3 节做了三涡合并算例,
模拟 3 个初始涡量为 Gauss 分布型的涡旋合并过程;第 4 节给出研究结论.

1摇 小波理论及其在涡量方程中应用

小波基是平方可积空间 L2(R) 上的多分辨分析, 即可以把空间分解成序列嵌套子空间,
V j 奂 V j +1, j 沂 Z; 满足 胰 V j = L2(R) 和 疑 V j {= }0 . 定义 W j 为 V j 在 V j +1 的正交补, 即 V j +1

= V j 茌W j . L2(R) 就可以表述为W j 的值和 L2(R) =茌
j沂z

W j,W j 就是小波基函数. L2(R) 空间的小

波基函数 W j,是正交并且有限支撑的,它可以通过一个简单函数 鬃(x) 的伸缩和平移来实现:
摇 摇 鬃 j,k(x) = 2 j / 2鬃(2 jx - k), (1)

指标 j,k沂 Z,j称为尺度指标,k是位置指标. 函数 鬃(x) 可以定义一个伴随函数 渍(x), 称为尺

度函数,这些函数有以下关系:

摇 摇 鬃(x) = 2移
L-1

k = 0
gk渍(2x - k), (2)

摇 摇 渍(x) = 2移
L-1

k = 0
hk渍(2x - k), (3)

其中

摇 摇 gk = ( - 1) khL-k-1,摇 摇 k = 0,…,L - 1, (4)

摇 摇 乙+肄

-肄
渍(x)dx = 1. (5)

并且,小波函数 鬃(x) 具有 M 阶消失矩

摇 摇 乙+肄

-肄
鬃(x)xmdx = 0,摇 摇 m = 0,…,M - 1. (6)

以上定义后 {, 鬃 j,k(x),k 沂 }Z 就形成 W j 空间的正交基,
摇 摇 渍 j,k(x) = 2 j / 2渍(2 jx - k),摇 摇 k 沂 Z, (7)

形成 V j 空间的正交基.
系数 {H = hk,k = 0,…,L - }1 和 {G = gk,k = 0,…,L - }1 称为映射过滤器,一旦 H 确

定,函数 鬃 和 渍 就完全确定. 对 Daubechies 小波来说, L = 2M - 1. 记 sup 渍 和 sup 鬃 分别为尺

度函数和小波函数的定义域,那么,sup 渍 = [0,2M - 1] 和 sup 鬃 = [ - M + 1,M] . 二维情况下

的基函数可以通过一维基函数的张量积形成,
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摇 摇

渍 j,kl(x,y) = 渍 j,k(x)渍 j,l(y),

鬃 滋
j,kl(x,y) =

鬃 j,k(x)渍 j,l(y),摇 摇 滋 = 1,
渍 j,k(x)鬃 j,l(y),摇 摇 滋 = 2,
鬃 j,k(x)鬃 j,l(y),摇 摇 滋 = 3

ì

î

í

ïï

ïï

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(8)

二维流动下,涡量方程相对简单,我们用它来模拟二维涡旋流动,控制方程如下给定:

摇 摇 鄣棕
鄣t + u 鄣棕

鄣x + v 鄣棕鄣y = 自 鄣2棕
鄣x2 + 鄣2棕

鄣y( )2 , (9)

由于正交性,我们就可以把涡量表述为以下多尺度的小波表达形式:

摇 摇 棕(x,y) = 移
2 j0-1

k = 0
移
2 j0-1

l = 0
cj0,kl渍 j0,kl(x,y) + 移

J-1

j = j0
移
2 j-1

k = 0
移
2 j-1

l = 0
移

3

滋 = 1
d滋
j,kl鬃 滋

j,kl(x,y), (10)

其中

摇 摇 cj0,kl = 掖棕,渍 j,kl业, (11)
摇 摇 d1

j,kl = 掖棕,鬃1
j,kl业, (12)

摇 摇 d2
j,kl = 掖棕,鬃2

j,kl业, (13)
摇 摇 d3

j,kl = 掖棕,鬃3
j,kl业 . (14)

这些表达式中,涡量被投影到一序列的嵌套空间里,因而能够进行多尺度分析,即 j0 臆 j 臆 J - 1,
j0,J 分别表示最大和最小尺度指标. 通过这些投影,可以实现流动脉动量在不同尺度上的观

测,这在小波信号分析领域是经常采用的. 我们设定小波系数临界值后,就把涡量分成了 3 部

分,尺度系数部分和绝对值大于临界值的显著小波系数部分及绝对值小波临界值的平凡小波

系数部分,具体表示为

摇 摇

棕 = 棕0 + 棕逸 + 棕 < ,

棕0 = 移
2 j0-1

k = 0
移
2 j0-1

l = 0
cj0,kl渍 j0,kl(x,y),

棕逸 = 移
J-1

j = j0
移
2 j-1

k = 0
移
2 j-1

l = 0
移

3

滋 = 1
d滋
j,kl鬃 滋

j,kl(x,y),摇 摇 | d滋
j,kl | 逸 着 (滋)

j ,

棕 < = 移
J-1

j = j0
移
2 j-1

k = 0
移
2 j-1

l = 0
移

3

滋 = 1
d滋
j,kl鬃 滋

j,kl(x,y),摇 摇 | d滋
j,kl | < 着 (滋)

j

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï ,

(15)

棕0,棕逸 和 棕 < 可认为分别对应着流动的主体、强脉动和微弱脉动. 我们保留前面两部分来近似

重构涡量,并且定义它们为相干结构

摇 摇 棕* = 棕0 + 棕逸抑 棕 . (16)
在自适应方法中,小波系数的临界值非常重要. 它决定了计算量的大小,并且还关联着相

干结构的定义. 我们认为,相干结构对应着流动脉动中的强脉动. 在脉动量的小波级数的表达

式中,我们选取小波系数绝对值大于给定的临界值部分和尺度系数项重构得到的量称为相干

结构. 本文定义以下临界值公式

摇 摇 着 (滋)
j | t =

1
22j移

2 j-1

k = 0
移
2 j-1

l = 0
d(滋)2
j,( )kl

1 / 2

t -1
, (17)

该值可认为是在某一给定时间的二阶脉动强度的平均值,它随时间变动,能够反映流动的时间

间歇性. 从公式看,临界值随尺度变化,对应了湍流的尺度特征,同时,不同方向的值也不一样,
比如二维情况下,有水平、垂向和对角线方向,这可以对应湍流的各向异性. 可见,该临界值的

这些特征与湍流的间歇性,多尺度及方向差异是很一致的,符合湍流的物理特征.
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记 兹(x) 为尺度函数的自相关函数

摇 摇 兹(x) = 乙+肄

-肄
渍(y)渍(y - x)dy, (18)

渍 为尺度函数,它具有正交性质和有限支撑特征,正交性可以导致插值性质,

摇 摇 兹(k) = 1,摇 摇 k = 0,
0,摇 摇 k 屹0{ ,

摇 摇 k 沂 Z . (19)

本文采用 6 阶 Daubechies 小波消失矩函数(Db6). 虽然这类小波没有显式表达式,但是我们可

以通过尺度公式(2)和(3)叠加得到任意尺度上的数值结果. 图 1 是 Db6 的尺度函数及小波函

数在尺度 j = 7 上的结果. 图 2 是相应的尺度函数的自相关函数及其导数在尺度 j = 7 上的结果

.

(a) 尺度函数 (b) 小波函数

(a) Scaling function (b) Wavelet function
图 1摇 Db6 在尺度 j = 7 的函数

Fig. 1摇 Functions of Db6 at scale of 7

(a) 自相关函数 (b) 一阶导数 (c) 二阶导数

(a) Auto鄄correlation function (b) First order derivative (c) Second order derivative
图 2摇 Db6 尺度函数的相关函数及其导数在尺度 j = 7 上的数值计算结果

Fig. 2摇 Auto鄄correlation function and derivatives of scale 7 of Db6 numerical results

把公式(3)代入公式(18),得到

摇 摇 兹(x) = 兹(2x) + 1
2 移

M

l = 1
a2l -1[兹(2x - 2l + 1) + 兹(2x + 2l - 1)], (20)

其中

摇 摇 ak =
2 移

2M-1-k

l = 0
hlhl +k, k = 1,3,…,2M - 1,

0, k = 2,4,…,2M - 2
{

.
(21)

公式(20)对 x 求导,得到
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摇 摇 兹 (n)(x) = 兹 (n)(2x) + 2n-1移
M

l = 1
a2l -1[兹 (n)(2x - 2l + 1) + 兹 (n)(2x + 2l - 1)] . (22)

为了获得速度,需要求解以下 Poisson 方程:
摇 摇 驻追 = 棕*, (23)

其中 追 为流函数,速度 u 和 v 可以如下获得:

摇 摇 u = - 鄣追
鄣y , (24)

摇 摇 v = 鄣追
鄣x , (25)

追 用自相关函数表示如下:

摇 摇 追(xJ,kk,yJ,ll) = 移
2J-1

k = 1
移
2J-1

l = 1
CJ,kl兹(2Jxkk - k)兹(2Jyll - l) . (26)

利用插值性质,我们有

摇 摇 CJ,kl = 追(2 -Jk,2 -J l) . (27)
对公式(26)求导,得到

摇 摇 追x(xJ,kk,yJ,ll) = 2J移
2J-1

k = 1
移
2J-1

l = 1
CJ,kl兹 忆(2Jxkk - k)兹(2Jyll - l) =

摇 摇 摇 摇 2J移
k = 9

k = -9
CJ,kk+k,ll兹 忆( - k), (28)

摇 摇 追y(xJ,kk,yJ,ll) = 2J移
2J-1

k = 1
移
2J-1

l = 1
CJ,kl兹(2Jxkk - k)兹 忆(2Jyll - l) =

摇 摇 摇 摇 2J移
l = 9

l = -9
CJ,kk,ll +l兹 忆( - l), (29)

摇 摇 追xx(xJ,kk,yJ,ll) = 22J移
2J-1

k = 1
移
2J-1

l = 1
CJ,kl兹 义(2Jxkk - k)兹(2Jyll - l) =

摇 摇 摇 摇 22J移
k = 9

k = -9
CJ,kk+k,ll兹 义( - k), (30)

摇 摇 追yy(xJ,kk,yJ,ll) = 22J移
2J-1

k = 1
移
2J-1

l = 1
CJ,kl兹(2Jxkk - k)兹 义(2Jyll - l) =

摇 摇 摇 摇 22J移
l = 9

l = -9
CJ,kk,ll +l兹 义( - l) . (31)

把公式(29)和(30)代入公式(23),采用连续超松弛迭代算法,得到

摇 摇 追n+1(xJ,kk,yJ,ll) = 追n(xJ,kk,yJ,ll) +
Re

2兹 义(0 {)
1
22J棕(xkk,yll) -

摇 摇 摇 摇 移
-1

k = -9
追n+1(xJ,kk+k,yJ,ll)兹 义( - k) - 移

9

k = 0
追n(xJ,kk+k,yJ,ll)兹 义( - k) -

摇 摇 摇 摇 移
-1

l = -9
追n+1(xJ,kk,yJ,ll +l)兹 义( - l) - 移

9

l = 0
追n(xJ,kk,yJ,ll +l)兹 义( - l }) , (32)

下标 n 表示迭代次数,Re 表示松弛系数. 当 0 < Re < 2,可以保证迭代是收敛的. 追 收敛得到

后,就可以用公式(24)和(25)计算速度.
本文计算的是周期边界初值问题,整个计算流程如下:
1) 确定计算尺度范围,即大尺度 j0 和小尺度 J, j0 臆 j 臆 J,得到嵌套节点位置 x j,k = (xe -

xs)·k / 2 j,y j,k = (ye - ys)·k / 2 j,xe,xs,ye,ys 分别是水平方向和竖直方向的终点和起点坐标;
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2) 利用二维 Mallat 快速分解算法计算涡量在各小尺度的小波系数和大尺度上的尺度系

数;
3) 用尺度系数和显著小波系数重构涡量;
4) 用公式(32)迭代计算流函数;
5) 通过公式(24)及(25)计算速度 u,v;
6) 在计算边界及其附近的小波系数的时候,本文算例采用了周期延拓. 时间递进用了三

阶 Rung鄄Kutta 方法,然后回到步骤 2);
7) 重复以上过程,计算到时间终点时刻结束.
通过设定小波系数临界值,定义相干结构,它与原始量之间的误差和临界值是同一量级,

这在下一节的算例中将得到检验. 重要的是,由于小波变换具有高压缩比,在利用公式(15)重
构相干结构时,相比于公式(10)可以极大地减少参与重构的小波系数个数. 通过第 3 节的算

例表明,只需要 10%的系数就可以重构出原始量的几乎所有特征,可以节约重构过程运算量

的 90% ,并且误差控制在 1%以内. 迭代求解流函数和对流函数求导得到速度,相比于重构确

定相干结构这两个过程的计算量之和只是个小量. 因为实际运算中,迭代是通过上一时刻的值

作为当前时刻的初始值来计算的,而这仅需要几次迭代就可完成,求导运算也只需要临域少数

几个点就可完成. 由此可见,小波自适应方法是一种精度可控的高效率数值方法,需要指出的

是它的储存量并不减少,每个节点及其物理值都需要存储.

2摇 精度和自适应验证

以下算例,说明方法的精度. 第 1 个问题为

(a) t = 0. 1 的计算结果及误差 (b) t = 1 的计算结果及误差

(a) Numerical value and its error when t = 0. 1 (b) Numerical value and its error when t = 1
图 3摇 方程(33)的数值解与解析解比较

Fig. 3摇 Comparison between numerical and precise value of equation (33)

摇 摇

鄣u
鄣t = 鄣2u

仔2鄣x2, x 沂 (0,1), t > 0,

u(x,0) = sin(仔x), x 沂 [0,1],
u(0,t) = u(1,t) = 0, t 逸0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(33)

该问题的精确解是: u(x,t) = e -tsin(仔x) . 计算中取 j0 = 3,J = 7,临界值 着 = 10 -6 . 图 3 是

误差和数值解,误差控制在 着 量级.
另举一例说明方法的自适应捕捉间断的能力. 该问题为
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摇 摇 鄣u
鄣t + u 鄣u

鄣x = 自 鄣2u
鄣x2,摇 摇 x 沂 ( - 1,1), t > 0, (34)

初始及边界条件 u(x,0) = - sin(仔x),u( 依 1,t) = 0,其中粘性系数 自 = 10 -2 / 仔 .

(a) t = 0,0. 5 / 仔,1. 0 / 仔 时的数值解 (b) t = 1. 5 / 仔,2. 0 / 仔,2. 5 / 仔 时的数值解

(a) Numerical value when t = 0,0. 5 / 仔,1. 0 / 仔 (b) Numerical value when t = 1. 5 / 仔,2. 0 / 仔,2. 5 / 仔

图 4摇 方程(34)的数值解

Fig. 4摇 Numerical value of equation (34)

(a) t = 0. 5 / 仔 (b) t = 1. 0 / 仔

(c) t = 2. 0 / 仔 (d) t = 2. 5 / 仔
图 5摇 方程(34)的节点自适应位置,纵坐标表示层次指标

Fig. 5摇 Adaptive grid points of equation (34), the vertical coordinate is scale indexing is value

在有限的时间内,该方程会产生间断,通常可以用这种间断的捕捉来检验解微分方程算法

的自适应性. 为了有效分辨间断,最细微尺度取 J = 7. 其余取 j0 = 3,着 = 10 -3,驻t = 自 . 图 4 是时

间演化过程,计算表明,随着时间发展,解在 x = 0 处逐步发展成激波. 在 t = 1. 5 / 仔, 激波已经

充分形成,速度梯度最大值达到 154. 4. 之后由于粘性力的平滑作用,激波的幅度和梯度逐渐

减小. 结果表明,算法可以有效地捕捉激波. 图 5 是计算过程中小波系数绝对值大于临界值 着
对应的空间位置,在 t = 1. 0 / 仔 时刻之间,速度分布是均匀分布的,显著小波系数也均匀分布.
随着时间递进,突出小波系数在间断发生的位置逐渐加密,这表明了小波算法具有自适应能

力. 这一节 2 个算例表明,本文方法具有精度可控和自适应的优点,下一节以三涡合并流动算
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例,说明它在以涡旋演化为主导过程的流动也能获得良好的计算结果.

3摇 三涡合并计算

考虑以下的初始涡量分布:

(a) t = 0 (b) t = 10 s

(c) t = 20 s (d) t = 30 s

(e) t = 40 s
图 6摇 涡量等值线各时刻演化图像

Fig. 6摇 Results of vorticity isolines from initial to 40 s
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摇 摇 棕(x,y,0) = 移
3

i = 1
Aiexp( - ((x - xi) 2 + (y - yi) 2) / 滓2

i ), (35)

其中 u,v分别是水平方向和竖直方向的速度,自 是动力粘性系数,取值 自 = 5 伊 10 -3 m2 / s . 其中

方差 滓 i = 1 / 仔,幅值 A1 = A2 = - 2A3 = 仔 . 初始位置 x1 = 3仔 / 4,x2 = x3 = 5仔 / 4,y1 = y2 = 仔,y3 =
仔(1 + 1 / (2滓2)) . 该初始条件对应了两个逆时针方向和一个顺时针方向的 Gauss 分布涡,边
界条件认为是周期的. 计算中,给定 j0 = 4,J = 7,计算空间区域是[0,2仔] 伊 [0,2仔],时间区域

是[0,40] . 时间步长 驻t = 5 伊 10 -3 s .

(a) t = 0 s (b) t = 40 s
图 7摇 显著小波节点位置

Fig. 7摇 Adaptive grid points distribution

摇 摇 图 8摇 显著小波系数数目随时间变化情况置

摇 摇 Fig. 8摇 Number of significant wavelet coefficients during evolution

涡量的演化过程如图 6 所示,演化形态和文献[11鄄12]是一致的. 图 7 显示了在初始时刻 t
= 0 s 和时刻 t = 40 s 的自适应节点,对比图 6,可见节点能够很好地自动吻合大涡量区域. 图 8
显示了显著小波系数在整个涡旋演化中的数目变化,看起来出现台阶状,是因为实际计算的每 50
个时间步长,我们只做一次相干结构的重构. 显著小波系数平均是 750 个,而总体数目 7 536,占
9. 95% . 显著小波系数的数目在初始时刻是最小,因为初始时刻涡量分布最均匀,然后随即突

然增大,是因为计算中引入了一些数值误差,然后趋于平稳. 图 9 显示的是拟涡能的演化,分别

对应着是原始涡量、相干结构涡量及残余涡量,这说明了只需要不到 10% 的小波系数加上粗

网格上的尺度系数就可以捕捉到大于 99%的拟涡能. 这就是小波数值方法的最大优点,不但
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能自动追踪流动局部结构,而且还能控制精度.

(a) 原始 (b) 相干结构 (c) 忽略部分

(a) Original (b) Coherent structure (c) Residual
摇 图 9摇 拟涡能的时间变化

摇 Fig. 9摇 The evolution of enstrophy corresponding three vorticity respectively

4摇 结摇 摇 论

小波自适应数值方法,可以用于微分方程数值求解,由于其基函数的有限支撑性质和多尺

度分辨特征,特别适合于求解具有空间局部结构和多尺度特性的物理问题. 通过第 1 个算例,
表明了小波数值方法能控制精度,通过第 2 个算例,表明方法能自动追踪物理演化过程中的局

部结构,并且还能保持精度,然后计算了三涡旋合并的过程. 通过这个涡旋演化算例,说明小波

方法能准确地预测流动脉动的演化规律.
在湍流数值模拟中,考虑涡旋局部结构特征和其多尺度特征对提高计算效率和对数值结

果的认识水平是有帮助的,小波方法应该这方面能做出一些有希望地尝试,我们会在这方面做

进一步的研究.
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Numerical Simulation of Vortex Evolution Based on
Adaptive Wavelet Method

ZHAO Yong1,摇 ZONG Zhi1,摇 ZOU Wen鄄nan2

(1. School of Naval Architecture, Faculty of Vehicle Engineering and Mechanics,
State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,

Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, P. R. China;
2. Institute of Engineering Mechanics, Nanchang University, Nanchang 330029, P. R. China)

Abstract: The application of wavelet method to vortex motion爷 s prediction was investigated.
First, the wavelet method was used to solve two initial boundary problems so as to verify its a鄄
bilities of controlling numerical errors and capturing local structures. Then, the adaptive wave鄄
let method was used to simulate the vortex emerging process. The results show that the wavelet
method can predict the vortex evolution precisely and effectively. The application of this meth鄄
od to turbulence is suggested at last.

Key words: adaptive wavelet; vortex evolution; coherent structure; vorticity equation; turbu鄄
lence
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