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Gauss 噪噪声扰动下的 FitzHugh鄄Nagumo
系统的随机稳定性
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摘要:摇 在 Gauss 噪声扰动下 FitzHugh鄄Nagumo 系统的随机稳定性是该文的研究目的. 通过研究随

机 FitzHugh鄄Nagumo 系统的动力学行为, 证明其存在唯一的、具有指数混合速度的不变测度. 最后,
考察当噪声趋于 0 时不变测度的渐近行为.
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引摇 摇 言

本文旨在研究 Gauss 噪声扰动下的 FitzHugh鄄Nagumo 系统的随机稳定性. 文中所考虑的动

力系统的随机稳定性问题是遍历理论中的热点问题,须注意这与微分方程的随机稳定性(参
见文献[1])概念是截然不同的. 粗略地讲,当一个确定系统被扰动时,我们得到一系列随机系

统. 它们都有与之对应的不变测度. 自然要问,这些不变测度的关系是什么? 最理想的情形是

随机系统的不变测度,当扰动越来越小时趋于确定系统的不变测度,如果这样,我们就称随机

稳定性成立. 对于关于有限维系统的一般理论,可以参阅文献[2鄄5]. 本文探索了无穷维系统的

随机稳定性问题.
FitzHugh鄄Nagumo 方程通常作为描述可激系统的模型,比方说可以模拟经由轴突介质的信

号传导. 有许多文章研究其确定系统在有界区域或无界区域上的全局吸引子和 Hausdorff 维
数,比如文献[6鄄11]以及它们所自身引用的文献. 对于随机 FitzHugh鄄Nagumo 方程,文献[12]
的作者考虑了初值条件为随机过程的情形,并证明了随机 FitzHugh鄄Nagumo 方程的随机过程

弱解的存在性. 他们考虑的模型是

摇 摇

鄣u
鄣t = 驻u - F - v + f1 - v + d

dt g1(棕
- ),

鄣v
鄣t = 滓u - 啄v + f2 + d

dt g2(棕
-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(1)

以及其他一些初值和 Dirichlet 边值条件,其中 u 代表轴突介质中的电子势能,函数 g1 和 g2 仅

在时间上是连续的,dg1(棕
- ) / dt 和 dg1(棕

- ) / dt 表示以 棕- 为随机参数的白噪声过程.
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文献[13]进一步研究了如下的受白噪声驱动的随机 FitzHugh鄄Nagumo 方程:

摇 摇
du( t) = (驻u + h(u) - 琢v)dt + 准( z)dW

-
1( t),

dv( t) = (茁u - 滓v)dt + 鬃( z)dW
-

2( t
{

),
(2)

以及初值条件

摇 摇 u( s) = x, v( s) = y (3)
和 Dirichlet 边界条件

摇 摇 u | 鄣D = 0, (4)

其中, D 奂 Rn, n = 1,2,3 是一个带有正则边界 鄣D 的有界开集. W
-

i( t) 是定义在某个完备概率

空间(赘,F,P) 并且其路径 棕- (·) 落在连续函数空间 C(R,R) 上,并满足 棕- (0) = 0 的两两独立

的一维双边实值 Wiener 过程. 他们证明式(2) ~ (4)生成一个渐进紧的随机动力系统且拥有

一个全局吸引子. 但是他们没有从遍历论的观点考虑问题.
本文,我们证明系统(2) ~ (4)的不变测度的存在唯一性. 而且,我们也研究了不变测度族

的渐近行为,本文的结构是这样的:第 1 节,研究随机 FitzHugn鄄Nagumo 系统的动力学行为,命
题 1. 1 是研究遍历性的关键结果;第 2 节,证明具有指数混合速度的不变测度的存在唯一性;
第 3 节,证明 FitzHugh鄄Nagumo 系统在 Gauss 白噪声扰动下的随机稳定性.

1摇 随机 FitzHugh鄄Nagumo 系统的动力学

本节,我们研究随机 FitzHugh鄄Nagumo 系统的动力学. 我们使用的方法类似于文献[14]的
第 6 章,这个方法通常被称为耗散方法,然而这里得到的结果与文献[15]不同. 我们在消除耦

合项可能带来的负效用的基础上,考虑了 u 和 v 的一致的耗散作用.
我们考虑如下的受加法白噪声驱动的随机 FitzHugn鄄Nagumo 系统:

摇 摇

du( t) = (驻u + h(u) - 琢v)dt + 准( z)dW
-

1( t), z 沂 D,

dv( t) = (茁u - 滓v)dt + 鬃( z)dW
-

2( t), z 沂 鄣D,
u = 0,
u( s) = x,
v( s) = y

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(5)

其中, t 逸 s 沂 R,D 奂 Rn,n = 1,2,3 是一个有界光滑区域,琢, 茁 > 0, 滓 > 0,W
-

i( t) 是两两独

立的一维双边 Brown 运动,且 h,准,鬃 满足:
(HS) h 具备多项式的形式

摇 摇 h(u) = 移
2p-1

k = 0
akuk,

其中, a2p-1 < 0 对某个正常数 p > 1 成立, 准 和 鬃 是满足 准鄣D = 0 以及 鬃 鄣D = 0 的 D
-
上的 C 2

函数.
对于 t 逸 s 沂 R,令 S( t) 是算子 驻 的连续半群并定义

摇 摇 乙 t

s
S( t - s)准(x)dW

-
1( s) = W驻,s( t)

和

摇 摇 乙 t

s
exp( - 滓( t - s))鬃(x)dW

-
2( s) = W滓,s( t) .
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W驻,0( t) 和 W滓,0( t) 分别简记为 W驻( t) 和 W滓( t) .
由文献[13]的引理 3. 1 知,方程(5)存在一个唯一的弱解,其以后用 (u( t,s,x),v( t,s,

x)),t 逸 s 表示. 事实上这意味着 U( t,s,x) = u( t,s,x) - W驻,s( t) 和 V( t,s,y) = v( t,s,y) -
W滓,s( t) 是下面的方程的唯一弱解:

摇 摇

U = 驻U + h(U + W驻,s) - 琢(V + W滓,s), z 沂 D,
V = 茁(U + W驻,s) - 滓V, z 沂 鄣D,
U = 0,
U( s) = x,
V( s) = y

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(6)

我们令 H 表示 Hilbert 空间 L2(D) 伊 L2(D) . (·,·) 指代H中的元素.然而用(·,·)K 表示空

间 K = L2(D) 中的内积 . |·| 和 |·| H 分别表示空间 L2(D) 和 H = L2(D) 伊 L2(D) 中的范数.
令

摇 摇 酌驻 = {sup 酌 > 0;(驻u, u) K 臆- 酌 | u | 2, 坌u 沂 D(驻 }) ,
其中 D(驻) 表示满足 Dirichlet 边界条件的 驻 的定义域 . 由 Poincar佴 不等式知,这样的 酌驻 确实

存在.
令

摇 摇 酌 h = {inf 酌 沂 R;(h(u) - h(v),u - v) K 臆 酌 | u - v | 2, 坌u,v 沂 D(h }) ,
其中 D(h) 是 h 的定义域. 由 h 的定义知总可以找到这样的 酌 h .

下面的引理是由耗散方法得到的.
引理 1. 1摇 假设 - 酌驻 + 酌 h < 0,则存在常数 C,棕 > 0 使得

摇 摇 | (U( t,s,x),V( t,s,y)) | H 臆

摇 摇 摇 摇 (C e -棕( t -s) | (x,y) | H + 乙 t

s
e -棕( t -s)( | h(W驻,s) | + | W滓,s | + | W驻,s | )( s)d )s .

证明摇 我们定义 H 上的一个新的范数 椰·椰, 使得对任意的

摇 摇 (u,v) 沂 H, 椰(u,v)椰2 =| u | 2 / 琢 +| v | 2 / 茁 .
注意到在新的范数椰·椰下, H 的内积也变化了.

在范数椰·椰下,令方程(6)和 (U,V) 做内积,有

摇 摇 1
2琢

d U 2

dt + 1
2茁

d V 2

dt =

摇 摇 摇 摇 1
琢 ((驻U,U) K + (h(U + W驻,s),U) K - (琢(V + W滓,s),U) K) +

摇 摇 摇 摇 1
茁 (( - 滓V,V) K + (茁(U + W驻,s),V) K),

因此

摇 摇 1
2

d椰(U,V)椰2

dt = 1
琢 (驻U,U) K - 滓

茁 (V,V) K +

摇 摇 摇 摇 1
琢 (h(U + W驻,s),U) K - (W滓,s,U) K + (W驻,s,V) K . (7)

由 酌驻 的定义,有

摇 摇 1
2

d椰(U,V)椰2

dt 臆
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摇 摇 摇 摇 -
酌驻

琢 U 2 - 滓
茁 V 2 + 1

琢 (h(U + W驻,s),U) K - (W滓,s,U) K + (W驻,s,V) K .

再由 酌 h 的定义,成立

摇 摇 (h(U + W驻,s),U) K =
摇 摇 摇 摇 (h(U + W驻,s) - h(W驻,s),U) K + (h(W驻,s),U) K 臆
摇 摇 摇 摇 酌 h U 2 +| h(W驻,s) | U ,

因此

摇 摇 1
2

d椰(U,V)椰2

dt 臆

摇 摇 摇 摇 -
酌驻

琢 U 2 - 滓
茁 V 2 +

酌 h

琢 U 2 +

摇 摇 摇 摇 1
琢 | h(W驻,s) | U +| W滓,s | U +| W驻,s | V .

由于范数的等价性,存在常数 棕,C1 > 0, 使得

摇 摇 1
2

d椰(U,V)椰2

dt 臆

摇 摇 摇 摇 - 棕椰(U,V)椰2 + C1( | h(W驻,s) | + | W滓,s | + | W驻,s | )椰(U,V)椰 .
因此由 Gronwall 引理知

摇 摇 椰(U,V)椰 臆 e -2棕( t -s)椰(x,y)椰 +

摇 摇 摇 摇 乙 t

s
e -2棕( t -s)2C1( | h(W驻,s) | + | W滓,s | + | W驻,s | )( s)ds .

再由范数的等价性,存在仅依赖于光滑区域 D 的常数 棕,C > 0, C 使得

摇 摇 | (U( t,s,x),V( t,s,y)) | H 臆

摇 摇 摇 摇 (C e -棕( t -s) | (x,y) | H + 乙 t

s
e -棕( t -s)( | h(W驻,s) | + | W滓,s | + | W驻,s | )( s)d )s . 阴

注 1. 1摇 参数 酌驻 和 酌 h 在文献[16] 中引入以控制系统的耗散性. 而条件 - 酌驻 + 酌 h < 0 确保我们的系统

是耗散的,这并不是一个很强的条件,因为从物理上讲 FitzHugh鄄Nagumo 方程所模拟的可激系统,在没有外部

刺激驱动的条件下会渐渐消耗自己的能量,即其是耗散的.
另一方面易知 酌驻 是正的,因此作为特例,三次函数 h(u) = u(1 - u)(u - a) (0 < a < 1), 以及 McKean

的例子(参见文献[17]), h(v) = H(v - a) - v (0 < a < 1), 其中 Heaviside 阶梯函数为

摇 摇 H(x) =
0, x < 0,
[0,1], x = 0,
1, x > 0

{
,

都满足条件 - 酌驻 + 酌 h < 0. 读者也可以在文献[16]中找到更多的例子.

引理 1. 2
摇 摇 sup

t逸s
E( | h(W驻,s( t)) | + | W滓,s( t) | + | W驻,s( t) | ) < 肄 .

证明摇 由W
-

i( t) 的定义知,我们只需要对 t逸 s = 0的情形证明引理. 事实上,我们只需要证

明 supt逸0 | W驻,0( t) | < 肄, 其余两项的估计完全类似.
由于 (驻u,u) K 臆- 酌驻 | u | 2,所以易得 椰S( t)椰 臆 e -酌驻t,则当 t 逸0 时,

摇 摇 | W驻,0( t) | = 乙 t

0
S( t - s)准(x)dW

-
1( s) 臆| 准 | C(D) 乙 t

0
e -酌驻( t -s)dW

-
1( s) .

注意到
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[摇 摇 E 乙 t

0
e -酌驻( t -s)dW

-
1( s ])

2
= 乙 t

0
e -2酌驻sds < 1

2酌驻
,

由 Cauchy鄄Schwarz 不等式引理得证.
下面的命题是证明定理 2. 1 的关键.
命题 1. 1摇 假设 - 酌驻 + 酌 h < 0,则存在一个随机变量 浊,使得对任意的(x,y) 沂H, r > 0,

我们有

摇 摇 E | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) - 浊 | H 臆 Ce -棕r( | (x,y) | H + 1)
对某个常数 C > 0 成立.

证明摇 首先我们断言 r > r1 > 0,
摇 摇 | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) - (u(0, - r1,x),v(0, - r1,y)) | H 臆
摇 摇 摇 摇 Ce -棕r1 | (u( - r1, - r,x),v( - r1, - r,y)) - (x,y) | H .

这点是易证的,只要我们令

摇 摇 (u-( t),v-( t)) = (u( t, - r,x),v( t, - r,y)) - (u( t, - r1,x),v( t, - r1,y)),
则

摇 摇

u-
·
= 驻u- + h(u( t, - r,x)) - h(u( t, - r1,x)) - 琢v-, z 沂 D,

v-
·
= 茁u- - 滓v-, z 沂 鄣D,

u- = 0,
u-( - r1) = u( - r1, - r,x) - x,

v-( - r1) = v( - r1, - r,y) - y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(8)

与引理 1. 1 的计算相类似,我们得到

摇 摇 1
2

d椰(u-,v-)椰2

dt 臆 - 2棕椰(u-,v-)椰2 .

因此断言是成立的,只要我们应用 Gronwall 引理,再令 t = 0.
进一步地,由引理 1. 1,我们有

摇 摇 | (U( - r1, - r,x),V( - r1, - r,y)) | H 臆 (C e -棕( r-r1) | (x,y) | H +

摇 摇 摇 摇 乙-r1

-r
e -棕( -r1-s)( | h(W驻,-r) | + | W滓,-r | + | W驻,-r | )( s)d )s ,

因此

摇 摇 | (u( - r1, - r,x),v( - r1, - r,y)) | H 臆

摇 摇 摇 摇 (C e -棕( r-r1) | (x,y) | H + 乙-r1

-r
e -棕( -r1-s)( | h(W驻,-r) | +

摇 摇 摇 摇 | W滓,-r | + | W驻,-r | )( s)d )s +| W滓,-r( - r1) | + | W驻,-r( - r1) | ,

两边取期望,得
摇 摇 E | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) - (u(0, - r1,x),v(0, - r1,y)) | H 臆
摇 摇 摇 摇 Ce -棕r1E | (u( - r1, - r,x),v( - r1, - r,y)) - (x,y) | H 臆

摇 摇 摇 摇 Ce -棕r (1 (C + 1) | (x,y) | H + E sup
-r臆t臆-r1

1
棕 | h(W驻,-r)( t)( | +

摇 摇 摇 摇 1 + 棕
棕 ( | W滓,-r( t) | + | W驻,-r( t) | ) )) .
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由引理 1. 2,得
摇 摇 E | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) - (u(0, - r1,x),v(0, - r1,y)) | H 臆
摇 摇 摇 摇 e -棕r1(C(C + 1) | (x,y) | H + C2)

对某个常数 C2 > 0 成立.
因此我们有

摇 摇 E | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) - (u(0, - r1,x),v(0, - r1,y)) | H 臆
摇 摇 摇 摇 Ce -棕r1( | (x,y) | H + 1)

对某个常数 C > 0 成立.
通过上面的估计易见,当 r寅+ 肄 时,(u(0, - r,x),v(0, - r,y)) 在空间 L1(棕,F,P;H) 中

收敛于某个 浊 (x,y), 且

摇 摇 E | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) - 浊 (x,y) | H 臆 Ce -棕r( | (x,y) | H + 1) .
最后,我们将证明 浊 (x,y) 事实上是不依赖于(x,y) 的. 这点是易证的,只要我们令

摇 摇 (u( t),v( t)) = (u( t, - r,x),v( t, - r,y)) - (u( t, - r,x忆),v( t, - r,y忆))
对某个 (x忆,y忆) 沂 H, 则

摇 摇

u· = 驻u + h(u( t, - r,x)) - h(u( t, - r,x忆)) - 琢v, z 沂 D,
v· = 茁u - 滓v, z 沂 鄣D,
u = 0,
u( - r) = x - x忆,
v( - r) = y - y忆

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(9)

因此,与前面的讨论相类似,
摇 摇 | (u( t, - r,x),v( t, - r,y)) - (u( t, - r,x忆),v( t, - r,y忆)) | H 臆
摇 摇 摇 摇 Ce -棕( t +r) | (x - x忆,y - y忆) | H, (10)

因此命题得证,只要我们先令 t = 0 再令 r 寅+ 肄 . 阴

2摇 随机 FitzHugh鄄Nagumo 系统的遍历性

下面的定理描述了随机 FitzHugh鄄Nagumo 系统的不变测度的性状. 这个定理可以在多个

文献中找到其类似的版本(比如文献[14]). 这里我们证明它是出于完备性的考虑.
令 Cb(H) 是 H上的有界连续空间,P(H) 是 H上的概率测度组成的空间. 对应于转移函数

P t(u,祝) 的 Markov 半群 P t:Cb(H) 寅 Cb(H) 和 P*
t :P(H) 寅 P(H) 是由公式

摇 摇 P t f(u) = 乙
H
P t(u,dv) f(v), P*

t 滋(祝) = 乙
H
P t(v,祝)滋(dv)

给出的.
定理 2. 1摇 假设 - 酌驻 + 酌 h < 0 则系统(5) 存在一个唯一的不变测度 滋 ,且它是指数混合

的. 进一步地,对于任意地 Borel 概率测度 淄,当 t 寅+ 肄 时,P*
t 淄 弱收敛于 滋 .

证明摇 首先我们断言不变测度 滋 恰是命题 1. 1 中的 浊 的分布.
事实上,令 渍 是一个 H 上的有界连续函数,则由命题 1. 1 知,对于任意的 t,s > 0,

摇 摇 乙
H
P t +s渍(h)d滋(h) - 乙

H
Ps渍(h)d滋(h) =

摇 摇 摇 摇 乙
H
P tPs 渍d滋 - 乙

H
Ps渍d滋 =

摇 摇 摇 摇 乙
H
E[Ps渍(u( t,0,x),v( t,0,y))]d滋 - 乙

H
E[Ps渍(浊)]d滋 =
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摇 摇 摇 摇 乙
H
(E[Ps渍(u(0, - t,x),v(0, - t,y))] - E [Ps渍(浊)])d滋 寅0, (11)

当 t 寅+ 肄 时,因为由式(10) 知,(Ps) 是一个 Feller 转移半群.
类似地

摇 摇 乙
H
P t +s渍(h)d滋(h) - 乙

H
渍(h)d滋(h) =

摇 摇 摇 摇 乙
H
E[渍(u( t + s,0,x),v( t + s,0,y))]d滋 - 乙

H
E[渍(浊)]d滋 =

摇 摇 摇 摇 乙
H
(E[渍(u( t + s,0,x),v( t + s,0,y))] - E[渍(浊)])d滋 =

摇 摇 摇 摇 乙
H
(E[渍(u(0, - t - s,x),v(0, - t - s,y))] - E [渍(浊)])d滋 寅0, (12)

当 t 寅+ 肄 时.
因此由式(11)和(12)知

摇 摇 乙
H
Ps渍(h)d滋(h) = 乙

H
渍(h)d滋(h),

故 滋 是一个不变测度.
假设存在 (P t) 的另一个不变测度 姿,则对于H上的任何一个有界连续函数 渍 和 t > 0, 成

立

摇 摇 乙
H
P t渍(h)d姿(h) = 乙

H
渍(h)d姿(h) . (13)

然而

摇 摇 P t渍 - 乙
H
渍(h)d滋(h) =| E[渍(u( t,0,x),v( t,0,y))] - E[渍(浊)] | =

摇 摇 摇 摇 | E[渍(u(0, - t,x),v(0, - t,y))] - E [渍(浊)] | 寅0, (14)
当 t 寅+ 肄 时.

因此,如果我们令式(13)中的 t 寅+ 肄, 则易得

摇 摇 乙
H
渍(h)d滋(h) = 乙

H
渍(h)d姿(h),

因此 滋 = 姿 .
令 字 是 H 上的一个有界 Lipschitz 函数,则由命题 1. 1 知

摇 摇 P t 字(x,y) - 乙
H
字(h)d滋(h) =| E[字(u( t,0,x),v( t,0,y))] - E[字(浊)] | =

摇 摇 摇 摇 | E[字(u(0, - t,x),v(0, - t,y))] - E [字(浊)] | 臆
摇 摇 摇 摇 C椰字椰Lipe -棕r( | (x,y) | H + 1),

其中 椰·椰Lip 是 H 上的 Lipschitz 范数.
最后由式(14)知,对于任意的 Borel 概率测度 淄 和任意有界连续函数 渍, 成立

摇 摇 (P*
t 淄,渍) = 乙

H
P t渍(h)d淄(h) 寅 乙

H
乙
H
渍(h)d滋(h)d淄(h) = 乙

H
渍(h)d滋(h) = (滋,渍),

当 t 寅+ 肄 时.

注 2. 1摇 这个定理的结果表明,FitzHugh鄄Nagumo 系统即便是被 Gauss 白噪声扰动,依然会随着时间的进

行趋于一个平衡态. 而且,从任意初始状态出发,都会得到该平衡态. 由于可激系统(比如神经元)可以被

FitzHugh鄄Nagumo 系统模拟,我们的结果指出一个可激系统即便是受到外界随机输入流的驱动,随着时间的进

行在将来依然会趋于稳态.
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3摇 FitzHugh鄄Nagumo 系统的随机稳定性

本节,我们旨在研究随机稳定性. 这里的方法是新的,首先我们引入定义:
定义 3. 1摇 假设 (准t,滋) 是某个确定动力系统,其中 滋 是 准t 的一个不变测度. 当系统被扰

动时,我们就有了一系列的随机动力系统 准t
着 . {令 滋 }着 是 准t

着 的任一不变测度. 如果 滋 着 弱收敛

于 滋 当 着 寅0 时,我们称(准t,滋) 是随机稳定的.

注 3. 1摇 随机系统的产生与扰动有关. 换而言之,不同的 准t
着 描述了不同种类的扰动. 因此有必要强调随

机稳定性形成的条件. 此外给定 准t
着, 滋 着 也未必唯一. 不过我们总是要求 滋 着 弱收敛于 滋 .

我们引入如下的确定 FitzHugh鄄Nagumo 系统:

摇 摇

du( t) = (驻u + h(u) - 琢v)dt, z 沂 D,
dv( t) = (茁u - 滓v)dt, z 沂 鄣D,
u = 0,
u( s) = x,
v( s) = y

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(15)

其中 t 逸 s 沂 R . 我们令(u0( t,s,x),v0( t,s,y)) 表示式(15)的弱解.
接下来我们引入一族随机 FitzHugh鄄Nagumo 系统以描述随机扰动. 对于某个小的 着 > 0,

我们考虑如下的模型:

摇 摇

du( t) = (驻u + h(u) - 琢v)dt + 准着( z)dW
-

1( t), z 沂 D,

dv( t) = (茁u - 滓v)dt + 鬃 着( z)dW
-

2( t), z 沂 鄣D,
u = 0,
u( s) = x,
v( s) = y

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(16)

其中, t 逸 s沂R,椰准着椰C(D) 臆 C着 以及椰鬃 着椰C(D) 臆 C着 对某个常数 C > 0 成立. 直观上,着 用

来控制噪声的大小.

注 3. 2摇 对于 鬃着 和准着 施加的条件表面上看略强,实际上更常见的做法是对 var(鬃着) 和 var(准着) 提条件. 在
这里,我们增强条件的原因是因为下面的计算过程本质上是一致的.

由文献[13]的引理 3. 1 知, 对于不同的 着,式(16) 存在唯一的弱解(u着( t,s,x),v着( t,s,
y)),因此,我们有相应的转移半群(P着) . 进一步地,由命题 1. 1 和定理 2. 1 知,我们得到了一

族相应的随机变量 浊 着 和不变测度 滋 着 .
作为引理 1. 1 的特殊例子,有
引理 3. 1摇 假设 - 酌驻 + 酌 h < 0,则存在常数 C,棕 > 0 使得

摇 摇 | (u0( t,s,x),v0( t,s,y)) | H 臆 Ce -棕( t -s) | (x,y) | H .
显然由上面的引理知 啄0 = 啄 (0,0) 是式(15)的不变测度. 下面我们证明本节的重要定理.
定理 3. 1摇 假设 - 酌驻 + 酌 h < 0,则 滋 着 弱收敛于 啄0, 当 着 寅0 时. 即确定 FitzHugh鄄Nagumo

是随机稳定的.
证明摇 固定某个 (x,y) 沂 H, 令

摇 摇 (u( t),v( t)) = (u着( t, - r,x),v着( t, - r,y)) - (u0( t, - r,x),v0( t, - r,y)),
对 t,r > 0, 则成立
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摇 摇

u· = 驻u + h(u着( t, - r,x)) - h(u0( t, - r,x)) -

摇 摇 琢v + 准着( z)dW
-

1( t), z 沂 D,

v· = 茁u - 滓v + 鬃 着( z)dW
-

2( t), z 沂 鄣D,
u = 0,
u( - r) = 0,
v( - r) = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï .

(17)

定义

摇 摇 乙 t

-r
S( t - s)准着(x)dW

-
1( s) = W着

驻,-r( t)

和

摇 摇 乙 t

-r
exp( - 滓( t - s))准着(x)dW

-
2( s) = W着

滓,-r( t),

则类似于命题 1. 1 和文献[13]的引理 3. 1,我们可以证明

摇 摇 U( t, - r,x) = u( t, - r,x) - W着
驻,-r( t)

和

摇 摇 V( t, - r,y) = v( t, - r,y) - W着
滓,-r( t)

是下面方程的唯一弱解:

摇 摇

U
·
= 驻U + h(u着( t, - r,x)) - h(u0( t, - r,x)) -

摇 摇 琢(V + W着
滓,-r) , z 沂 D,

V
·
= 茁(U + W着

驻,-r) - 滓V, z 沂 鄣D,

U = 0,
U( - r) = x,
V( - r) = y

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

(18)

令式(18)和 (U,V) 在范数椰·椰下做内积,然后进行与命题 1. 1 相类似的计算,则有

摇 摇 | (U( t, - r,x),V( t, - r,y)) | H 臆

摇 摇 摇 摇 (C e -棕( t +r) | (x,y) | H + 乙 t

-r
e -棕( t -s)( | h(W着

驻,-r) | +

摇 摇 摇 摇 | W着
滓,-r | + | W着

驻,-r | )( s)d )s ,

因而

摇 摇 | (u(0, - r,x),v(0, - r,y)) | H 臆

摇 摇 摇 摇 (C e -棕r | (x,y) | H + 乙 0

-r
e棕s( | h(W着

驻,-r) | + | W着
滓,-r | + | W着

驻,-r | )( s)d )s +

摇 摇 摇 摇 | W着
滓,-r(0) | + | W着

驻,-r(0) | .
令 r 寅+ 肄, 得

摇 摇 | 浊 着 - (0,0) | H 臆

摇 摇 摇 摇 C乙 0

-肄
e棕s( | h(W着

驻,-肄 ) | + | W着
滓,-肄 | +

摇 摇 摇 摇 | W着
驻,-肄 | )( s)ds +| W着

滓,-肄(0) | + | W着
驻,-肄(0) | 臆
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摇 摇 摇 摇 C
棕 sup

t臆0
| h(W着

驻,-肄 )( t) | + C + 棕
棕 sup

t臆0
| W着

驻,-肄( t) | + C + 棕
棕 sup

t臆0
| W着

滓,-肄( t) | .

(19)
由关于 鬃 着 和 准着 的假设知

摇 摇 | W着
驻,-肄( t) | 臆 C着 乙 t

-肄
S( t - s)dW

-
1( s) (20)

以及

摇 摇 | W着
滓,-肄( t) | 臆 C着 乙 t

-肄
exp( - 滓( t - s))dW

-
2( s) . (21)

类似于引理 1. 2,易证

摇 摇 sup
t沂R

[E 乙 t

-肄
S( t - s)dW

-
1( s) + 乙 t

-肄
exp( - 滓( t - s))dW

-
2( s ]) < 肄 . (22)

因此结合式(19)和式(20) ~ (22),则
摇 摇 lim

着寅0
E | 浊 着 - (0,0) | H = 0. (23)

注意到 浊 着 的分布是 滋 着, 证毕. 阴

注 3. 3摇 我们可以把 FitzHugh鄄Nagumo 系统的随机稳定性粗略地理解为其所描述的可激系统在外界随机

刺激的影响下是稳定的. 换而言之, 有没有噪声对可激系统的影响并不大. 应该注意到这并不是一个平凡的

事实, 因为一个可激系统之所以是可激的就是由于其受外界的确定刺激的影响不可忽视. 然而这个定理告诉

我们,虽然噪声十分无规律, 但是其对原系统的影响并没有想象的那么大.

4摇 结 束 语

最后我们陈述本文的数学意义. 这篇文章的结果体现在两个方面. 第一是遍历性,即随机

FitzHugh鄄Nagumo 系统拥有一个唯一的、具有指数混合速度的不变测度. 粗略地讲,遍历性表明

系统拥有一个统计意义的“吸引子冶,该“吸引子冶会以指数速度吸引不同的轨道. 借此我们可

以设想和预测随机 FitzHugh鄄Nagumo 系统的长期行为. 另一方面,我们研究确定 FitzHugh鄄
Nagumo 系统的随机稳定性,即考虑扰动系统的不变测度族在噪声趋于 0 时的渐近行为. 直观

上,随机稳定性意味着扰动系统和原系统的平衡态十分接近,只要噪声充分小. 据我们所知,本
文是第 1 篇考虑 FitzHugh鄄Nagumo 系统随机稳定性的文章.
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Stochastic Stability of FitzHugh鄄Nagumo Systems
Perturbed by Gaussian White Noise

ZHENG Yan,摇 HUANG Jian鄄hua
(Department of Mathematics, National University of Defense Technology,

Changsha 410073, P. R. China)

Abstract: Stochastic stability of FitzHugh鄄Nagumo systems perturbed by Gaussian white noise
was studied. The dynamics of stochastic FitzHugh鄄Nagumo systems was studied first, which is
essential in establishing the existence and uniqueness of their invariant measures, which mix
exponentially. Then, asymptotic behavior of invariant measures when the size of noise gets to
zero was investigated.

Key words: stochastic stability; FitzHugh鄄Nagumo systems; invariant measures; Gaussian
white noise
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