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一一个广义非线性扰动 Klein鄄Gordon
方程孤子解

*

莫嘉琪1,2

(1. 安徽师范大学 数学系,安徽 芜湖 241003;
2. 上海高校计算科学 E鄄研究院 SJTU 研究所, 上海 200240)

摘要:摇 研究了一个广义非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程. 利用同伦映射方法,首先构造了相应的同

伦映射;然后选取了适当的初始近似;并计算各阶相应孤子近似解. 同时还考虑了一个微扰方程.

关摇 键摇 词:摇 非线性;摇 Klein鄄Gordon 方程;摇 孤子;摇 近似方法

中图分类号:摇 O175. 29摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2010. 12. 009

引摇 摇 言

在非线性方程的解的研究中,孤子理论起着重要的作用. 许多自然科学,诸如在生物学、化
学、通讯学、流体力学和凝聚态物理学有广泛的应用[1鄄6] . 近来出现了许多近似方法,例如双曲

正切函数法、Jacobi 椭圆函数法、齐次平衡法、辅助方程法等[7鄄8] . 这些方法已经应用于激波、散
射光波、量子力学、大气物理和神经网络问题[9鄄11] . 许多近似方法被发展和优化,包括平均法、
边界层法、匹配渐近展开法和多重尺度法[12鄄16] . 孤波的非线性理论的近似方法是一个新研究

途径. 这些方法主要是利用渐近理论将非线性问题转化为线性问题来处理. 同伦映射方法[17]

是其中一种渐近方法. 本文是讨论一个广义扰动 Klein鄄Gordon 方程. 利用一个简单而有效的技

巧来得到孤子的近似解.
考虑如下的一个广义非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程[18鄄19]:

摇 摇 鄣2u
鄣t2

- c20
鄣2u
鄣x2 + 琢u - 茁u2 = g u,鄣u鄣( )x , (1)

其中, c0,琢和 茁 为常数,g 为扰动项,它是在自变量对应的区域内为充分光滑的有界函数. 广义

非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程在物理学中如大气物理、流体力学、等离子物理、光学和场论等

学科中有多方面的应用[20] .
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1摇 孤子和同伦映射

设 g(u,ux) = 0, 广义非线性 Klein鄄Gordon 方程(1)为

摇 摇 鄣2u
鄣t2

- c20
鄣2u
鄣x2 + 琢u - 茁u2 = 0. (2)

令 u = u(孜),孜 = k(x - ct) . 方程(2)为

摇 摇 (c2 - c20)
d2u
d孜2 + 琢u - 茁u2 = 0, (3)

且 c2 - c20 = 琢 / (4k2),其中 k和 c分别为波数和波速. 利用 Jacobi 椭圆函数法,我们得到方程(3)

的孤子解,因此方程(2)有[20]

摇 摇 u- 0(x,t) = 3琢
2茁sech

1
2

琢
c2 - c20

(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷) . (4)

为了得到广义非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程(1)的近似解,我们引入同伦映射[17]H(u,
s):R 伊 I 寅 R:

摇 摇 H(u,s) = L(u) - L(w) + s(L(w) - 茁u2 - g(u,ux)), (5)
其中, R = ( - 肄, + 肄),I = [0,1], 而线性算子

摇 摇 L(u) = 鄣2u
鄣t2

- c20
鄣2u
鄣x2 + 琢u, (6)

且 w 为未知函数,它将在下面决定.
显然,由式(5), H(u,1)= 0和方程(1) 相同. 于是方程(1) 的解 u(x,t) 就是H(u,s)= 0的

解当 s 寅1 的情形.

2摇 孤子的近似解和精确解

设

摇 摇 u = 移
肄

i = 0
ui(x,t) si . (7)

将式(7)代入式(5),比较 H(u,s) = 0 两边关于 s 同次幂的系数. 由 H(u,s) = 0 关于 s 的 0
次幂的系数有

摇 摇 L(u0) = L(w) . (8)

选择 w 为 u- 0 . 由式(8)、(6)和(4),我们能得到

摇 摇 u0(x,t) = 3琢
2茁sech

1
2

琢
c2 - c20

(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷) . (9)

由 H(u,s) = 0 关于 s 的一次幂的系数有

摇 摇 L(u1) = g(u0,u0x) . (10)
利用 Fourier 变换法,由方程(10)有

摇 摇
d2u- 1

dt2
+ (c20姿2 + 琢)u- 1 = g-(u0,姿u0姿), (11)

其中 g- 表示 g 的 Fourier 变换及
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摇 摇 u- 0(姿,子) = 乙肄
-肄

u0(孜,t)exp( - i姿孜)d孜 .

由方程(11)当零初始值时,我们有

摇 摇 u- 1(姿,子) = 乙 t

0
乙肄

-
[

肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

摇 摇 摇 摇 g(u0(孜,子),u0孜(孜,t ])) exp( - i姿孜)d孜d子 .

于是可得

摇 摇 u1(x,t) = 1
2仔乙

t

0
乙肄

-肄
乙肄

-
[

肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

摇 摇 摇 摇 g(u0(孜,子),u0孜(孜,t))exp(i姿(x - 孜 ])) d孜d姿d子 . (12)

由 H(u,s) = 0 关于 s 的二次幂的系数有

摇 摇 L(u2) = 2茁u0u1 + gu(u0,u0x)u1 + gux(u0,u0x)u1x . (13)
由方程(13)当零初始值时,我们有

摇 摇 u2(x,t) = 1
2仔乙

t

0
乙肄

-肄
乙肄

-肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

摇 摇 摇 摇 [2茁u0(孜,子)u1(孜,子) + g- u(u0(孜,子),u0姿(孜,子))u1(孜,子) +
摇 摇 摇 摇 gu姿(u0(孜,子),u0孜(孜,子))u1孜(孜,子)exp(i姿(x - 孜))]d孜d姿d子 . (14)
由式(9)、(12)、(14)和同伦映射理论,我们得到了非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程(1)的二

次近似 uapp 2(x,t):

摇 摇 uapp 2(x,t) = 3琢
2茁sech

1
2

琢
c2 - c20

(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷) +

摇 摇 摇 摇 1
2仔乙

t

0
乙肄

-肄
乙肄

-肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

摇 摇 摇 摇 [2茁u0(孜,子)u1(孜,子) + g(u0(孜,子),u0孜(孜,t)) +
摇 摇 摇 摇 gu(u0(孜,子),u0孜(孜,子))u1(孜,子) +
摇 摇 摇 摇 gu孜(u0(孜,子),u0孜(孜,子))u1孜(孜,子)exp(i姿(x - 孜))]d孜d子d姿, (15)

其中, u0 和 u1 分别由式(9)和(12)表示.
因此,用相同的方法,我们还能得到广义非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程(1)孤子解的更高

次近似 uapp n(x,t):

摇 摇 uapp n(x,t) = 3琢
2茁sech

1
2

琢
c2 - c20

(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷) +

摇 摇 摇 摇 1
2仔乙

t

0
乙肄

-肄
乙肄

-
[

肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

[摇 摇 摇 摇 2茁 移
n-1

i,j = 0,i +j屹0
ui(孜,子)un-i-1(孜,子) + g(u0(孜,子),u0孜(孜,t)) +

摇 摇 摇 摇 移
n-1

i = 1
gu(u0(孜,子),u0孜(孜,子))ui(孜,子) +
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摇 摇 摇 摇 移
n-1

i = 1
gui(u0(孜,子),u0孜(孜,子))u1孜(孜,子)exp(i姿(x - 孜)) + G ]n d孜d子d姿, (16)

其中 Gn 由已知函数 ui,i = 0,1,…,n - 1 表示.
若选取初始近似为方程(3)的孤子解(4),则由式(5)和广义非线性扰动 Klein鄄Gordon 方

程的性态,级数(7)是一致收敛的[17,21] . 于是方程(1)存在一个精确孤子解

摇 摇 uexa(x,t) = 移
肄

i = 0
ui(x,t () = lim

n寅肄
uapp n(x,t )) .

3摇 微 扰 方 程

现考虑一个广义非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程(1)的弱扰动的情形,它的扰动项是一个小

的摄动项 g(u,ux) = 着sin(鄣u / 鄣x)(0 < 着 垲1), 其方程为

摇 摇 鄣2u
鄣t2

- c20
鄣2u
鄣x2 + 琢u - 茁u2 = 着sin 鄣u

鄣x,摇 摇 0 < 着 垲1. (17)

由式(15),非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程(17)孤子解有如下的二次近似 uapp 2(x,t):

摇 摇 uapp 2(x,t) = 3琢
2茁sech

1
2

琢
c2 - c20

(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷) +

摇 摇 摇 摇 着
2仔乙

t

0
乙肄

-肄
乙肄

-肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

摇 摇 摇 摇 [2茁u0(孜,子)u1(孜,子) + sin(u0(孜,子),u0孜(孜,t)) +
摇 摇 摇 摇 cos(u0(孜,子),u0孜(孜,子))u1孜(孜,子)exp(i姿(x - 孜))]d孜d子d姿, (18)

其中 u0 由式(9)表示且

摇 摇 u1(x,t) = 着
2仔乙

t

0
乙肄

-肄
乙肄

-
[

肄

- cos( c20姿2 + 琢 t) + sin( c20姿2 + 琢 t)
(c20姿2 + 琢) 1 / 2 伊

摇 摇 摇 摇 sin(u0(孜,子),u0孜(孜,t))exp(i姿(x - 孜 ])) d孜d姿d子 .

接下来,我们还能得到微扰 Klein鄄Gordon 方程(17)孤子解的更高次近似 uapp n(x,t), 其结

构从略.

4摇 比 较 精 度

为了方便,我们只考虑微扰 Klein鄄Gordon 方程(17)孤子解的二次近似 uapp 2(x,t) .

另一方面,我们能得到微扰 Klein鄄Gordon 方程(17)孤子的渐近解. 设

摇 摇 uper = 移
肄

i = 0
ui(x,t)着i,摇 摇 0 < 着 垲1. (19)

将式(19)代入式(17),按 着 展开非线性项并使方程两边关于 着 的幂的系数相等,对于 着0,
着1 的系数可得

摇 摇
鄣2u0

鄣t2
- c20

鄣2u0

鄣x2 + 琢u0 - 茁u2
0 = 0, (20)

摇 摇 L(u1) = 2茁u0u0 + sin
鄣u0

鄣x . (21)
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由式(20),仍取由式(4)的孤子解为

摇 摇 u0(x,t) = 3琢
2茁sech

1
2

琢
c2 - c20

(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷) . (22)

并由式(21),可得解 u1(x,t) . 因此由摄动理论[21] 有摄动解 uper(x,t):
摇 摇 uper(x,t) = u0(x,t) + 着u1(x,t) + O(着2),摇 摇 0 < 着 垲1, (23)

其中 u0 由式(22) 表示且 u1 为方程(21)的一个解.
今考虑由同伦映射方法得到的近似解(18)的精度. 由摄动理论[21],我们有

摇 摇 uexa - uper = O(着2),摇 摇 (x,t) 沂 [ - M,M] 伊 [0,T], 0 < 着 垲1, (24)
其中 M 和 T 为足够大的正常数.

由式(20)、(21)和式(18)、(23),不难看出

摇 摇 L(uapp 2 - uper) = L(u0 + u1 + u2) - L(u0 + 着u1) + O(着2) =

摇 摇 摇 摇 着sin
鄣u0

鄣x + 2茁u0u1 + 着
鄣u1x

鄣x cos
鄣u0x

鄣x - 2着茁u0u0 - 着sin
鄣u0

鄣x + O(着2) =

摇 摇 摇 摇 O(着2),摇 摇 (x,t) 沂 [ - M,M] 伊 [0,T], 0 < 着 垲1,

其中摇 摇 u0 = u0 = 3琢
2茁 sech 1

2
琢

c2 - c20
(x - ctæ

è
ç

ö

ø
÷)

和摇 摇 摇 u1 = O(着) .
所以有

摇 摇 L(uapp 2 - uper) = O(着2),摇 摇 (x,t) 沂 [ - M,M] 伊 [0,T], 0 < 着 垲1, (25)
且

摇 摇 (uapp 2 - uper) | t = 0 = O(着2),摇 摇 x 沂 [ - M,M], 0 < 着 垲1. (26)
由式(25)和(26)及不动点原理[21],有
摇 摇 uapp 2 - uper = O(着2),摇 摇 (x,t) 沂 [ - M,M] 伊 [0,T], 0 < 着 垲1. (27)
于是由式(24)和(27),得到

摇 摇 uapp 2 - uexa = O(着2),摇 摇 (x,t) 沂 [ - M,M] 伊 [0,T], 0 < 着 垲1.
由上我们知道用同伦映射方法得到的非线性扰动 Klein鄄Gordon 方程孤子解的近似解具有

很好的精度.

5摇 结摇 摇 论

同伦映射方法是一个简单而有效的方法. 同伦映射方法是一个近似的解析方法,它不同于

一般的数值方法. 用同伦映射方法得到的展开式还能继续进行解析运算. 于是由式(15)或式

(16),我们能进一步研究孤子的定性和定量的性态.

注摇 本文所用的同伦映射方法,也可适用于其它更广泛的扰动 Klein鄄Gordon 方程和其它有关的非线性方

程[17] .
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Soliton Solution to Nonlinear Generalized Disturbed
Klein鄄Gordon Equation

MO Jia鄄qi1,2

(1. Department of Mathematics, Anhui Normal University,
Wuhu, Anhui 241003,P. R. China;

2. Division of Computational Science, E鄄Institutes of Shanghai Universities at SJTU,
Shanghai 200240, P. R. China)

Abstract: A generalized nonlinear disturbed Klein鄄Gordon equation was considered. By using
the homotopic mapping method, firstly, the corresponding homotopic mapping was construc鄄
ted. Then the suitable initial approximation was selected, and the arbitrary order approximate
solution of the soliton was calculated. At one time, a weakly disturbed equation was studied.

Key words: nonlinear; Klein鄄Gordon equation; soliton; approximate method
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