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Hamilton 体系下含弱粘接复合材料
层合板的灵敏度分析研究

*

李顶河,摇 徐建新,摇 卿光辉

(中国民航大学 航空工程学院,天津 300300)

(陈伟球推荐)

摘要:摇 基于径向基点插值函数(RPIM),在 Hamilton 体系下研究了含弱粘接复合材料层合板的灵

敏度分析问题. 利用弹簧层模型和修正 H鄄R(Hellinger鄄Reissner)变分原理,推导了可用于含弱粘接

复合材料层合板响应和灵敏度分析的混合控制方程,给出了基于该混合控制方程进行灵敏度分析

的解析法(AM)、半解析法(SA)和有限差分法(FD). 该混合控制方程的主要优点是可以在进行灵

敏度分析过程中避免卷积运算. 另外,利用该混合控制方程进行灵敏度分析不仅能够同时得到响

应结果和灵敏度系数,而且还考虑了层合板的层间弱粘接问题.
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引摇 摇 言

灵敏度分析已经发展成为结构分析的重要研究领域之一. 在过去的 20 年中,国内外已有

大量的文献[1鄄7]对静力响应、瞬态响应、屈曲响应和特征值灵敏度问题进行了研究. 虽然如今已

有很多的灵敏度计算方法,但解析法(AM)、半解析法(SA)和有限差分法(FD)是 3 种最为常

用的方法[8鄄9] . 解析法在进行数值计算之前的所有推导都是解析的,得到的结构响应灵敏度系

数具有明显的物理意义. 但是对于很多灵敏度分析情况,进行严格的解析推导是很困难的. 有
限差分法具有程序实现简单和计算精度高的特点,在工程领域应用广泛. 但对于大型结构,其
计算量巨大. 半解析法的最终结果是解析的,但诸如刚度矩阵和载荷向量等中间变量则采用有

限差分法求取,所以它同时具有解析法和有限差分法两者的优点[10] .
传统的复合材料层板理论通常都不会考虑子板之间的弱粘接情况. 但是在实际的工程应

用中,复合材料层合板的层间经常会出现诸如微裂纹和空隙之类的缺陷. 而这些缺陷在材料的

长期服役过程中将变得越来越严重. 所以,为了避免结构粘接区的局部失效或结构的整体失
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效,对复合材料层合板结构进行分析的时候,应该考虑层间弱粘接对各种响应的影响. 虽然已

有一些文献就该问题进行了研究[11鄄13],但主要还是以解析方法和传统数值方法为主. 近年来

Chen 等[14鄄17]基于状态空间法,利用精确法和数值法用对复合材料的弱粘接问题进行了深入的

研究.
历经多年的发展,任意厚度正交异性叠层板、壳的状态空间法得到了长足的发展[18鄄23],求

解方法已变得非常丰富,如分离变量法、Fourier 级数法、渐近法和半解析法等,其中以半解析

法最具有工程应用价值. 现有 Hamilton 体系下的半解析法最主要是有限元方法(FEM),虽然

有限元法在工程应用中已经取得了巨大的成功,但在计算一些网格畸变、移动边界、大变形和

不连续问题中遇到了很大的困难. 近年来发展起来了无网格法,并取得了很大的成功. 无网格

法的近似函数是建立在一系列离散结点上的,避免了网格依赖性. 与有限元相比,无网格近似

函数前处理简单,在涉及网格畸变、移动边界等问题上具有明显优势.
本文在 Hamilton 体系下,利用无网格法研究含弱粘接层合板结构的灵敏度分析问题,推

导了含弱粘接复合材料层合板响应分析和灵敏度分析的混合控制方程.

1摇 Hamilton 正则方程和弹簧层的无网格元列式

1. 1摇 传统径向基点插值函数

设有二维区域的连续函数 u(x),并利用一系列场节点对该二维区域进行离散化,则连续

函数 u(x) 在计算点 XQ 附近可用添加了多项式的径向基点插值(RPIM)形函数表示为[24]

摇 摇 u(x) = 移
n

i = 1
R i(x)ai + 移

m

j = 1
p j(x)b j = RT(x)a + pT(x)b, (1)

且满足约束条件

摇 摇 移
m

j = 1
p j(x)a j = pT

m(x)a = 0,摇 摇 j = 1,2,…,m, (2)

式中, R i(x) 为场节点 i径向基函数(如 Multiquadrics(MQ), R(x) = [ r2i + (琢 cdc) 2] q,其中 q和
琢 c 为形状参数,dc 为与计算点 x局部支撑域中场节点间距有关的特征长度,该长度一般取局部

支撑域中场节点的平均距离);n为计算点XQ 附近的场节点数;p j(x) 为空间坐标 x = [x,y] T 的

单项式;m 为多项式基函数的个数,如果 m = 0, 则为单纯的 RBFs; ai 和 b j 为待定常数.
为确定式(1)中的待定常数 ai 和 b j,需形成计算点 x的支持域,其中包括 n个场节点. 使式

(1) 满足计算点 x周围 n个场节点值,同时满足约束条件,则可得到一个包含 n + m个线性方程

的方程组. 求解该方程组,利用解得的结果,可将式(1)写为

摇 摇 u(x) = 椎T(x)Us = 移
n

i = 1
准iui, (3)

式中, 椎T(x) {= 准1(x)摇 准2(x)摇 …摇 准n(x }) 为对应于节点位移向量的形函数,Us =
[u1 摇 u2 摇 …摇 un] 为场节点处值.
1. 2摇 Hamilton正则方程无网格元列式

对于各向同性、正交异性或各向异性弹性体,修正后的 H鄄R 变分原理可表示为[20鄄22]

摇 摇 啄装 = 啄乙乙乙
V
(PTQ,z - H)dV + 啄蒽

SA
姿T

1Bpq- - 姿T
0B p-qdS, (4)

式中, Q = [u摇 v摇 w] T,u,v 和 w 分别为 x,y 和 z 这 3 个坐标方向上的位移分量;P =
[滓 xz 摇 滓 yz 摇 滓 zz] T,滓 xz,滓 yz 和 滓 zz 为结构的平面外应力分量;H 是 Hamilton 函数[22]; V为结构的
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体积;上标 T 表示矩阵转置;SA = S滓 + Su + Sm 为结构的表面积;姿0 和姿1 是特意引入的特征系

数[22];对于板问题,Bpq- 和 B p-q 分别为位移和应力边界条件矩阵[22] .
对于任一点上的 P 和 Q 可用 RPIM 形函数表示:

摇 摇 P{ }Q
= N 0

0
é

ë
êê

ù

û
úúN

pe

Q{ }
e

, (5)

式中

摇 摇 N = diag [椎] 3伊3, pe = [滓 e
xz( z) 滓 e

yz( z) 滓 e
zz( z)]

T,

摇 摇 Qe = [ue( z) ve( z) we( z)] T .
将式(5)代入式(4)中,进行变分并分部积分(暂时不考虑边界项),我们可得下面两个方

程,对该方程组两边积分,就得到了 Hamilton 正则方程的径向基函数列式,矩阵形式为

摇 摇 C 0
0

é

ë
êê

ù

û
úúC

d
dz

Pe( z)
Qe( z

{ }) =
AT

11 A12

A21 - A
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

11

Pe( z)
Qe( z

{ }) +
桩e{ }0

, (6)

式中, AT,C 和 桩e 以及式(12) 中的 G3 和 G4, 它们的具体形式可见文献[22].
根据式(4)还可以给出有关板问题的边界项列式,边界项经过变分后可写成矩阵形式:

摇 摇
BT

11 B12

0 - B
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

11

Pe( z)
Qe( z

{ }) + 矣
SA

- NT撰0 - (G4N) T

0 (G3N)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úT

P
-
e

Q
-{ }

e

dS, (7)

式中

摇 摇 P
-
e = [滓- e

xz( z)摇 滓- e
yz( z)摇 滓- e

zz( z)] T, Q
-

e = [u- e( z)摇 v- e( z)摇 w- e( z)] T,

摇 摇 撰0 = diag[姿 x 摇 姿 y 摇 姿 z], BT
11 = 矣

SA
(G3N) TNdS, B12 = 矣

SA
NT(G4 + GT

4)NdS,

G3 和 G4 的具体形式见文献[22].
把式(7)加到式(6)的右边,其结果就是可考虑混合边界条件的 Hamilton 正则方程的径向

基函数无网格列式. 对具有 n 层的复合材料层合板,第 滋 层控制方程的无网格列式为

摇 摇 d
dz

P 滋
e ( z)

Q 滋
e ( z

{ }) =
H 滋

11 H 滋
12

H 滋
21 H 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

22

P 滋
e ( z)

Q 滋
e ( z

{ }) +
F 滋

e1( z)

F 滋
e2( z

{ }) , (8)

式中

摇 摇 H 滋
11 = C -1AT

11 + BT
11, H 滋

12 = C -1AT
12 + BT

12, H 滋
21 = C -1AT

21, H 滋
22 = - C -1A11 - B11,

摇 摇 F 滋
e1( z) = - NT撰0P

-
( z) e - (G4N) T Q

-
e( z) + 桩e, F 滋

e2( z) = (G3N) T Q
-

e( z) .
1. 3摇 弹簧层的无网格元列式

含弱粘接界面复合材料层合板如图 1 所示,文献[14鄄17]给出了考虑若粘接复合材料层合

板弹簧层模型的解析方法,用于描述层间粘接特性的弹簧层可以写为

摇 摇
滓 tl

xz = 滓 bu
xz = [utl - ubu]Rx,

滓 tl
yz = 滓 bu

yz = [vtl - vbu]Ry,

滓 tl
zz = 滓 bu

zz = [w tl - wbu]Rz

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(9)

式中, 滓 tl
xz,滓 tl

yz 和滓 tl
zz 表示下子板上表面的应力;滓 bu

xz ,滓 bu
yz 和滓 bu

zz 表示上子板下表面应力;utl,vtl 和
w tl 表示下子板上表面的位移分量;ubu,vbu 和 wbu 表示上子板下表面的位移分量;Rx,Ry 和 Rz 分

别为弹簧层 x,y 和 z 方向上的刚度参数,显然,R i = 0( i = x,y,z) 表示非完好粘接,而 R i = 肄( i
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图 1摇 含弱粘接界面复合材料层合板示意图

= x,y,z) 表示完好粘接.
假设弹簧层的 n 个场节点与层合板的场节点

一一对应,且用 m1 和 m2 分别表示完好粘接和完

全分层区域所有场节点的集合,则层合板层间应

力与位移之间的关系为

摇 摇
P tl

e

Qtl{ }
e

=
T11 T12

T21 T
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

22

Pbu
e

Qbu{ }
e

= T
Pbu

e

Qbu{ }
e

,

(10)
式中

摇 摇 T = N 0
0

é

ë
êê

ù

û
úúN

-1 I 0é

ë
êê

ù

û
úúR I

N 0
0

é

ë
êê

ù

û
úúN
, R = diag(Rx1…Rxn 摇 Ry1…Ryn 摇 Rz1…Rzn) -1,

摇 摇 R ij = 0摇 摇 ( i = x,y,z,j 沂 m1) .

2摇 含弱粘接层合板混合控制方程

层合板子板响应和灵敏度系数混合控制方程可以由式(7)得到. 用 姿 表示影响材料响应

的所有参数,称其为广义材料参数. 式(8)两边对 姿 求偏导并与式(8)合并,如果不考虑体积

力,则层合板响应及其灵敏度系数的微分混合控制方程为

摇 摇 d
dz

P 滋
M( z)

Q 滋
M( z

{ }) =
M 滋

11 M 滋
12

M 滋
21 M 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

22

P 滋
M( z)

Q 滋
M( z

{ }) , (11)

式中摇 摇 P 滋
M( z) = [P 滋

e,姿( z)摇 P 滋
e ( z)] T, Q 滋

M( z) = [Q 滋
e,姿( z)摇 Q 滋

e ( z)] T,
其中下标 姿 表示对其求导,

摇 摇 M 滋
11 =

H 滋
11 H 滋

11,姿

0 H 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

11

, M 滋
12 =

H 滋
12 H 滋

12,姿

0 H 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

12

,

摇 摇 M 滋
21 =

H 滋
21 H 滋

21,姿

0 H 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

21

, M 滋
22 =

H 滋
22 H 滋

22,姿

0 H 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

22

.

上式的解可以写为

摇 摇
P 滋

M(h)

Q 滋
M(h

{ }) = exp
M 滋

11 M 滋
12

M 滋
21 M 滋

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

22

P 滋
M(0)

Q 滋
M(0

{ }) = 装 滋 P 滋
M(0)

Q 滋
M(0

{ }) . (12)

式(10)两边对 姿 求偏导并与式(10)合并,则弹簧层响应和灵敏度系数的混合控制方程为

摇 摇
P tl

M(h)

Qtl
M(h

{ }) =
W11 W12

W21 W
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

22

Pbu
M(0)

Qbu
M(0

{ }) = W
Pbu

M(0)

Qbu
M(0

{ }) , (13)

式中

摇 摇 W11 =
T11 T11,姿

0 T
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

11

, W12 =
T12 T12,姿

0 T
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

12

,

摇 摇 W21 =
T21 T21,姿

0 T
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

21

, W22 =
T22 T22,姿

0 T
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

22

.

根据式(12)和(13), 滋 + 1 上表面状态矢量和第 滋 层下表面状态矢量的关系式如下:
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摇 摇 V 滋 +1
t = W装 滋WV 滋

l , (14)
式中摇 摇 V 滋

t = [P 滋
e,t 摇 Q 滋

e,t], V 滋
l = [P 滋

e,l 摇 Q 滋
e,l],

下标 t 和 l 分别表示层合板子板的上下表面.
继续上述分析,含弱粘接复合材料层合板上下表面状态矢量的关系可以写为

摇 摇 V n
t = SV1

l , (15)
式中, n 为层合板的层数,S 为层合板整体传递矩阵,也就是弱粘结层合板的控制方程

摇 摇 S = 仪
n

j = 2
Wj装j -( )1 装1, (16)

其中, Wj = W,装j = 装 j . 对于理想粘结的层合板,Wj 都是单位矩阵,即

摇 摇 S = 仪
n

j = 1
装j .

3摇 灵敏度分析方法

3. 1摇 解析法

混合控制方程传递矩阵中 H11,H12,H21 和 H22 对设计变量导数的解析形式可以写为

摇 摇

H11,姿 = 鄣C -1

鄣姿 (A11 + B11) T + C -1 鄣A11

鄣姿 +
鄣B11

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

姿

T

,

H12,姿 = 鄣C -1

鄣姿 (A12 + B12) + C -1 鄣A12

鄣姿 +
鄣B12

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

姿
,

H21,姿 = 鄣C -1

鄣姿 A21 + C -1 鄣A21

鄣姿 ,

H22,姿 = 鄣C -1

鄣姿 (A11 + B11) + C -1 鄣A11

鄣姿 +
鄣B11

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

姿

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(17)

式中

摇 摇 鄣C -1

鄣姿 = 乙
赘

鄣NT

鄣姿 N + NT 鄣N
鄣( )姿

d孜d( )浊
-1
,

摇 摇
鄣AT

11

鄣姿 = 乙
赘

鄣 (G1N) T

鄣姿 N + (G1N) T 鄣N
鄣姿 +

鄣 (G2N) T

鄣姿 字21N
é
ë
êê +

摇 摇 摇 摇 (G2N) T 鄣字21

鄣姿 N + 字21
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

ù
û
úú姿
d孜d浊,

摇 摇
鄣A12

鄣姿 = 乙
赘

鄣 (G2N) T

鄣姿 字 T
22(G2N) + (G2N) T 鄣字 T

22

鄣姿 (G2N) + (G2N) T字 T
22

鄣(G2N)
鄣姿

é
ë
êê +

摇 摇 摇 摇 鄣NT

鄣姿 赘N + NT 鄣赘
鄣姿 N + NT赘 鄣N

鄣( ) ]姿
d孜d浊,

摇 摇
鄣A21

鄣姿 = 乙
赘

鄣NT

鄣姿 字11N + NT 鄣字11

鄣姿 N + NT字11
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

姿
d孜d浊,

摇 摇
鄣B11

鄣姿 = 矣
SA

鄣G3

鄣姿 N + G3
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

姿

T

N + (G3N) T 鄣N
鄣

é
ë
êê

ù
û
úú姿 dS,

摇 摇
鄣B12

鄣姿 = 矣
SA

鄣NT

鄣姿 (G4N) + NT 鄣G4

鄣姿 N + G4
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

姿
é
ë
êê +
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摇 摇 摇 摇 鄣G4

鄣姿 N + G4
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

姿

T

N + (G4N) T 鄣N
鄣

ù
û
úú姿 dS .

混合控制方程非齐次项 Fe1 和 Fe2 对设计变量的导数可以写为

摇 摇 Fe1,姿 =
鄣撞11

鄣姿 P
-
( z) e +

鄣撞12

鄣姿 Q
-

e( z) +
鄣桩e

鄣姿 , Fe2,姿 =
鄣撞22

鄣姿 Q
-

e( z), (18)

式中

摇 摇
鄣撞11

鄣姿 =- 矣
SA

鄣NT

鄣姿 撰0 + NT 鄣撰0

鄣
æ
è
ç

ö
ø
÷

姿
dS,

鄣撞12

鄣姿 =- 矣
SA

鄣G4

鄣姿 N + G4
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

姿

T

dS,

摇 摇
鄣撞22

鄣姿 = 矣
SA

鄣G3

鄣姿 N + G3
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

姿

T

dS, 鄣桩
鄣姿 = 乙

赘

鄣NT

鄣姿 F + NT 鄣F
鄣( )姿

d孜d浊 .

将式(18)和(17)计算得到结果按场节点拼装成整个结构混合控制方程的转移矩阵和非

齐次项. 混合控制方程传递矩阵中 T11,T12,T21 和 T22 对设计变量的导数的计算可以同理得到.
3. 2摇 有限差分法

在灵敏度分析有限差分法中,首先选择一个设计变量的步长 驻姿,然后以姿 和姿 + 驻姿 进行

两次响应分析,通过下面两式得到静力响应的灵敏度系数

摇 摇 Pe,姿( z) =
Pe(姿 + 驻姿) - Pe(姿)

驻姿 , Qe,姿( z) =
Qe(姿 + 驻姿) - Qe(姿)

驻姿 . (19)

3. 3摇 半解析法

半解析法是对解析法的改进,其中间矩阵导数的求解采用有限差分法. 对于本文中的混合

控制方程,关键量转移矩阵 H 和 T 对设计变量的导数可以写为

摇 摇
Hij,姿 抑

Hij(姿 + 驻姿) - Hij(姿)
驻姿 ( i,j = 1,2),

T ij,姿 抑
T ij(姿 + 驻姿) - T ij(姿)

驻姿 ( i,j = 1,2)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(20)

对于有限差分法和半解析法来说,计算精度严重的依赖于设计变量的步长 驻姿 的选择.

4摇 数 值 算 例

为了避免出现不合理的层间嵌入现象,此处只考虑层合板的层间滑移问题,弱粘接系数的

取值为 Rz = 0. 为了简单起见,在此假设层合板所有层间界面具有相同弱粘接强度,即
摇 摇 Rx = Ry = R .
采用典型径向基函数 Multiquadric 计算该层合板 z 方向上的应力和位移. 其中,背景网格

为 8伊8,Gauss 积分点都为 6伊6(即每一个背景网格包含 36 个 Gauss 积分点),场节点为均匀分

布的 15伊15. 另外,SA 和 FD 两种灵敏度分析方法的分析步长为 10-5 .
算例 1摇 如果利用半解析模型得到静力响应分析结果是可靠的话,那么在步长选择合理

的情况下,基于该模型和有限差分法的灵敏度分析结果也应该是正确的. 本算例考虑含弱粘接

复合材料层合板的静力响应问题,为了方便对比,采用文献[14]中所研究的层合板. 层合板的

上表面作用正弦分布压力 q = q0sin(仔x)sin(仔y), 各单层的材料性能参数如下:
摇 摇 EL / ET = 25, GLT / ET = 0. 5, GTT / ET = 0. 2, 滋 LT = 滋 TT = 0. 25.
无量纲化状态变量在厚度方向上的分布情况如图 2 所示. 从图中的对比情况可以看出,本
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文半解析方法的计算结果与 Chen 等[14] 的解析解吻合很好. 所以,在步长选择合理的情况下,
基于本文半解析模型的有限差分法灵敏度分析是可靠的.

(a) (b)

(c) (d)
图 2摇 无量纲化状态变量在厚度方向上的分布情况

(a) (b)
图 3摇 场节点数对位移 w 最大灵敏度系数的影响曲线
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算例 2摇 本算例考虑边长为 a = 1 的正方形复合材料层合板, 铺层顺序为[0 / 90 / 90 / 0],
宽厚比 a / h = 10. 板的上表面受分布正弦载荷 q = q0sin(仔x)sin(仔y) 作用, 边界条件为四边固

支. 层合板各子层具有相同的厚度和力学参数,各子层的力学参数如下:
摇 摇 E1 = 0. 886 426, E2 = 0. 465 371, E3 = 0. 504 73, G12 = 0. 262 93, G23 = 0. 266 81,
摇 摇 G31 = 0. 159 91, v12 = 0. 231 243, v31 = 0. 032 192 3, v23 = 0. 195 952.
首先,本算例研究了含弱粘接复合材料层合板灵敏度分析的收敛性问题,场节点数对位移

w 最大灵敏度系数的影响曲线如图 3 所示. 对于材料参数 E1,利用解析法、半解析法和有限差

分法计算了位移 w 的最大灵敏度系数,如图 3(a)所示. 对于形状参数 t,利用半解析法和有限

差分法计算了位移 w 的最大灵敏度系数,如图 3(b)所示. 从图 3 中可以看出,对于材料参数、
形状参数以及 3 种灵敏度分析方法来说,15伊15 的场节点分布可以得到满意的分析结果.

(a) (b)

(c) (d)
图 4摇 应力和位移灵敏度系数在层合板厚度方向上的分布情况

用 AM、SA 和 FD 这 3 种方法计算得到的相对于材料参数和形状参数的静力位移灵敏度

系数见表 1,其中相对于形状参数的灵敏度系数只利用 SA 和 FD 两种方法计算,因为 AM 不适

合于形状参数灵敏度系数的分析. 从表 1 可以看出,3 种灵敏度分析方法得到的分析结果之间

的相对误差很小,尤其是 SA 和 FD 之间的误差,因为在响应分析正确的情况下 FD 的计算结果

总是可信的,所以本算例 AM 和 SA 的计算结果也是正确的,层合板的形状参数对静力位移的
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影响明显强于材料参数.
表 1摇 AM,SA和 FD计算得到的相对于材料参数和形状参数的静力位移灵敏度系数

摇 R 摇 E1 E2 G23 G12 L t(a)

鄣u
鄣( )姿 max

0

AM 0. 013 652 0. 010 596 0. 004 574 0. 011 713 — —

SA 0. 013 748 0. 011 610 0. 004 771 0. 011 775 0. 626 351 -4. 154 808

FD 0. 013 747 0. 011 610 0. 004 771 0. 011 775 0. 626 368 -4. 154 744

0. 6

AM 0. 014 510 0. 009 901 0. 004 293 0. 011 232 — —

SA 0. 014 260 0. 010 818 0. 004 494 0. 011 319 0. 629 953 -4. 193 528

FD 0. 014 261 0. 010 818 0. 004 494 0. 011 319 0. 629 971 -4. 193 453

鄣v
鄣( )姿 max

0

AM 0. 011 645 0. 015 908 0. 004 066 0. 012 728 — —

SA 0. 011 747 0. 016 401 0. 004 540 0. 012 749 0. 643 017 -4. 229 302

FD 0. 011 746 0. 016 401 0. 004 540 0. 012 749 0. 643 034 -4. 229 236

0. 6

AM 0. 010 493 0. 017 645 0. 003 303 0. 012 397 — —

SA 0. 010 605 0. 018 288 0. 003 759 0. 012 448 0. 658 190 -4. 375 095

FD 0. 010 605 0. 018 288 0. 003 762 0. 012 448 0. 658 208 -4. 375 021

鄣w
鄣( )姿 max

0

AM 0. 080 859 0. 087 308 0. 046 268 0. 076 061 — —

SA 0. 081 584 0. 088 061 0. 050 853 0. 076 506 5. 979 171 -43. 299 40

FD 0. 081 584 0. 088 061 0. 050 852 0. 076 505 5. 979 330 -43. 298 58

0. 6

AM 0. 079 749 0. 092 860 0. 043 426 0. 073 981 — —

SA 0. 080 581 0. 094 793 0. 048 080 0. 074 695 6. 593 883 -50. 669 03

FD 0. 080 584 0. 094 795 0. 048 089 0. 074 684 6. 594 055 -50. 667 85

摇 注摇 (a) t 为层合板的总厚度.

对于不同弱粘接刚度 R, 用 SA 方法计算得到的应力和位移灵敏度系数在层合板厚度方

向上的分布情况如图 4 所示. 从图中可以看出:对于应力 滓 xz 和滓 yz,越靠近层合板的中性面,弱
粘接刚度对它们的灵敏度系数的影响就越明显;对于位移 u 和 v,越靠近层合板层间界面和上

下表面,弱粘接刚度对它们的灵敏度系数的影响就越明显;由于只考虑了层合板的层间位移滑

移问题,所以位移 u 和 v 的灵敏度系数在层间会出现不连续现象,如图 4(c)和图 4(d)所示.

5摇 结摇 摇 论

本文基于弹簧层模型和弹性材料修正后的 H鄄R 变分原理,研究了含弱粘接复合材料层合

板的灵敏度分析问题,并推导了含弱粘接复合材料层合板响应和灵敏度分析的混合控制方程.
该混合控制方程的主要优点是避免了灵敏度分析过程中的卷积运算. 利用该混合控制方程进

行灵敏度分析不仅能够同时得到响应和灵敏度系数,而且还考虑了层合板的层间弱粘接问题.
传递矩阵技术的运用,使得响应和灵敏度分析的计算量与层合板的厚度和层数无关.

在数值算例中,基于该混合控制方程,利用解析法、半解析法和有限差分法对四边固支层

合板进行了灵敏度分析,证明了本文含弱粘接结构灵敏度分析方法的正确性,并研究了含弱粘

接复合材料层合板应力和位移灵敏度系数在层合板厚度方向上的分布情况. 研究结果表明:在
Hamilton 体系下,半解析法不仅具有与解析法一样的计算精度,又具有与限差分法一样的程序

实现简单,是一种理想的结构灵敏度分析方法.
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Sensitivity Analysis of Composite Laminated Plates With
Bonding Imperfection in Hamilton System

LI Ding鄄he,摇 XU Jian鄄xin,摇 QING Guang鄄hui
(College of Aeronautical Engineering, Civil Aviation University of China,

Tianjin 300300, P. R. China)

Abstract: The sensitivity analysis of composite laminated plates with bonding interfacial imper鄄
fection was investigated based on the radial point interpolation method (RPIM) in Hamilton
system. A hybrid governing equations of the response and sensitivity quantities was reduced by
the spring鄄layer model and modified Hellinger鄄Reissner (H鄄R) variational principle. The analyti鄄
cal method (AM), semi鄄analytical method (SA) and the finite difference method (FD) were
given for the sensitivity analysis approach which is based on this reduced hybrid governing
鄄equation. One of the main advantages of the hybrid governing equation is that the convoluted al鄄
gorithm is avoided in sensitivity analysis. In addition, the sensitivity analysis method using this
hybrid governing equation not only obtains the response values and the sensitivity coefficients
simultaneity, but also accounts for the bonding interfacial imperfections of composite laminated
plates.

Key words: bonding imperfection; sensitivity analysis; radial point interpolation method
(RPIM); spring鄄layer model; H鄄R varitional principle
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