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摘要:摇 基于区域分解技巧,提出了一种求解定常 Navier鄄Stokes 方程的并行两水平有限元方法. 该
方法首先在一粗网格上求解 Navier鄄Stokes 方程,然后在细网格的子区域上并行求解粗网格解的残

差方程,以校正粗网格解. 该方法实现简单,通信需求少. 使用有限元局部误差估计,推导了并行方

法所得近似解的误差界,同时通过数值算例,验证了其高效性.
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引摇 摇 言

Navier鄄Stokes 方程是描述流体运动规律的一类典型的非线性方程,其研究对人们认识和

掌握湍流的运动规律至关重要. 但由于人们对非线性现象的本质认识有限,使得 Navier鄄Stokes
方程的精确解很难找到,往往通过数值模拟来了解其解的性态. 而湍流的数值模拟所需的计算

机资源往往需高性能并行机才能满足其需求,因而很有必要探索 Navier鄄Stokes 方程的高效并

行数值方法,以实现复杂湍流的数值模拟.
基于对 Navier鄄Stokes 方程有限元解全局与局部性质的认识,即其低频分量可用粗网格较

好地逼近,而高频分量可在细网格上局部与并行计算,本文提出求解定常 Navier鄄Stokes 方程的

一种并行两水平有限元方法. 该方法首先用一粗网格去求解 Navier鄄Stokes 方程,然后通过区域

分解技巧,在细网格的子区域上并行求解粗网格解的残差方程,以校正粗网格解. 该方法实现

简单,可充分利用现有的串行软件进行并行编程,处理器之间的通信需求少. 该方法与 He
等[1]和 Ma 等[2] 所提出的算法的区别在于粗细网格上的问题都是非线性问题. 若我们进一步

采用不同的迭代法去求解这些非线性问题,则文献[1鄄2]所提出的并行算法可看成是本文所提

出的非线性有限元方法的特例,因而可将它们纳入统一的框架进行分析.
本文内容安排如下:第 1 节给出 Navier鄄Stokes 方程的一些基本知识和对有限元空间的一

些假设;第 2 节设计并分析基于区域分解的两水平有限元并行算法;第 3 节给出数值算例以验
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证算法的有效性;第 4 节给出相关结论.

1摇 定常 Navier鄄Stokes 方程及其有限元逼近

设 赘 是 Rd(d = 2,3) 中具有 Lipschitz 连续边界的有界开集. 给定一非负整数 m,我们分别

用 Hm(赘) 和 椰·椰m,赘 表示标准的 Sobolev 空间及其范数,用(·,·) 表示 L2(赘) l( l = 1,2,3) 中

的内积,并用 H1
0(赘) 表示由 H1(赘) 中在 鄣赘上迹为 0 的函数组成的子空间(参见文献[3]) . 对

于一给定的子区域 赘0 奂 赘,我们通过将 H1
0(赘0) 中的函数 0 扩展成 H1

0(赘) 的函数的方式,将
H1

0(赘0) 视为 H1
0(赘) 的子空间.

1. 1摇 定常 Navier鄄Stokes 方程

考虑下列定常 Navier鄄Stokes 方程:

摇 摇
- 淄驻u + (u·Ñ)u + Ñp = f , 在 赘 内,
div u = 0, 在 赘 内,
u = 0, 在 鄣赘 上

{
,

(1)

其中, u = (u1,…,ud) 为速度向量,p 为压力, f = ( f1,…,fd) 为体积力,淄 是粘性系数.
为引进方程(1)的变分形式,我们令

摇 摇 X = H1
0(赘) d, Y = L2(赘) d, M = L2

0(赘) {= q 沂 L2(赘):乙
赘
qdx = }0 ,

并定义 a(·,·),b(·,·,·),d(·,·) 如下:

摇 摇 a(u,v) = 淄(Ñu,Ñv), b(u,v,w) = 1
2 ((u·Ñ)v,w) - 1

2 ((u·Ñ)w,v),

摇 摇 d(v,q) = (div v,q),摇 摇 坌u,v,w 沂 X, q 沂 M .
三线性项 b(·,·,·) 有以下性质[4]:

摇 摇 b(u,v,w) = - b(u,w,v),摇 摇 坌u,v,w 沂 X, (2)
摇 摇 | b(u,v,w) | 臆 N椰 Ñu椰0,赘椰 Ñv椰0,赘椰 Ñw椰0,赘,摇 摇 坌 u,v,w 沂 X, (3)

其中

摇 摇 N = sup
u,v,w沂X
u,v,w屹0

| b(u,v,w) |
椰 Ñu椰0,赘椰 Ñv椰0,赘椰 Ñw椰0,赘

.

给定 f 沂 L2(赘) d,方程(1) 的变分形式为: 求(u,p) 沂 X 伊 M, 使得

摇 摇 a(u,v) + b(u,u,v) - d(v,p) + d(u,q) = ( f,v),摇 摇 坌(v,q) 沂 X 伊 M . (4)
关于方程(4)解的存在唯一性及正则性,我们有如下定理[4鄄5]:

定理 1. 1摇 设 赘是Rd 中具有Ck+1(k逸1) 型边界的有界区域或Rd 中的凸多边形或凸多面

体区域(k = 1),对于给定的 f 沂 Hk-1(赘) d,方程(4) 至少存在一对解(u,p) 沂 (Hk+1(赘) 疑
H1

0(赘)) d 伊 (Hk(赘) 疑 L2
0(赘)), 满足

摇 摇
淄椰Ñu椰0,赘 臆 椰f椰 -1,赘, 椰f椰 -1,赘 = sup

v沂X,v屹0

| ( f,v) |
椰 Ñv椰0,赘

,

淄椰u椰k+1,赘 + 椰p椰k,赘 臆 c椰f椰k-1,赘

{
,

(5)

并且,若函数 f 与 淄 满足下列唯一性条件

摇 摇
N椰f椰 -1,赘

淄2 < 1, (6)

则方程(4)的解 (u,p) 唯一.
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本文中,我们用字母 c 代表一大于 0 的常数,它不依赖于网格参数,并且在不同地方可能

代表不同的值.
1. 2摇 混合有限元逼近

设 T h(赘) { }= K 是 赘 的一个网格尺寸函数为 h(x) = hK 的网格剖分,其中 hK 是包含 x 的

单元 K 的直径,满足假设:
A0 三角剖分摇 存在一常数 酌 逸1, 使得

摇 摇 h酌
赘 臆 ch(x),摇 摇 坌 x 沂 赘,

其中, h赘 =maxx沂赘h(x) 是 T h(赘) 最大单元的直径. 为表述方便,有时我们略去 h赘 中的下标,直
接写成 h .

设 Xh(赘) 奂 H1(赘) d,Mh(赘) 奂 L2(赘) 是相应于网格 T h(赘) 的两个有限元空间,令
摇 摇 X0

h(赘) = Xh(赘) 疑 H1
0(赘) d, M0

h(赘) = Mh(赘) 疑 L2
0(赘),

摇 摇 Vh(赘) {= vh 沂 X0
h(赘):d(vh,qh) = 0, 坌 qh 沂 M0

h(赘 }) .
对于给定的子区域 G 奂奂 赘0 奂 赘 (此处 G 奂奂 赘0 表示 dist(鄣G \鄣赘,鄣赘0 \鄣赘) > 0),我们分

别定义 Xh(G),Mh(G),Vh(G) 和 T h(G) 为 Xh(赘),Mh(赘),Vh(赘) 和 T h(赘) 在 G 上的限制,并
令

摇 摇 Xh
0(G) {= v 沂 Xh(赘): supp v 奂奂 }G , Mh

0(G) {= q 沂 Mh(赘):supp q 奂奂 }G .
我们需要对有限元空间的一些假设条件,即[1,2,6鄄7]

A1 逼近性摇 对任意的 (u,p) 沂 Hk+1(G) d 伊 Hk(G)(k逸 1),存在(仔 h u,籽 h p) 沂 Xh(G) 伊
Mh(G), 使得

摇 摇 椰h -1(u - 仔 h u)椰0,G + 椰u - 仔 h u椰1,G 臆 chs
G椰u椰1+s,G,摇 摇 0 臆 s 臆 k,

摇 摇 椰h -1(p - 籽 h p)椰 -1,G + 椰p - 籽 h p椰0,G 臆 chs
G椰p椰s,G, 0 臆 s 臆 k;

A2 反估计摇 对任意的 (v,q) 沂 Xh(G) 伊 Mh(G), 有

摇 摇 椰 Ñv椰0,G 臆 c椰h -1v椰0,G, 椰q椰0,G 臆 c椰h -1q椰 -1,G;
A3 超收敛摇 对给定的 G奂 赘,设棕 沂C肄

0 (赘),supp棕 奂奂 G,则对任意的(u,p) 沂Xh(G)
伊 Mh(G),存在(v,q) 沂 Xh

0(G) 伊 Mh
0(G), 使得

摇 摇 椰h -1
Ñ(棕u - v)椰0,G 臆 c椰 Ñu椰0,G, 椰h -1(棕p - q)椰0,G 臆 c椰p椰0,G;

A4 稳定性条件摇 存在一常数 茁 > 0, 使得

摇 摇 茁椰q椰0,G 臆 sup
v沂X0h(G),v屹0

(div v,q)
椰 Ñv椰0,G

,摇 摇 坌q 沂 M0
h(G) .

定义 L2 鄄 正交投影 Ph:Y 寅 Vh(赘) 如下:
摇 摇 (Phv,vh) = (v,vh),摇 摇 坌v 沂 Y, vh 沂 Vh(赘) .

并按如下条件定义离散的 Stokes 算子 Ah = - Ph驻h:
摇 摇 ( - 驻h uh,vh) = (Ñuh,Ñvh),摇 摇 坌uh,vh 沂 X0

h(赘) .
关于离散变量情形的三线性项 b(·,·,·),坌uh,vh,wh 沂 X0

h(赘), 我们有[8鄄10]

摇 摇 b(uh,vh,wh) + b(uh,wh,vh) 臆
摇 摇 摇 摇 c椰uh椰0,赘椰 Ñvh椰0,赘椰Ahwh椰1 / 2

0,赘椰 Ñwh椰1 / 2
0,赘, (7)

摇 摇 b(uh,vh,wh) + b(vh,uh,wh) 臆
摇 摇 摇 摇 c椰 Ñuh椰1 / 2

0,赘椰Ahuh椰1 / 2
0,赘椰 Ñvh椰0,赘椰wh椰0,赘 . (8)

基于以上记号与假设,我们可得方程(4)的有限元逼近为:求 (uh,ph) 沂X0
h(赘) 伊 M0

h(赘),
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使得

摇 摇 a(uh,v) + b(uh,uh,v) - d(v,ph) + d(uh,q) = ( f,v),
摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

h(赘) 伊 M0
h(赘) . (9)

对于方程(9),我们有以下结果[1,4鄄5]:
定理 1. 2摇 在假设 A0、A1、A4 及定理 1. 1 的条件下,存在一常数 h0 > 0,使得对任意的 h

沂 (0,h0],方程(9) 存在唯一解(uh,ph) 沂 X0
h(赘) 伊 M0

h(赘), 满足

摇 摇 淄椰 Ñuh椰0,赘 臆 椰f椰 -1,赘, 淄椰Ahuh椰0,赘 臆 c椰f椰0,赘, (10)
摇 摇 淄椰 Ñ(u - uh)椰0,赘 + 椰p - ph椰0,赘 臆 chs椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k, (11)
摇 摇 淄椰u - uh椰0,赘 + 椰p - ph椰 -1,赘 臆 chs+1椰f椰s-1,赘, 1 臆 s 臆 k . (12)

2摇 两水平有限元算法

2. 1摇 两水平有限元局部算法

设 赘0 奂奂 赘,T H(赘) 是一个尺寸为 H 垌 h 的正则网格,T h(赘0) 是一个通过局部加密

T H(赘) 所得的网格. 在我们的分析中,我们将使用另一全局网格 T h(赘),它与 T H(赘) 嵌套,并
在 赘0 上与 Th(赘0) 一致. 基于两重网格离散的有限元局部算法如下:

算法 1摇 两水平有限元局部算法

1) 在粗网格上求 (uH,pH) 沂 X0
H(赘) 伊 M0

H(赘), 使得

摇 摇 a(uH,v) + b(uH,uH,v) - d(v,pH) + d(uH,q) = ( f,v),
摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

H(赘) 伊 M0
H(赘);

2) 在子区域 赘0 上求(eh,浊 h) 沂 X0
h(赘0) 伊 M0

h(赘0), 使得

摇 摇 a(eh,v) + b(eh,eh,v) - d(v,浊 h) + d(eh,q) =
摇 摇 摇 摇 ( f,v) - a(uH,v) - b(uH,uH,v) + d(v,pH) - d(uH,q),

摇 摇 坌(v,q) 沂 X0
h(赘0) 伊 M0

h(赘0);
3) 在子区域 赘0 内取(uh,ph) = (uH + eh,pH + 浊 h) .
引理 2. 1摇 设 (eh,浊 h) 沂 X0

h(赘0) 伊 M0
h(赘0) 由算法 1 所得,则有

摇 摇 淄椰eh椰0,赘0
+ 淄椰浊 h椰0,赘0

臆 cHs+1椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k . (13)
证明摇 考虑对偶问题:对于 (F,准) 沂 L2(赘0) d 伊 (H1(赘0) 疑 L2

0(赘0)), 求(椎,追) 沂
(H2(赘0) 疑 H1

0(赘0)) d 伊 (L2
0(赘0) 疑 H1(赘0)), 使得

摇 摇 a(v,椎) + b(eh,v,椎) + d(v,追) - d(椎,q) =
摇 摇 摇 摇 (F,v) + (准,q),摇 摇 坌(v,q) 沂 H1

0(赘0) d 伊 L2
0(赘0), (14)

对于 H 沂 (0,h0],上述问题存在唯一解(椎,追), 满足[1,4]

摇 摇 淄椰椎椰2,赘0
+ 椰追椰1,赘0

臆 c(椰F椰0,赘0
+ 椰准椰1,赘0

) . (15)
问题(14)的有限元解 (椎h,追h) 沂 X0

h(赘0) 伊 M0
h(赘0) 满足

摇 摇 a(v,椎h) + b(eh,v,椎h) + d(v,追h) - d(椎h,q) =
摇 摇 摇 摇 (F,v) + (准,q),摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

h(赘0) 伊 M0
h(赘0),

且有误差估计[1,4]

摇 摇 淄椰 Ñ(椎 - 椎h)椰0,赘0
+ 椰追 - 追h椰0,赘0

臆 ch(椰F椰0,赘0
+ 椰准椰1,赘0

) . (16)
注意到

摇 摇 a(uh - uH,椎H) + b(uh - uH,uh,椎H) + b(uH,uh - uH,椎H) -
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摇 摇 摇 摇 d(椎H,ph - pH) + d(uh - uH,追H) = 0, (17)
由算法 1 有

摇 摇 a(eh,v) + b(eh,eh,v) - d(v,浊 h) + d(eh,q) =
摇 摇 摇 摇 a(uh - uH,v) + b(uh - uH,uh,v) + b(uH,uh - uH,v) -
摇 摇 摇 摇 d(v,ph - pH) + d(uh - uH,q),摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

h(赘0) 伊 M0
h(赘0) . (18)

在问题(14)中取 (v,q) = (eh,浊 h), 并由式(16) ~ (18)、(3)、(6)、(11)可得

摇 摇 (F,eh) + (准,浊 h) = a(eh,椎) + b(eh,eh,椎) + d(eh,追) - d(椎,浊 h) =
摇 摇 摇 摇 a(eh,椎h) + b(eh,eh,椎h) + d(eh,追h) - d(椎h,浊 h) =
摇 摇 摇 摇 a(uh - uH,椎h) + b(uh - uH,uh,椎h) + b(uH,uh - uH,椎h) -
摇 摇 摇 摇 d(椎h,ph - pH) + d(uh - uH,追h) =
摇 摇 摇 摇 a(uh - uH,椎h - 椎) + b(uh - uH,uh,椎h - 椎) + b(uH,uh - uH,椎h - 椎) -
摇 摇 摇 摇 d(椎h - 椎,ph - pH) + d(uh - uH,追h - 追) +
摇 摇 摇 摇 a(uh - uH,椎 - 椎H) + b(uh - uH,uh,椎 - 椎H) + b(uH,uh - uH,椎 - 椎H) -
摇 摇 摇 摇 d(椎 - 椎H,ph - pH) + d(uh - uH,追 - 追H) 臆

摇 摇 摇 摇 (cH 椰 Ñ(uh - uH)椰0,赘0
+

摇 摇 摇 摇 N
淄 (椰 ÑuH椰0,赘0

+ 椰 Ñuh椰0,赘0
)椰 Ñ(uh - uH)椰0,赘0

+

摇 摇 摇 摇 淄 -1椰ph - pH椰0,赘0
+ 椰 Ñ(uh - uH)椰0,赘 )0

(椰F椰0,赘0
+ 椰准椰1,赘0

) 臆

摇 摇 摇 摇 c淄 -1Hs+1椰f椰s-1,赘(椰F椰0,赘0
+ 椰准椰1,赘0

),摇 摇 1 臆 s 臆 k . (19)

由此可得

摇 摇 淄椰eh椰0,赘0
+ 淄椰浊 h椰 -1,赘0

臆 cHs+1椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k .
仿文献[1]中引理 3. 2 的证明,我们可得下列引理:
引理 2. 2摇 设 g 沂 H -1(赘0) d,0 < 滋 臆 h0(滋 = h,H) . 若(w,r) 沂 Xh(赘) 伊 Mh(赘) 满足

摇 摇 a(w,v) + b(eh,w,v) + b(w,uH,v) - d(v,r) + d(w,q) = (g,v),
摇 摇 坌(v,q) 沂 Xh

0(赘0) 伊 Mh
0(赘0),

则对 D 奂奂 赘0 奂 赘, 有

摇 摇 淄椰 Ñw椰0,D + 椰r椰0,D 臆 c(淄椰w椰0,赘0
+ 椰r椰 -1,赘0

+ 椰g椰 -1,赘0
) . (20)

定理 2. 1摇 设定理 1. 2 的条件及 A0 ~ A4 成立, (uh,ph) 沂 X0
h(赘) 伊 M0

h(赘) 是方程(9) 的

标准有限元解,(uh,ph) 沂 Xh(赘0) 伊 Mh(赘0) 是由算法 1 所得的近似解,则对 D 奂奂 赘0, 有

摇 摇 椰 Ñ(uh - uh)椰0,D + 椰ph - ph椰0,D 臆

摇 摇 摇 摇 cHs+1 1 +
椰f椰0,赘

椰f椰 -1,

æ
è
ç

ö
ø
÷

赘

椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k, (21)

从而有

摇 摇 椰 Ñ(u - uh)椰0,D + 椰p - ph椰0,D 臆

摇 摇 摇 摇 c hs + Hs+1 1 +
椰f椰0,赘

椰f椰 -1,

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

赘

椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k . (22)

证明摇 由算法 1 可得
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摇 摇 a(uh,v) + b(eh,eh,v) + b(uH,uH,v) - d(v,ph) + d(uh,q) = ( f,v),
摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

h(赘0) 伊 M0
h(赘0) . (23)

又由于

摇 摇 b(uh,uh,v) - b(eh,eh,v) - b(uH,uH,v) =
摇 摇 摇 摇 b(uh,uh,v) - b(uh,uH,v) + b(uh,uH,v) -
摇 摇 摇 摇 b(eh,eh + uH,v) - b(eh + uH,uH,v) + 2b(eh,uH,v) =
摇 摇 摇 摇 b(uh,uh - uH,v) + b(uh,uH,v) + b(eh,uh,v) - b(eh,uh,v) -
摇 摇 摇 摇 b(eh,uh,v) - b(uh,uH,v) + 2b(eh,uH,v) =
摇 摇 摇 摇 b(uh,uh - uH,v) + b(uh - uh,uH,v) + b(eh,uh - uh,v) -
摇 摇 摇 摇 b(eh,uh - uH,v) + b(eh,uH,v),

因此,由式(9)及式(23)可得

摇 摇 a(uh - uh,v) + b(uh - uh,uH,v) + b(eh,uh - uh,v) -
摇 摇 摇 摇 d(v,ph - ph) + d(uh - uh,q) = (g,v),摇 摇 坌(v,q) 沂 Xh

0(赘0) 伊 Mh
0(赘0),

其中

摇 摇 (g,v) = b(eh,uh - uH,v) - b(uh,uh - uH,v) - b(eh,uH,v) .
由式(2)、(6) ~ (8)、(10)、(12)及引理 2. 1 有

摇 摇 椰g椰 -1,赘0
臆 c椰eh椰0,赘0

(椰 Ñuh椰1 / 2
0,赘0

椰Ahuh椰1 / 2
0,赘0

+ 2椰 ÑuH椰1 / 2
0,赘0

椰AHuH椰1 / 2
0,赘0

) +
摇 摇 摇 摇 c椰 Ñuh椰1 / 2

0,赘0
椰Ahuh椰1 / 2

0,赘0
椰uh - uH椰0,赘0

臆

摇 摇 摇 摇
c椰f椰0,赘

淄2 (淄椰eh椰0,赘0
+ 淄椰uh - uH椰0,赘0

) 臆

摇 摇 摇 摇 cHs+1 椰f椰0,赘

椰f椰 -1,赘
椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k .

应用引理 2. 1、引理 2. 2、三角不等式及式(12)可得

摇 摇 椰 Ñ(uh - uh)椰0,D + 椰ph - ph椰0,D 臆
摇 摇 摇 摇 c(椰uh - uh椰0,赘0

+ 椰ph - ph椰 -1,赘0
+ 椰g椰 -1,赘0

) 臆
摇 摇 摇 摇 c(椰uh - uH椰0,赘0

+ 椰ph - pH椰 -1,赘0
+ 椰eh椰0,赘0

+
摇 摇 摇 摇 椰浊 h椰 -1,赘0

+ 椰g椰 -1,赘0
) 臆

摇 摇 摇 摇 cHs+1 1 +
椰f椰0,赘

椰f椰 -1,

æ
è
ç

ö
ø
÷

赘

椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k,

至此,我们完成了式(21)的证明,由式(21)及式(11),我们即得式(22). 阴
2. 2摇 两水平有限元并行算法

设 D1,D2,…,DJ 是求解区域赘的一个互不重叠的区域分解,赘j 通过扩展D j 所得并满足D j

奂奂 赘j 奂 赘 ( j = 1,2,…,J) . 基于上一节两水平有限元局部算法,利用区域分解技巧,我们可

得两水平有限元并行算法如下:
算法 2摇 两水平有限元并行算法

1) 在粗网格上求 (uH,pH) 沂 X0
H(赘) 伊 M0

H(赘), 使得

摇 摇 a(uH,v) + b(uH,uH,v) - d(v,pH) + d(uH,q) = ( f,v),
摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

H(赘) 伊 M0
H(赘);

2) 在细网格的子区域 赘j( j = 1,2,…,J) 上并行求(e j
h,浊 j

h) 沂 X0
h(赘j) 伊 M0

h(赘j) ( j = 1,2,
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…,J), 使得

摇 摇 a(e j
h,v) + b(e j

h,e j
h,v) - d(v,浊 j

h) + d(eh
j,q) =

摇 摇 摇 摇 ( f,v) - a(uH,v) - b(uH,uH,v) + d(v,pH) - d(uH,q),
摇 摇 坌(v,q) 沂 X0

h(赘j) 伊 M0
h(赘j);

3) 在子区域 D j 内取(uh,ph) = (uH,pH) + (e j
h,浊 j

h) ( j = 1,2,…,J) .
定义分片范数

摇 摇 ||| Ñ(uh - uh) ||| 0,赘 (= 移
J

j = 1
椰 Ñ(uh - uh)椰2

0,D )j

1 / 2
,

摇 摇 ||| ph - ph ||| 0,赘 (= 移
J

j = 1
椰ph - ph椰2

0,D )j

1 / 2
.

并由定理 2. 1,我们有

定理 2. 2摇 在定理 2. 1 的条件下,由算法 2 所得的近似解 (uh,ph) 有下列误差估计:
摇 摇 ||| Ñ(uh - uh) ||| 0,赘 +||| ph - ph ||| 0,赘 臆

摇 摇 摇 摇 cHs+1 1 +
椰f椰0,赘

椰f椰 -1,

æ
è
ç

ö
ø
÷

赘

椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k, (24)

从而有

摇 摇 ||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘 +||| p - ph ||| 0,赘 臆

摇 摇 摇 摇 c hs + Hs+1 1 +
椰f椰0,赘

椰f椰 -1,

æ
è
ç

ö
ø
÷

æ
è
ç

ö
ø
÷

赘

椰f椰s-1,赘,摇 摇 1 臆 s 臆 k . (25)

定理 2. 2 表明: 若我们选取 H使得H = O(hs / ( s+1)), 则我们的方法可获得与标准有限元方

法相同阶的收敛率. 但由于细网格上的非线性方程是并行求解的,我们的方法能大大节约

CPU 时间.

3摇 数 值 结 果

在本节,我们给出数值算例以检验算法 2. 2 的有效性. 算例的准确解为

摇 摇
u1 = 10x2(x - 1) 2y(y - 1)(2y - 1),

u2 = - 10y2(y - 1) 2x(x - 1)(2x - 1),

p = 3x2 - 1

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(26)

求解区域 赘 = [0,1] 伊 [0,1] . 所使用的混合元为二阶 Taylor鄄Hood 元:
摇 摇 X0

H(赘) {= v 沂 H1
0(赘) 2:v | K 沂 (P2) 2,坌 K 沂 T H(赘 }) ,

摇 摇 M0
H(赘) {= q 沂 L2

0(赘) 疑 C0(赘):q | K 沂 P1,坌 K 沂 T H(赘 }) ,
摇 摇 X0

h(赘j) {= v 沂 H1
0(赘j) 2:v | K 沂 (P2) 2,坌 K 沂 T h(赘j }) ,摇 摇 j = 1,2,…,J,

摇 摇 M0
h(赘j) {= q 沂 L2

0(赘j) 疑 C0(赘j):q | K 沂 P1,坌 K 沂 T h(赘j }) ,摇 摇 j = 1,2,…,J,
其中, P2 和 P1 分别为二次和一次多项式函数空间. 粗细上的非线性 Navier鄄Stokes 方程都采用

Picard 迭代法求解,迭代收敛准则为相邻两次迭代速度的相对 L2 鄄 误差小于 10-6 . 相应的线性

代数方程组的求解器为 UMFPACK .
我们将求解区域 赘 分成 4 个互不重叠的子区域:
摇 摇 D1 = (0,1 / 2) 伊 (0,1 / 2), D2 = (0,1 / 2) 伊 (1 / 2,1),
摇 摇 D3 = (1 / 2,1) 伊 (0,1 / 2), D4 = (1 / 2,1) 伊 (1 / 2,1),
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然后将每一子区域 D j( j = 1,2,3,4) 向外扩展尺度为2h的区域以获得赘j( j = 1,2,3,4) . 用算法

2 相互独立地计算每一子区域的有限元解,其中 h = n -3(n = 3,4,5) 及 H 满足 2H3 = h2,淄 = 1.
计算结果如表 1 所示,其中 CPU 时间是算法在各子区域上所花时间的最大者,包括网格生成

时间、方程求解及误差计算时间. 收敛率 W 由公式 ln(E i / E i +1) / ln(hi / hi +1) 计算所得,此处 E i

和 E i +1 分别为 h = hi 和 hi +1 时的相对误差( ||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘 +||| p - ph ||| 0,赘) / (椰 Ñu椰0,赘

+ 椰p椰0,赘) . itC 和 itF 分别为粗细网格上求解非线性问题的迭代次数.
表 1 并行两水平方法所得近似解的误差

h H CPU / s itC itF ( ||| Ñ(u - uh) ||| 0,赘) /椰 Ñu椰0,赘 ( ||| p - ph ||| 0,赘) /椰p椰0,赘 收敛率 W

1 / 27 1 / 18 2. 563 2 1 0. 003 866 84 0. 000 389 742

1 / 64 1 / 32 9. 609 2 1 0. 000 721 998 7. 141 68E-005 1. 949 66

1 / 125 1 / 50 81. 484 2 1 0. 000 189 074 1. 987 85E-005 1. 979 48

摇 摇 表 2 标准有限元解的误差

h CPU / s itF (椰 Ñ(u - uh)椰0,赘) /椰 Ñu椰0,赘 椰p - ph椰0,赘 /椰p椰0,赘 收敛率 W

1 / 27 3. 907 2 0. 004 034 34 0. 000 343 585

1 / 64 24. 421 2 0. 000 720 112 6. 111 74E-005 1. 997 48

1 / 125 256. 433 2 0. 000 188 932 1. 628 19E-005 1. 993 92

摇 摇 为了与标准有限元方法进行比较,我们在表 2 列出了在整个区域上使用标准有限元通过

Picard 迭代法计算所得的近似解. 比较表 1 与表 2 可以看出:我们的并行方法取得了关于网格

参数 h 的接近二阶的收敛率,与理论分析基本一致; 与标准的有限元方法相比,在所得近似解

精度很相近的情况下,我们的方法大大节约了计算时间.

4摇 结摇 摇 论

基于区域分解,本文提出了一种求解定常 Navier鄄Stokes 方程的并行两水平有限元方法. 该
方法实现简单,可获得与标准有限元方法精度相近的有限元解. 数值算例验证了其高效性.

致谢摇 感谢审稿人提出的宝贵建议.
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A Parallel Two鄄Level Finite Element Method
for the Navier鄄Stokes Equations

SHANG Yue鄄qiang1,摇 LUO Zhen鄄dong1,2

(1. School of Mathematics and Computer Science,Guizhou Normal University,
Guiyang 550001,P. R. China;

2. School of Mathematics and Physics,North China Electric Power University,
Beijing 102206,P. R. China)

Abstract: Based on domain decomposition,a parallel two鄄level finite element method for the
stationary Navier鄄Stokes equations was proposed and analyzed. The basic idea of the method
was to first solve the Navier鄄Stokes equations on a coarse grid,then to solve the resulted residu鄄
al equations in parallel on a fine grid. This method has low communication complexity. It can
be implemented easily. By local a priori error estimate for finite element discretizations,error
bounds of the approximate solution were derived. Numerical results were also given to illus鄄
trate the high efficiency of the method.

Key words: Navier鄄Stokes equations; finite element; two鄄level method; overlapping domain
decomposition; parallel algorithm
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