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摘要:摇 研究可渗透收缩薄膜上的不稳定粘性流动. 通过相似变换得到相似方程. 在不同的不稳定

参数、质量吸入参数、收缩参数、Prandtl 数下,数值地求解相似方程,得到速度和温度的分布,以及

表面摩擦因数和 Nusselt 数等. 结果发现,与不稳定的伸展薄膜不同,在质量吸入参数和不稳定参数

的某一范围内,可渗透收缩薄膜上的不稳定流动存在双重解.
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引摇 摇 言

可伸展面上的边界层特征问题,是工业应用领域中经常出现的重要的工程加工流动现象,
并在过去的几十年里,一直吸引着不少学者的关注. 例如挤压加工制造中的材料,并以受热方

式在送料辊和缠绕辊之间移动时,就可以看作连续可伸展面. 为了获得一等质量的最终产品,
必须对产品的冷却过程进行精确的控制[1鄄2] . Crane[3]首次给出了可伸展平板上,出现二维流动

闭式解析的相似解. Gupta P S 和 Gupta A S[4]研究了质量传递对 Crane 流动的影响,还有众多

作者(例如 Chakrabati 和 Gupta[5]、Kuiken[6]、Carragher 和 Crane[7]、Banks[8]、Magyari 和 Kel鄄
ler[9]、朱婧等[10])也对该问题,从不同的角度加以研究. Wang[11] 仅对可伸展平板上出现的三

维稳定流动的速度场进行了研究. Surma 等[12]将该问题推广到,由于平面表面的(2 个方向)横
向收缩,产生的三维不稳定流动.

最近,可收缩表面引起的边界层流动引起了不少人的关注. 和可伸展面不同,对可收缩面

来说,边界上的速度指向一个固定的点[13],例如从一个正在上升同时可收缩的气球上,就可以

观察到这个现象. 物理上有两种情况很可能出现流动指向收缩面:或者在边界上施加一个足够

大的吸力[13],或者看作为一个驻点流[14],于是收缩面的速度被限制在边界层范围内. Fang
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等[15鄄17]研究了收缩表面上有质量传递时的边界层流动,且 Fang 等[17] 也研究了不稳定收缩表

面上有质量传递时的黏性流动. 研究发现,当质量吸入参数 s 逸2 时,方程才有解,当不稳定参

数 茁 臆 0 时,方程有一个以上的解. 在文献[18鄄19]中,将收缩表面问题扩展到其它类型的流

体. Fang 和 Zhang[20]研究了收缩速度线性变化时,收缩表面问题的热传导特性.
本文对 Fang 等[17]的研究进行扩展,研究由于表面的(2 个方向)横向收缩,产生的三维不

稳定流动及其热传导. 首先通过变换,将偏微分控制方程转换为常微分方程,再进行数值求解.
确定表面摩擦因数和局部 Nusselt 数,从而了解流动及其热传导特性.

1摇 问 题 求 解

根据 Surma 等的文献[12],考虑浸入黏性流体中一个高渗透性的弹性薄膜,薄膜在 x 和 y
方向上随时间变化连续收缩(见文献[12] 中的图 1,但我们考虑了薄膜的收缩情况),薄膜表

面( z = 0) 上流体速度为

摇 摇 uw(x,軃t) = - ax
1 - 酌軃t , vw(y,軃t) = - by

1 - 酌軃t, (1)

其中, 軃t = at和 酌軃t < 1 . 这里假设,液体在 z寅肄 处无横向运动,表面温度 Tw 和环境温度 T肄 均

为常量. 在能量方程中忽略了黏性的耗损. 壁面处质量流量的速度为 ww( t), 定义见后. 那么,
伴有热传导流体不稳定边界层的控制方程可以表示为(见文献[12])

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y + 鄣w
鄣z = 0, (2)

摇 摇 鄣u
鄣t + u 鄣u

鄣x + v 鄣u鄣y + w 鄣u
鄣z = 淄 鄣2u

鄣z2
, (3)

摇 摇 鄣v
鄣t + u 鄣v

鄣x + v 鄣v
鄣y + w 鄣v

鄣z = 淄 鄣2v
鄣z2

, (4)

摇 摇 鄣T
鄣t + u 鄣T

鄣x + v 鄣T鄣y + w 鄣T
鄣z = 琢 鄣2T

鄣z2
, (5)

其中, u,v,w 分别为坐标轴 x,y,z 方向的速度分量,T 为流体温度,琢 为热扩散率,淄 为流体的动

黏度,初始鄄边界条件为

摇 摇
t < 0: 对任意 x,y,z, u = v = w = 0,
t 逸0: 当 z = 0 时, u = uw(x,軃t), v = vw(y,軃t), w = ww(軃t), T = Tw,

当 z 寅 肄 时, u = 0, v = 0, T = T肄

ì

î

í

ïï

ïï ,
(6)

其中 ww 为吸入(ww < 0) 或射出(ww > 0) 速度.
在式(6)的初始鄄边界条件下,我们将为方程(2) ~ (5)寻找一组如下形式的相似解:

摇 摇
u = ax

1 - 酌軃t f
忆(浊), v = by

1 - 酌軃t g忆(浊), w =- (a淄) 1 / 2

(1 - 酌軃t) 1 / 2[ f(浊) + g(浊)],

兹(浊) =
T - T肄

Tw - T肄
, 浊 = (a / 淄) 1 / 2

(1 - 酌軃t) 1 / 2 z

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(7)

其中, a > 0 和 b > 0 为常量,上撇号表示对 浊 的微分. 令

摇 摇 ww(軃t) = - (a淄) 1 / 2

(1 - 酌軃t) 1 / 2 s, (8)

其中, s = f(0) + g(0), s > 0 表示吸入,s < 0 表示射出.
将式(7)代入方程(2) ~ (5),得到下列常微分方程组:
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摇 摇 f 苁 + ( f + g) f 义 - f 忆2 - 姿 f 忆 + 1
2 浊 f( )义 = 0, (9)

摇 摇 g苁+ ( f + g)g义 - g忆2 - 姿 g忆 + 1
2 浊( )g义 = 0, (10)

摇 摇 1
Pr兹义 + ( f + g)兹忆 - 1

2 姿浊兹忆 = 0. (11)

根据 Wang 的文献[11],不失一般性,假设 g(0) = 0, 于是,边界条件(6)变为

摇 摇 f(0) = s, g(0) = 0, f 忆(0) = - 1, g忆(0) = - c, 兹(0) = 1,
f 忆(浊) 寅 0, g忆(浊) 寅 0, 兹(浊) 寅 0摇 摇 (浊 寅 肄

{ ),
(12)

其中, c = b / a为收缩参数常量,姿 = 酌 / a为不稳定参数常量,本文中仅考虑 姿 < 0(减速流动) .
参数 c反映了驻点的本质,c逸0 表示节点流,c = 0 表示二维驻点流,c = 1 表示轴对称驻点流且

f 以 g . 本文仅考虑 0 臆 c 臆1,对 c > 1,可以通过 x 和 y 轴互换得到.
x 和 y 方向上的表面摩擦因数 C f x 和 C f y 是两个重要的物理量,分别为

摇 摇
C f x =

2子w x

籽u2
w
= - 2(Rex) -1 / 2 f 义(0),

C f y =
2子wy

籽v2w
= - 2c1 / 2(Rey) -1 / 2g义(0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ),

(13)

其中

摇 摇 子w x = - 滋 鄣u
鄣( )z z = 0

, 子wy = - 滋 鄣v
鄣( )z z = 0

, (14)

Rex = uwx / 淄 和 Rey = vwy / 淄 为局部 Reynolds 数. 局部 Nusselt 数,即表面热传导率,可表示为

摇 摇 Nux =
xqw

k(Tw - T肄 ) = - (Rex) 1 / 2兹忆(0), (15)

其中

摇 摇 qw = - k 鄣T
鄣( )z z = 0

. (16)

值得注意的是,对二维的情况,有 c = 0 和 g(浊) 以 0, 本文所讨论的流动问题简化为 Fang
等[17]所讨论的问题. 对于稳定流动 (姿 = 0), 其解为

摇 摇 f(浊 ) = s - 2
s 依 s2 - 4

+ 2
s 依 s2 - 4

e浊( s 依 s2-4 ) / 2, (17)

它表明,仅当具有足够大的吸入参数 ( s 逸2) 时,该解才存在.

2摇 结 果 讨 论

方程(9) ~ (12)的数值解可通过 Keller 工具箱求得,Cebei 和 Bradshaw[21] 对此进行了详

细论述. 很多学者使用这种方法成功地求解了各种边界层流动和热传导问题(参见 Bachok 等

的文献[22鄄23]和 Ishak 等的文献[24鄄25]).
对于质量吸入参数 s、收缩参数 c和 Prandtl数 Pr的某些值,对一个不稳定参数 姿和质量吸

入参数 s,可能相应存在两个不同的 浊肄 值,并给出两种不同的速度和温度分布,它们都渐进地

满足远端场边界条件. 为了对现有方法的精确度进行评估, 使用 NAG 程式的 D02HAF,数值地

求解方程(9) ~ (12). 该算法解决了两个问题:一阶系统的边值问题;常微分方程组采用

Runge鄄Kutta鄄Merson 法以及打靶和匹配相结合的 Newton 迭代技术求解. 通过打靶法,设置不同
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的初始猜测值 f 义(0), g义(0) 和 - 兹忆(0), 得到两组解,它们都渐进地满足远端场边界条件

(12),但形状不一样.

图 1摇 取不同的 s 值时, x 方向上的表面 图 2摇 取不同的 s 值时, y 方向上的表面

摩擦因数 f 义(0) 随 姿 的变化 摩擦因数 g义(0) 随 姿 的变化

图 3摇 取不同的 s 值时,局部 Nusselt数 图 4摇 取不同的 c 值时, x 方向上的表面

- 兹忆(0) 随 姿 的变化 摩擦因数 f 义(0) 随 姿 的变化

( c = 0 为二维驻点流,c = 1 为

轴对称驻点流)

图 1 ~ 3 给出了,当 c = 0. 5,Pr = 0. 7,质量吸入参数 s 取不同值时,x 和 y 方向上的表面摩

擦因数 f 义(0),g义(0) 和局部Nusselt数 - 兹忆(0) 随 姿的变化. 从图中可以看到,在相同质量吸入

参数 s 下,每一个 姿 对应着 1 个以上的解. 姿 存在一特定值 姿c,当 姿 = 姿c 时方程只有唯一解,当
姿 < 姿c 时方程没有解. 称 姿c(姿c < 0) 为 姿 的临界值,这与先前对 姿 寅 肄 的分析相一致. 随着

质量吸入参数 s 的增大,解域的范围随着 姿c 向左移动. x 和 y 方向上的表面摩擦因数 f 义(0),
g义(0) 和表面处的热交换率 - 兹忆(0) 也随着 s 和 姿 的改变而变化.

对于一个确定的 s 参数值来说,上部解分支(第 1 个解) 的 f 义(0) 和 g义(0) 随着 姿 的减少

(或随着 | 姿 | 的增加) 而减少. 与此相反,表面热交换率 - 兹忆(0) 随着 姿的减少而增加. 当 姿减

小到某一个值时,f 义(0) 和 g义(0) 变为 0,并继续减为负数,这表明流体中靠近收缩薄膜的速

度,比壁面速度高得多. 但是,对于较小的 s 值,2 个解分支上的 f 义(0) 和 g义(0) 都可以为正. 对
于下部解分支(第 2 个解), f 义(0) 和 g义(0) 随着 姿 的增加逐渐减少. 但是,当 姿 值接近于临界

点时, f 义(0) 和 g义(0) 可能会随着 姿 的减少而稍微增大. 另外,仅当质量吸入参数 s 逸2. 3 时,
解才存在. 当 s = 2. 3 时,解域收缩为一个点. 而当 s < 2. 3 时,本问题无解.

对一个确定的 姿 值来说,上部解分支(第 1 个解) 的 f 义(0),g义(0) 和 - 兹忆(0) 随着质量吸
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入参数 s 的增加而增大;但是,下部解分支(第 2 个解) 的 f 义(0),g义(0) 和 - 兹忆(0) 随着质量吸

入参数 s 的增加而逐渐减小.

图 5摇 当 s = 3. 0,c = 0. 5,Pr = 0. 7,姿 取 图 6摇 当 姿 = - 0. 1,c = 0. 5,Pr = 0. 7,s
不同值时, x 方向上的速度 f 忆(浊) 取不同值时, x 方向上的速度 f 忆(浊)
随 浊 的变化 随 浊 的变化

图 7摇 当 s = 3. 0,c = 0. 5,Pr = 0. 7,姿 取 图 8摇 当 姿 = - 0. 1,s = 3. 0,Pr = 0. 7,c
不同值时, y 方向上的速度 g忆(浊) 取不同值时, y 方向上的速度 g忆(浊)
随 浊 的变化 随 浊 的变化

图 9摇 当 s = 3. 0,c = 0. 5,Pr = 0. 7,姿 取 图 10摇 当 姿 = - 0. 1,s = 3. 0,c = 0. 5,Pr
不同值时,温度 兹(浊) 随 浊 的变化 取不同值时,温度 兹(浊) 随 浊 的变化

图 4 显示了 x方向表面摩擦因数的变化,反映了参数 c对驻点特性本质的影响. 可以发现,
随着 c 的减少,表面摩擦因数的绝对值是增大的.

图 5 ~ 6 和图 7 ~ 8 分别给出了速度 f 忆(浊) 和 g忆(浊) 的分布,图 9 和图 10 给出了相应的温
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度分布. 可以发现,所有图形均满足边界条件(12),这些图中的速度和温度分布,验证了图 1 ~
4 中解的有效性.

3摇 总摇 摇 结

数值求解三维黏性流体,流经可渗透薄膜作连续收缩减速运动时的相似解,显示了不稳定参

数 姿(姿 < 0),质量吸入参数 s,收缩参数 c和 Prandtl数Pr对液体流动和热传导特性的影响.在参

数空间(姿,s, f 义(0)),(姿,s,g义(0)) 和(姿,s, - 兹忆(0)) 中,清楚地表明了解的存在性和多重性

(双重解). 与不稳定伸展薄膜不同,在质量参数 s 和不稳定参数 姿 的某一范围内,可渗透薄膜

作连续收缩减速运动时的不稳定流动有双重解.

致谢摇 作者对推荐人的宝贵建议表示衷心的感谢.
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Unsteady Three鄄Dimensional Boundary Layer
Flow Due to a Permeable Shrinking Sheet

Norfifah Bachok1, Anuar Ishak2, Ioan Pop3

(1. Department of Mathematics, Faculty of Science, Universiti Putra Malaysia,
43400 UPM Serdang, Selangor, Malaysia;

2. School of Mathematical Sciences, Faculty of Science and Technology,
Universiti Kebangsaan Malaysia, 43600 UKM Bangi, Selangor, Malaysia;
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Abstract: The unsteady viscous flow over a continuously permeable shrinking surface was
studied. Similarity equations were obtained through the application of similarity transformation
techniques. Numerical techniques were used to solve the similarity equations for different val鄄
ues of the unsteadiness parameter, the mass suction parameter, the shrinking parameter and
Prandtl number on the velocity and temperature profiles as well as the skin friction coefficient
and the Nusselt number. Different from an unsteady stretching sheet, it is found that dual solu鄄
tions exist for a certain range of mass suction and unsteadiness parameters.

Key words: unsteady; three鄄dimensional flow; boundary layer; shrinking sheet; dual solutions
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