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摘要:摇 基于 Timoshenko 梁理论和 Vlasov 薄壁杆件约束扭转理论,建立了具有内部结点的新型空

间薄壁截面梁单元. 通过对弯曲转角和翘曲角采取独立插值的方法,考虑了横向剪切变形,扭转剪

切变形及其耦合作用,弯曲变形和扭转变形的耦合以及二次剪应力等因素影响,由 Hellinger鄄Reiss鄄
ner 广义变分原理,推得单元刚度矩阵. 算例表明所建模型具有良好的精度,可用于空间薄壁杆系

结构的有限元分析.
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引摇 摇 言

由于钢结构延性好,施工周期短并可以满足空间灵活分割的建筑要求,所以在工业和民用

建筑中得到广泛应用. 为了充分发挥钢材的高强特性,工程中梁、柱以及支撑等构件通常均制

作成薄壁截面. 薄壁杆件在外荷载的作用下主要发生弯曲和扭转变形,对于主要承受弯曲荷载

的薄壁杆件又称为薄壁梁.
薄壁梁方面的研究已有几十年的历史,近几年来该研究主要集中在以下几个方面:极限状

态[1鄄3],本构关系[4],剪切变形和(或)弯扭耦合的影响[5鄄6],大转动[7鄄8],侧向屈曲[9鄄10],弯扭屈

曲[11],后屈曲[12]以及塑性分歧[13]等.
对于跨高比较小的梁,剪切变形在横向变形中将占有相当的比重,必须予以考虑,否则会

引起很大的误差. 薄壁梁有限元模型中考虑剪切变形影响的方法主要有 4 种:混合有限元

法[14], C 0 连续型 Timoshenko 梁元法[15鄄17],以控制微分方程组的齐次解作为单元插值函数的

方法[18]和以修正的 Hermite 多项式作为插值函数的方法[19] .
如果在横力弯曲的同时伴随扭转变形,则横向剪切变形和扭转剪切变形之间会发生耦合

作用. Kim 等[20]根据 Hellinger鄄Reissner 广义变分原理建立了考虑横向剪切变形和扭转剪切变
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形耦合作用的薄壁截面梁单元,但没有考虑约束扭转下扭转角沿轴向坐标的非线性变化.
当截面剪心和形心不重合时,在横向荷载作用下薄壁梁发生弯曲变形的同时将伴随有扭

转变形,即弯扭耦合现象. Hu 等[18] 和 Kim 等[20] 等通过分析荷载作用下任意截面的运动关系

建立了考虑弯曲变形和扭转变形耦合影响的薄壁梁单元模型.
在扭转荷载作用下薄壁截面梁产生翘曲变形,在翘曲受到约束的情况下,产生了翘曲正应

力和翘曲剪应力(即二次剪应力),而该剪应力对剪心的扭矩(二次扭矩)必然会对扭转变形产

生一定的影响. 但考虑二次剪应力对扭转影响的薄壁梁模型在文献中还未见到. 而将横向剪切

变形,扭转剪切变形及其耦合,弯曲和扭转之间的耦合以及二次剪应力对扭转的影响等这些因

素均考虑在内的薄壁梁单元在文献中也未见到. 一个良好的薄壁梁单元模型应当将这些因素

考虑进去才能真实地反映薄壁梁的力学特性,进行准确的有限元分析.
鉴于此,本文基于 Timoshenko 梁理论和 Vlasov 薄壁杆件约束扭转理论,通过设置单元内

部结点,对弯曲转角和翘曲角采用独立插值的方法,根据 Hellinger鄄Reissner 广义变分原理,推
得可同时考虑剪切变形及其耦合作用、弯扭耦合、以及二次剪应力等因素影响的空间梁单元刚

度矩阵. 然后由所建的薄壁梁单元模型采用面向对象语言 C#. NET 编制了相应的有限元程序,
并通过算例与有限元软件 ANSYS 的 shell 181 壳单元以及可以考虑翘曲影响的 beam 189 梁单

元进行对比验证.

1摇 插 值 函 数

空间薄壁梁单元坐标如图 1 所示, x轴通过截面形心,y轴和 z轴为单元横截面的形心主惯

性轴. 单元两端结点分别为 i 和 j . 空间薄壁梁单元位移可以记为

图 1摇 单元坐标图

摇 摇 u0 vs ws 兹x 兹y 兹z{ }兹 , (1)
其中, u0 为形心处沿 x 轴的位移;vs,ws 分别为截

面剪心在 y,z 轴方向的平动位移;兹x,兹y,兹z 分别为

截面绕 x,y,z 轴的转角;兹 为翘曲角.
根据材料力学和薄壁结构力学,轴向位移可

采用两结点 Lagrange 插值,横向位移和扭转角可

采用两结点 Hermite 插值:
摇 摇 u0 = N1

L 2u0i + N 2
L 2u0j, (2)

摇 摇 vs = N1
Hvsi + N 2

Hvsj + N 3
H
dvs
dx i

+ N 4
H
dvs
dx j

, (3)

摇 摇 ws = N1
Hwsi + N 2

Hwsj + N 3
H
dws

dx i

+ N 4
H
dws

dx j

, (4)

摇 摇 兹x = N1
H兹xi + N 2

H兹xj + N 3
H
d兹x

dx i

+ N 4
H
d兹x

dx j

, (5)

其中

摇 摇 N1
L 2 = 1 - 灼, N 2

L 2 = 灼, (6)

摇 摇
N1

H = 1 - 3灼2 + 2灼3, N 2
H = 3灼2 - 2灼3,

N 3
H = (灼 - 2灼2 + 灼3)L, N 4

H = ( - 灼2 + 灼3)L{ ,
(7)

摇 摇 灼 = x
L . (8)
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为了考虑剪切变形和二次剪应力的影响,对弯曲转角和翘曲角采用了独立插值的方法. 考
虑到横向位移和弯曲转角同阶插值会造成剪切锁死而减缩积分会导致零能模式,这里引入单

元内部结点 m (图 1). 这样弯曲转角和翘曲角可采用三结点 Lgrange 插值得到

摇 摇 兹y = N1
L 3兹yi + N 2

L 3兹yj + N 3
L 3兹ym, (9)

摇 摇 兹z = N1
L 3兹zi + N 2

L 3兹zj + N 3
L 3兹zm, (10)

摇 摇 兹 = N1
L 3兹i + N 2

L 3兹 j + N 3
L 3兹m, (11)

其中

摇 摇 N1
L 3 = 1 - 3灼 + 2灼2, N 2

L 3 = - 灼 + 2灼2, N 3
L 3 = 4灼 - 4灼2 . (12)

式(3) ~ (5)中横向位移在结点处的一阶导数以及式(9) ~ (11)中内部结点 m 对应的转

角和翘曲位移,可以看成是与单元间位移协调无关的内部结点位移:

摇 摇 ui = dvs
dx i

dws

dx i

dvs
dx j

dws

dx j

d兹 x

dx i

d兹 x

dx j

兹 ym 兹 zm 兹{ }m

T

, (13)

而外部结点位移向量为

摇 摇 ue = u0i vsi wsi 兹 xi 兹 yi 兹 zi 兹 i u0j vsj wsj 兹 xj 兹 yj 兹 zj 兹{ }j
T . (14)

这样,单元位移的矩阵形式可以表示为

摇 摇 u = N·u0, (15)
其中

摇 摇 u0 {= ueT u }iT T, (16)
N 为形函数矩阵,且

摇 摇 N = NT
u NT

v NT
w NT

兹x NT
兹y NT

兹 z NT[ ]兹
T . (17)

2摇 位移和应变

截面位移如图 2 所示. y轴和 z轴为形心主惯性轴,O为形心,S(ys,zs) 为剪心. 在荷载作用

下,梁上任意一点 P(x,y,z) 发生的位移可以分解为以下几个分量:

图 2摇 截面位移图

玉) x 轴方向(轴向)的位移

a) 轴向坐标为 x处的截面沿 x轴方向平动引

起的 P(x,y,z) 点的轴向位移 u0;
b) 该截面绕 y轴和 z轴转动引起的P(x,y,z)

点的轴向位移 z兹 y(x) - y兹 z(x);
c) 该截面由于扭转翘曲引起的 P(x,y,z) 点

的轴向位移 - 棕( s)兹(x);
其中, 棕为扇性坐标,s为沿截面中线的自然坐标.
于是点 P(x,y,z) 的轴向位移可以表示为

摇 摇 u( s,x) = u0(x) + z兹 y(x) -
摇 摇 摇 摇 y兹 z(x) - 棕( s)兹(x) . (18)
域) P(x,y,z) 点在其截面平面内的位移,即

y鄄z 平面内的位移

a) 截面沿 z 轴和 y 轴平动引起的 P(x,y,z) 点横向位移 ws 和 vs,并且有 ws = OO忆 = SS忆 =
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PP忆,vs = O忆O义 = S忆S义 = P忆P义,这时,O,S,P 点分别经点 O忆,S忆,P忆 移动到 O义,S义,P义;
b) 截面绕剪心 S 转动引起的 P(x,y,z) 点沿 y 轴和 z 轴方向的位移 - ( z - zs)兹 x 和(y -

ys)兹 x,这时点 O义,P义 移动到 O苁,P苁,并且有 蚁O义S义O苁= 蚁P义S义P苁= 兹 x .
于是点 P(x,y,z) 的横向位移可以表示为

摇 摇 v(y,z) = vs - ( z - zs)兹 x, (19)
摇 摇 w(y,z) = ws + (y - ys)兹 x . (20)
由于薄壁截面形状一般比较复杂,通常采用曲线坐标来描述其上点的位移、应变和应力.

这样,在不考虑沿截面厚度方向的剪应力和剪应变的情况下, P点横向位移可以用该点处的切

向位移 孜 来表示,并假定 孜 与 y 轴的夹角为 茁 . 于是有

摇 摇 孜( s,x) = v·cos 茁 + w·sin 茁 =
摇 摇 摇 摇 - ( z - zs)兹 xcos 茁 + (y - ys)兹 xsin 茁 + vscos 茁 + wssin 茁 =

摇 摇 摇 摇 h兹 x + vs
鄣y
鄣s + ws

鄣z
鄣s, (21)

其中, h 为剪心 S 到点 P 处切线方向的距离. 式(18)和(21)写成矩阵形式为

摇 摇 軈u = u{ }孜 =
1 0 0 0 z - y - 棕

0 鄣y
鄣s

鄣z
鄣s h

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 0
·u =

摇 摇 摇 摇
椎u

椎
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

孜

·u = 椎·u = 椎·N·u0 = 追·u0, (22)

其中

摇 摇 追 = 椎·N . (23)
所以纵向正应变为

摇 摇 着 x =
鄣u
鄣x = 椎u·

鄣N
鄣x·u0 . (24)

截面中线上切向的剪应变为

摇 摇 酌 sx =
鄣u
鄣s + 鄣孜

鄣x = 鄣椎u

鄣s·N + 椎孜·
鄣N
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
·u0 . (25)

写成矩阵形式为

摇 摇 着 =
着 x

酌 s
{ }

x

=
B1

B
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

·u0 = B·u0, (26)

其中

摇 摇 B1 = 椎u·
鄣N
鄣x = - 1

L 0 0 0 - 3 + 4灼
L z - - 3 + 4灼

L y - - 3 + 4灼
L{ 棕

摇 摇 摇 摇 1
L 0 0 0 - 1 + 4灼

L z 1 - 4灼
L y 1 - 4灼

L 棕 0 0

摇 摇 摇 摇 0 0 0 0 - 4z( - 1 + 2灼)
L

4y( - 1 + 2灼)
L

4棕( - 1 + 2灼)
}

L , (27)

摇 摇 B2 =
鄣椎u

鄣s·N + 椎孜·
鄣N
鄣x = 0 6( - 1 + 灼)灼y忆

L
6( - 1 + 灼)灼z忆

L
6( - 1 + 灼)灼h{ L

摇 摇 摇 摇 (1 - 3灼 + 2灼2) z忆 - (1 - 3灼 + 2灼2)y忆 - (1 - 3灼 + 2灼2)h 0
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摇 摇 摇 摇 - 6( - 1 + 灼)灼y忆
L - 6( - 1 + 灼)灼z忆

L - 6( - 1 + 灼)灼h
L

摇 摇 摇 摇 灼( - 1 + 2灼) z忆 - 灼( - 1 + 2灼)y忆 - 灼( - 1 + 2灼)h
摇 摇 摇 摇 (1 - 4灼 + 3灼2)y忆 (1 - 4灼 + 3灼2) z忆 灼( - 2 + 3灼)y忆
摇 摇 摇 摇 灼( - 2 + 3灼) z忆 (1 - 4灼 + 3灼2)h 灼( - 2 + 3灼)h

摇 摇 摇 摇 - 4( - 1 + 灼)灼z忆 4( - 1 + 灼)灼y忆 4( - 1 + 灼)灼 }h , (28)

式中摇 摇 y忆 = dy
ds, z忆 = dz

ds .

3摇 单 元 余 能

根据材料力学和薄壁杆件理论,开口薄壁梁单元某点正应力和剪应力可以用其所在横截

面内力分别表示为

摇 摇 滓 x =
N
A +

Myz
Iy

-
Mzy
Iz

- B棕
I棕

, (29)

摇 摇 子 sx = -
QySz

Iz t
-
QzSy

Iy t
-
M棕S棕

I棕 t
, (30)

其中, N为截面轴力,My 和Mz 分别为截面绕 y轴和 z轴的弯矩,B为双力矩,A为截面面积,Iy 和
Iz 分别为截面对 y轴和 z轴的惯性矩,I棕 为扇性惯性矩,Qy 和Qz 分别为 y轴和 z轴方向的剪力,
M棕 为二次扭矩或者弯扭力矩,Sy 和 Sz 分别为对 y 轴和 z 轴的面积静矩,t 为截面厚度.

于是正应力对应的余能可以写成

摇 摇 装C1 = 乙
V

滓2
x

2E dV = 乙 l

0

1
2E

N 2

A +
M 2

y

Iy
+
M 2

z

Iz
+ B 2

I
æ
è
ç

ö
ø
÷

棕

dx . (31)

剪应力对应的余能为

摇 摇 装C2 = 乙
V

子2
sx

2G dV = 乙 l

0
乙
A

1
2G -

QySz

Iz t
-
QzSy

Iy t
-
M棕S棕

I棕
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

2

dAdx =

摇 摇 摇 摇 乙 l

0

1
2G(Q

2
ySyy + Q2

z Szz + M 2
棕S棕棕 + 2QyQzSyz +

摇 摇 摇 摇 2QyM棕Sy棕 + 2QzM棕Sz 棕)dx, (32)
其中

摇 摇 Syy =
1
I2z
乙
A
S2
z
dA
t2

, Szz =
1
I2y
乙
A
S2
y
dA
t2

, S棕棕 = 1
I2棕
乙
A
S2
棕
dA
t2

, Syz =
1
IyIz乙ASySz

dA
t2

,

摇 摇 Sy棕 = 1
IzI棕乙ASzS棕

dA
t2

, Sz棕 = 1
IyI棕乙ASyS棕

dA
t2

.

由此可以看出, Syz,Sy棕,Sz 棕 与剪切变形耦合相关,如果 Syz 屹0 则说明在 y,z轴方向的横向剪切

变形间存在耦合作用,如果 Sy棕 屹0 或(和)Sz 棕 屹0,则表示 y 轴方向和(或) z 轴方向的横向剪

切变形与扭转剪切变形之间存在耦合现象.
而沿截面厚度线性分布的 Saint鄄Venant 剪应力所对应的余能可以写成

摇 摇 装C 3 = 乙 l

0

1
2G·

M 2
f

J dx, (33)

其中, Mf 为 Saint鄄Venant 扭矩, J 为 Saint鄄Venant 扭转惯性矩. 这样单元总余能为
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摇 摇 装C = 装C1 + 装C 2 + 装C 3 . (34)

4摇 单元刚度矩阵

根据 Hellinger鄄Reissner 广义变分原理,修正泛函 装H鄄R 的张量形式为

摇 摇 装H鄄R(ui,滓 ij) = 乙
V

滓 ij
1
2 (ui,j + u j,i) - VC(滓 ij) - iu[ ]i dV -

摇 摇 摇 摇 乙
S滓

軈TiuidS - 乙
Su
TiuidS, (35)

其中, VC(滓 ij) = (1 / 2)C ijkl滓 ij滓 kl,C ijkl 为对称张量,且满足 着 ij = C ijkl滓 kl; i 为体力张量,軈Ti 为应力

边界 S滓 上的面力张量,Ti 为位移边界 Su 上的面力张量.

考虑到 装C = 乙
V
VC(滓 ij)dV, 并将式(34)代入式(35),可得

摇 摇 装H鄄R(ui,滓 ij) = 装 in - 装C - 装ex, (36)
其中,

摇 摇 装 in(ui,滓 ij) = 乙 l
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装C 为余能方程,由式(34) 确定;装e x 为外荷载所做的功,当只有结点力 F 作用时,可以写成

摇 摇 装e x = uT
0F . (38)

根据广义变分原理的驻值条件, 啄装H鄄R = 0, 可得

摇 摇 N = EA
鄣u0

鄣x , My = EIy
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鄣x , Mz = EIz
鄣兹 z

鄣x , B = EI棕
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鄣兹 x

鄣x , (39)
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式(40)可以写成

摇 摇
Qy

Qz

M

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
棕

= G
Ayy Ayz Ay棕

Ayz Azz Az棕

Ay棕 Az棕 A

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

棕棕

鄣vs
鄣x - 兹 z

鄣ws

鄣x + 兹 y

鄣兹 x

鄣x -

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï兹

, (42)

其中
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= I3伊3, (43)

I3伊3 为 3伊3 的单位阵.
将式(39)和式(42)代入式(41)可得

摇 摇 K·u0 = F, (44)
其中
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这样得到的刚度矩阵中还包括内部结点参数对应的元素,所以要通过方程(44)将单元刚

度矩阵中内部结点参数对应的元素凝聚掉.

5摇 算 例 验 证

根据本文推导的单元模型由 C#. NET 编制了相应的有限元计算程序,通过算例与 beam
189 梁单元和 shell 181 壳单元进行对比和验证.
5. 1摇 算例 1

图 3 所示悬臂薄壁截面梁在自由端受扭矩 T = 1 000 N·cm 和横向力 Q =- 1 000 N 作用,
材料弹性模量 E = 2. 1 伊 107 N / cm2, Poisson 比 滋 = 0. 25. 单元划分及计算结果对比如表 1 所

示,同时表中给出了由材料力学和薄壁杆件理论计算的解析解.

图 3摇 悬臂梁及其截面参数(单位:cm)

表 1 表明与精确的解析解相比,在 y 向位移上,本文所建单元模型较 beam 189 梁单元更

准确;而在扭转位移和翘曲位移上,本文所建单元模型不仅较 beam 189 梁单元更准确,而且也
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优于 shell 181 壳单元,几乎得到精确解.
表 1 计算结果对比

摇 单元数 N 竖向位移 vs / cm2 扭转角 兹 x / rad 翘曲角 兹 / rad

解析解 - -4. 76伊10-2 1. 29伊10-3 8. 43伊10-6

Shell 181 1 280 -4. 89伊10-2 1. 32伊10-3 8. 51伊10-6

本文模型 2 -4. 97伊10-2 1. 29伊10-3 8. 42伊10-6

beam 189 2 -5. 67伊10-2 1. 33伊10-3 8. 51伊10-6

摇 摇 翘曲角沿梁长度的分布对比如图 4 所示.
从图 4 可以看出,按照本文模型计算的梁单元翘曲角与按照薄壁杆件约束扭转理论的初

参数法计算的结果基本一致,beam 189 梁单元计算的翘曲角精度在中间部分要略差一些.

图 4摇 翘曲角沿梁长的分布 图 5摇 剪切变形影响

5. 2摇 算例 2
5. 2. 1摇 剪切变形

对于图 3 所示的悬臂梁受横向荷载 Q =- 1 000 N作用,如果将梁长视为变量,可得到不同

跨高比(梁跨度与横截面高度的比值)情况下剪切变形影响的变化规律(如图 5 所示). 图中,
横坐标为跨高比,纵坐标为本文模型、shell 181 和 beam 189 计算的横向位移与由材料力学计

算的横向位移之比.
从图 5 可以看出,在跨高比较小的情况下,本文模型计算的结果更接近 shell 181 壳单元的

计算结果,精度明显优于 beam 189 梁单元.

图 6摇 槽型截面(单位:cm) 图 7摇 剪切变形耦合影响
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5. 2. 2摇 耦合剪切变形

对于图 3 所示的悬臂梁,如果为槽型截面(图 6),并在自由端的截面形心处作用横向荷载

Q =- 1 000 N, 可得剪切变形耦合影响随跨高比的变化规律如图 7 所示. 图中,横坐标为跨高

比,纵坐标为本文模型、shell 181 以及 beam 189 计算的横向位移与材料力学的横向位移之比.
从图 7 可以看出,由于本文模型考虑了耦合剪切变形的影响,所以其计算结果非常接近于

shell 181 的计算结果,与 beam 189 相比,具有更好的精度.

图 8(a)摇 弯扭耦合影响 图 8(b) 摇 弯扭耦合影响

图 8(c)摇 弯扭耦合影响摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 8(d) 摇 弯扭耦合影响

图 9摇 二次剪应力影响

5. 2. 3 弯扭耦合

对于图 6 所示的槽型截面的悬臂梁,在自由

端形心处受横向力 Q =- 1 000 N 作用. 如果将梁

长固定为 l = 200 cm, 而翼缘宽度看为变量,则可

以得到弯扭耦合影响随偏心比(形心和剪心的距

离与翼缘宽度的比值)的变化规律(图 8 所示).
图中横坐标为偏心比,纵坐标分别为本文模型、
shell 181 以及 beam 189 计算的横向位移、弯曲转

角、扭转角和翘曲角与材料力学和薄壁杆件理论

计算的相应广义位移的比值.
从图 8(a)可以看出本文模型、shell 181 以及 beam 189 计算的横向位移是基本一致的. 而

从图 8(b) ~ 8(d)可看到,在考虑弯扭耦合的情况下,本文计算的结果与解析解基本一致,也
非常接近 shell 181 壳单元的计算结果,而与 beam 189 计算的结果有较大的差距,尤其是在偏

心比比较小的情况下,beam 189 计算的弯曲转角偏大,扭转角和翘曲角偏小,也就是说在偏心
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比较小的情况下,beam 189 显得弯曲刚度过小而扭转刚度和翘曲刚度过大. 这样,由 beam 189
计算的相应广义位移会有明显的误差.
5. 2. 4摇 二次剪应力

对于图 3 所示的工字型截面悬臂梁,自由端在扭矩 T = 1 000 N·cm 作用下,由本文模型、
shell 181,以及 beam 189 计算的扭转角与初参数法计算的扭转角的比值随与固端约束的距离

变化曲线如图 9 所示.

(a) 正视图 (b) 截面图

图 10摇 平面框架(单位:cm)

图 11(a) 摇 荷载与 B 点 y 方向横向 图 11(b) 摇 荷载与 B 点扭转角

位移关系曲线 关系曲线

图 11(c) 摇 荷载与 B 点翘曲关系曲线

从图 9 可以看出,本文模型由于考虑了二次

剪应力的影响其计算结果与 beam 189 相比更接

近 shell 181 壳单元的计算结果.
5. 3摇 算例 3

图 10 所示的槽型截面刚架在 A,C,G 点处固

定,在 B 点作用一水平荷载 P,过截面形心且 P =
25 000 N,方向沿 x 轴正向. 在考虑双重非线性情

况下计算的位移曲线对比如图 11 所示.
从图 11 可以看出本文模型与 beam 189 相比

更接近 shell 181 的计算结果,表现出良好的计算

精度.
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6摇 结摇 摇 语

本文基于 Timoshenko 梁理论和 Vlasov 薄壁杆件约束扭转理论,建立了具有内部结点自由

度的新型空间薄壁截面梁单元. 通过对弯曲转角和翘曲角采用独立插值的方法,考虑了剪切变

形及其耦合作用、弯扭耦合以及二次剪应力等因素的影响. 由 Hellinger鄄Reissner 广义变分原

理,推得单元刚度矩阵. 根据所建模型,由面向对象语言 C#. NET 编制了相应的有限元程序. 算
例表明,本文模型是精确的、可靠的,计算结果非常接近理论解和 shell 181 的数值解. 由于考

虑了上述各个因素的影响,在计算精度和应用范围方面要优于 beam 189 梁单元. 可用于薄壁

梁不同跨高比的情况及其截面具有对称轴和不具有对称轴的情况. 而且其分析结果在翘曲约

束附近也是正确的,具有良好的精度.
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New Finite Element of Spatial Thin鄄Walled Beams

WANG Xiao鄄feng1,摇 ZHANG Qi鄄lin1,摇 YANG Qing鄄shan2

(1. College of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, P. R. China;
2. School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University,

Beijing 100044, P. R. China)

Abstract: Based on the theories of Timoshenko爷s beams and Vlasov爷s thin鄄walled members, a
new spatial thin鄄walled beam element with an interior node was developed. By independently
interpolating bending angles and warp, factors such as transverse shear deformation, torsional
shear deformation and their coupling, coupling of flexure and torsion, and second shear stress
were all considered. According to the generalized variational theory of Hellinger鄄Reissner, the
element stiffness matrix was deduced. Examples manifest that the developed model is accurate
and can be applied in the finite element analysis of thin鄄walled structures.

Key words: spatial beams; thin鄄walled section; stiffness matrix; shear deformation; coupling
of flexure and torsion; second shear stress
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