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基于应力形式的二维弹性问题的本征展开法
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摘要:摇 给出求解基于应力形式的二维弹性问题的本征函数展开方法. 通过引入适当的状态函数,
将该问题的基本偏微分方程等价地转化为上三角微分系统,导出相应的上三角算子矩阵. 证明了

该矩阵的两个对角块算子均具有规范的正交本征函数系,并得到它们在相应空间中的完备性. 此
外,基于本征函数系的完备性,应用本征函数展开法给出了二维弹性问题的一般解.
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引摇 摇 言

求解弹性问题的传统方法主要是由 Saint Venant 提出的半逆法,属于 Lagrange 体系[1鄄2] .
这种方法实际上是一种依赖于所考虑问题的试误法,譬如,在二维弹性问题中我们经常采用基

于双调和函数的半逆解法.
应用结构力学与最优控制的模拟理论,钟万勰教授提出了基于 Hamilton 系统的分离变量

法,为弹性力学及其相关领域提供了统一的解析方法[3] . 在后续的文献中,学者们利用基于

Hamilton 系统的分离变量法研究了应用力学各领域中出现的大量的非自伴问题[4鄄8] . 这种方法

推广了传统的分离变量法,其数学基础鄄辛本征函数展开定理还远未解决. 在这方面,文献[9鄄
12]讨论了 Sturm鄄Liouville 偏微分方程和板弯曲方程等导出的 Hamilton 算子的辛本征函数展

开.
本文致力于建立基于应力形式的二维弹性问题的本征函数展开解法. 具体地,将基于应力

形式的二维弹性问题的基本方程转化为上三角微分系统,导出相应的上三角算子矩阵 H,并证

明其两个对角块算子 A, - A* 均具有完备的规范正交本征函数系,再应用本征函数展开法给

出二维弹性问题的一般解. 我们指出,给定一个力学问题,可以将其转化为许多等价的微分系
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统,其中上三角微分系统在求解问题时具有一定优势. 例如,若基本方程可以写成这种形式,则
相应上三角算子矩阵的本征方程是解耦的,可以方便地解出本征值和本征函数. 此外,该方法

可以应用于其它数学物理领域.

1摇 算子矩阵 H 的性质

二维弹性问题的基本方程包括几何方程

摇 摇 缀x =
鄣u
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鄣x,

平衡方程
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E
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E

1 - 淄2(缀y + 淄缀x), 子 xy = G酌 xy .

众所周知,二维弹性问题有三种求解方法,即应力解法、位移解法和混合解法. 设 赘 为一

个在 x 方向满足 - h 臆 x 臆 h 的条形区域,则基于应力解法的基本偏微分方程组为
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其中, fx, fy 是体力,边界条件是

摇 摇 滓 x = 0, v = 0,摇 摇 x = 依 h . (2)
引入状态函数
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鄣x , (3)
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是式(1)导出的上三角微分系统,且相应的上三角算子矩阵为
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- d
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由应力鄄位移关系

摇 摇 鄣v
鄣y = 1

E (滓 y - 淄滓 x)

和边界条件(2),易知

摇 摇 滓 y = 0, p = 0,摇 摇 x = 依 h . (6)
引入 Hilbert 空间 L2[ - h,h], 并取

摇 摇 V = L2[ - h,h] 伊 L2[ - h,h] 伊 L2[ - h,h] 伊 L2[ - h,h] .
由式(6),算子矩阵 H 的定义域为
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将算子矩阵 H 写为如下块算子表示:
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其中各块算子为
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由算子矩阵 H 的定义域式(7),有

摇 摇 D(A) =
子 xy

滓
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沂 V 滓 y( 依 h) = 0,子 xy,滓 y 绝对连续,子 忆
xy,滓 忆

y 沂 L2[ - h,h{ }] , (9)

摇 摇 D(A*) = é
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沂 V p( 依 h) = 0,p,q 绝对连续,p忆,q忆 沂 L2[ - h,h{ }] , (10)

且 B,C均为全空间 V = L2[ - h,h] 伊 L2[ - h,h] 上的有界算子. 我们试图利用块算子A和 - A*

求解二维弹性问题. 为此,给出下列完备性定理.
定理 1摇 块算子 A 在 Hilbert 空间 V中具有规范正交本征函数系. 特别地,A 的本征值和相

应本征函数(除了常数因子)可表为

摇 摇 U2k = cos k仔h x sin k仔
h[ ]x

T
,摇 摇 姿2k =

k仔
h , (11a)

摇 摇 U2k+1 = - sin (2k + 1)仔
2h x cos (2k + 1)仔

2h[ ]x
T
,摇 摇 姿2k+1 = (2k + 1)仔

2h , (11b)
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其中 k = 0, 依 1,… .
证明摇 通过直接计算可得 A 的本征值和相应本征函数式(11). 另一方面,

摇 摇 乙 h

-h
UT

2kU2jdx = 2h啄 kj, 乙 h

-h
UT

2k+1U2j +1dx = 2h啄 kj, 乙 h

-h
UT

2kU2j +1dx = 0,

其中 啄 kj 是通常的 Kronecker 符号. {从而本征函数系 Uk | k = 0, 依 1 },… 具有规范正交性. 因
此,结论得证. 阴

定理 2摇 块算子 A的由式(11) {定义的本征函数系 Uk | k = 0, 依 1 },… 在 V中按 Cauchy

主值意义完备,即对每个
fé
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+肄
k = 0 {和 C }-k

+肄
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(C2k-1U2k-1 + C -2k+1U -2k+1 + C2kU2k + C -2kU -2k) . (12)

证明摇 对于 k = 0,1,…, 取

摇 摇 C 依2k {= 乙 h
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UT
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h( )x dx,
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-h
UT
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d } {x 乙 h
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摇 摇 摇 摇 1
2h乙

h

-h
- f(x)sin 依 (2k - 1)仔

2h x + g(x)cos 依 (2k - 1)仔
2h( )x dx,

将其代入式(12),得

C0U0 + 移
+肄

k = 1
(C2k-1U2k-1 + C -2k+1U -2k+1 + C2kU2k + C -2kU -2k) =

摇 摇

1
2h乙

h

-h
f( t)dt + 移

+肄

k = 1

1
h 乙

h

-h
f( t) sin (2k - 1)仔t

2h sin (2k - 1)仔x
2h + cos k仔t

h cos k仔x( )h
dt

移
+肄

k = 1

1
h 乙

h

-h
g( t) cos (2k - 1)仔t

2h cos (2k - 1)仔x
2h + sin k仔t

h sin k仔x( )h
d
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注意到函数列

摇 摇 1, sin 仔
2h x, cos 仔

h x, sin 3仔
2h x,…, sin (2k - 1)仔

2h x, cos k仔h x,…,

摇 摇 cos 仔
2h x, sin 仔

h x, cos 3仔2h x, sin 2仔
h x,…, cos (2k - 1)仔

2h x, sin k仔
h x,…,

分别是 Sturm鄄Liouville 问题

摇 摇 鄣2 z
鄣x2 + 姿2 z = 0,摇 摇 z忆( 依 h) = 0,

摇 摇 鄣2 z
鄣x2 + 姿2 z = 0,摇 摇 z( 依 h) = 0

的本征函数系. 这样,式(13)中等号右端两个分量恰好分别是 f 和 g 在 L2[ - h,h] 中按相应正

交系的 Fourier 级数展开. 因此,式(12)成立. 阴
类似地,有如下结论.
定理 3摇 块算子 - A* 在 Hilbert 空间 V 中具有规范正交本征函数系. 特别地,不计常数因
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子, - A* 的在 Cauchy 主值意义下完备的规范正交本征函数系可表为

摇 摇
U2k = sin k仔

h x cos k仔h[ ]x
T
,

U2k+1 = cos (2k + 1)仔
2h x - sin (2k + 1)仔

2h[ ]x
T

ì

î
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ï
ï

ï
ï ,

(14)

其中, k = 0, 依 1,…,且相应本征值分别为 姿̂2k = k仔 / h 和 姿̂2k+1 = (2k + 1)仔 / (2h) .

2摇 一 般 解

本节给出二维弹性问题(1)和(2)的一般解. 令

摇 摇 Z =
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则式(4)可写为

摇 摇 鄣
鄣y Z = AZ + F, (15)

摇 摇 鄣
鄣y Z = - A*Z + F . (16)

为了得到问题(1)和(2)的一般解,我们应用本征函数展开方法.
根据定理 3,对问题(16)应用分离变量法. 首先,考虑相应的齐次情况

摇 摇 鄣
鄣y Z = - A*Z . (17)

我们寻求形如 Z(x,y) = T(y)U(x) 的解,将其代入齐次方程,有

摇 摇 T忆(y)
T(y)

= - A*U(x)
U(x)

.

因此,两边都是常数,设为 姿̂ . 因而

摇 摇 T忆(y) = 姿̂T(y), - A*U(x) = 姿̂U(x) .
注意到对式(17)分离变量将得到算子 - A* 的本征值问题. 定理3表明 姿̂ = 姿̂k(k = 0, 依1,…),
U(x) 是向量值函数Uk(x) 的常数倍,且 T(y) 为 e姿̂k y 的常数倍. 由叠加原理,有如下形式的解:

摇 摇 Z(x,y) = T0(y)U0(x) + 移
+肄

k = 1
(T2k-1(y)U2k-1(x) + T -2k+1(y)U -2k+1(x) +

摇 摇 摇 摇 T2k(y)U2k(x) + T -2k(y)U -2k(x)) . (18)
以下对非齐次问题(16)应用分离变量法. 由叠加原理,仍有形如式(18)的解. 由定理 3 可

知式(16)中的非齐次项 F 有如下 Fourier 展开:

摇 摇 F = F0(y)U0(x) + 移
+肄

k = 1
(F2k-1(y)U2k-1(x) + F -2k+1(y)U -2k+1(x) +

摇 摇 摇 摇 F2k(y)U2k(x) + F -2k(y)U -2k(x)), (19)
其中,对 k = 0,1,…,
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摇 摇 摇 摇 - 1 + 淄
2h 乙 h
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鄣
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h xdx,
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摇 摇 F 依(2k-1)(y) {= 乙 h
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将式(18)和(19)代入式(16),有
摇 摇 T忆

k(y) = 姿̂kTk(y) + Fk(y),摇 摇 k = 0, 依 1,…,
进而

摇 摇 Tk(y) = dke姿̂k y + 乙 y

0
Fk( t)e姿̂k(y-t)dt,摇 摇 k = 0, 依 1,…,

其中 dk 是待定常数. 因此,问题(16)的一般解为
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摇 摇 移
+肄

k =

(

1

d2k-1e姿̂2k-1y + d -2k+1e -姿̂2k-1y +
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2h x +

(摇 摇 d2ke姿̂2k y - d -2ke -姿̂2k y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k( t)e姿̂2k(y-t) - F -2k( t)e -姿̂2k(y-t))d )t sin k仔

h x

(- d2k-1e姿̂2k-1y - d -2k+1e -姿̂2k-1y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k-1( t)e姿̂2k-1(y-t) - F -2k+1( t)e -姿̂2k-1(y-t))d )t sin (2k - 1)仔

2h x +

(摇 摇 d2ke姿̂2k y + d -2ke -姿̂2k y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k( t)e姿̂2k(y-t) + F -2k( t)e -姿̂2k(y-t))d )t cos k仔h

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úx

, (20)

其中

摇 摇 F2k( t)e姿̂2k(y-t) 依 F -2k( t)e -姿̂2k(y-t) =

摇 摇 摇 摇 - 1 + 淄
2h 乙 h

-h

鄣fx(x,t)
鄣x +

鄣fy(x,t)
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

y
sin k仔

h x(e姿̂2k(y-t) 芎 e -姿̂2k(y-t))dx,

摇 摇 F2k-1( t)e姿̂2k-1(y-t) 依 F -2k+1( t)e -姿̂2k-1(y-t) =

摇 摇 摇 摇 - 1 + 淄
2h 乙 h

-h

鄣fx(x,t)
鄣x +

鄣fy(x,t)
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

y
cos 2k - 1

2h 仔x(e姿̂2k-1(y-t) 依 e -姿̂2k-1(y-t))dx .

其次,将式(20)中 Z 的分量 q 代入式(15)便可得到一个非齐次问题. 由定理 1 和 2,知式

(15)有如下形式的解:

摇 摇 Z(x,y) = T0(y)U0(x) + 移
+肄

k = 1
(T2k-1(y)U2k-1(x) + T -2k+1(y)U -2k+1(x) +

摇 摇 摇 摇 T2k(y)U2k(x) + T -2k(y)U -2k(x)), (21)
且非齐次项 F 有 Fourier 展开
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摇 摇 F = F0(y)U0(x) + 移
+肄

k = 1
(F2k-1(y)U2k-1(x) + F -2k+1(y)U -2k+1(x) +

摇 摇 摇 摇 F2k(y)U2k(x) + F -2k(y)U -2k(x)), (22)
其中

摇 摇 F 依2k(y) = - 1 (2 d2ke姿̂2k y + d -2ke -姿̂2k y - 1 + 淄
2h 乙 y

0
dt乙 h

-h
(e姿̂2k(y-t) - e -姿̂2k(y-t)) 伊

摇 摇 摇 摇 鄣fx(x,t)
鄣x +

鄣fy(x,t)
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

y
sin k仔

h xd )x -

摇 摇 摇 摇 1
2h乙

h

(
-h

fx(x,y)cos
k仔
h x 依 fy(x,y)sin

k仔
h )x dx,

摇 摇 F 依(2k-1)(y) =芎 (1
2 d2k-1e姿̂2k-1y - d -2k+1e -姿̂2k-1y -

摇 摇 摇 摇 1 + 淄
2h 乙 y

0
dt乙 h

-h
(e姿̂2k-1(y-t) - e -姿̂2k-1(y-t)) 伊

摇 摇 摇 摇 鄣fx(x,t)
鄣x +

鄣fy(x,t)
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

y
cos (2k - 1)仔

2h xd )x +

摇 摇 摇 摇 1
2h乙

h

(
-h

fxsin
依 (2k - 1)仔

2h x - fycos
依 (2k - 1)仔

2h )x dx .

类似于式(16)的方法,直接计算得到

摇 摇 Tk(y) = dke姿ky + 乙 y

0
Fk(孜)e姿k(y-孜) d孜,摇 摇 k = 0, 依 1,…,

其中 dk 是待定常数. 因此,问题(15)的一般解为

Z(x,y) = d0 - d0y - 1
2h乙

y

0
d孜乙 h

-h
fx(x,孜) dxé

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0
+

摇 摇 移
+肄

k = 1

(- d2k-1e姿2k-1y - d -2k+1e -姿2k-1y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k-1(孜)e姿2k-1(y-孜) - F -2k+1(孜)e姿2k-1(y-孜)) d )孜 sin (2k - 1)仔

2h x +

(摇 摇 d2ke姿2k y + d -2ke -姿2k y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k(孜)e姿2k(y-孜) + F -2k(孜)e -姿2k(y-孜)) d )孜 cos k仔h

(

x

d2k-1e姿2k-1y + d -2k+1e -姿2k-1y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k-1(孜)e姿2k-1(y-孜) + F -2k+1(孜)e -姿2k-1(y-孜)) d )孜 cos (2k - 1)仔

2h x +

(摇 摇 d2ke姿2k y - d -2ke -姿2k y +

摇 摇 乙 y

0
(F2k(孜)e姿2k(y-孜) - F -2k(孜)e -姿2k(y-孜)) d )孜 sin k仔

h

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úx

.

注摇 一般解 Z(x,y) 的两个分量 子 xy(x,y),滓 y(x,y) 分别是式(1) 中的剪应力和正应力;进一步,正应力

滓 x(x,y) 可由式(1)和(2)确定.
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3摇 数 值 算 例

考虑矩形域 赘 {= (x,y) | - h臆 x 臆 h,0 臆 y 臆 }l . 令 h = 1,l = 4, 另两边的边界条件是

摇 摇 滓 y = 子 xy = 0,摇 摇 摇 y = 0,
摇 摇 滓 y = x, 子 xy = 0, y = l .

根据上面条件,可确定一般解中的待定常数 dk,dk . 计算结果见表 1(k = 20) .
表 1 计算结果

(x,y) 子 xy 滓 y

(-0. 4, 1. 7) -0. 000 77 0. 001 91
(0. 6, 2. 9) 0. 005 18 -0. 158 10

(-0. 9, 3. 3) 0. 767 39 2. 578 78
(0. 8, 3. 8) 2. 650 93 -5. 334 32

4摇 结摇 摇 论

为克服自伴性的限制,推广 Hilbert鄄Schmidt 定理,并采用统一的方法求解应用力学问题,
很多学者发展了基于 Hamilton 系统的分离变量法. 然而,这种方法的数学基础还有待于进一

步探讨. 对基于应力形式的二维弹性问题(1)和(2),本文得到如下结论: 蚵 给出相应的上三

角算子矩阵 H; 蛎 利用算子矩阵 H 中的块算子,得到两个完备性定理; 蚰 得到所考虑问题的

一般解.
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Eigenfunction Expansion Method and Its Application to
Two鄄Dimensional Elasticity Problems Based

on Stress Formulation

HUANG Jun鄄jie1,摇 Alatancang1,摇 WANG Hua1,2

(1. School of Mathematical Sciences,Inner Mongolia University,Hohhot 010021,P. R. China;
2. College of Sciences,Inner Mongolia University of Technology,Hohhot 010051,P. R. China)

Abstract: Eigenfunction expansion method of solving two鄄dimensional elasticity problems
was proposed based on stress formulation. By introducing appropriate state functions, the fun鄄
damental system of partial differential equations of the above two鄄dimensional problems was re鄄
written as an upper triangular differential system. For the associated operator matrix, the exist鄄
ence and completeness of two normed orthogonal eigenfunction systems in some space are ob鄄
tained, which belong to the two block operators arising in the operator. Moreover, the general
solution of the proceeding two鄄dimensional problem is given by the eigenfunction expansion
method.

Key words: eigenfunction expansion method; two鄄dimensional elasticity problem; upper trian鄄
gular differential system; general solution
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