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摘要:摇 讨论了一类具有转向点的微分方程边值问题. 利用多重尺度等方法,构造了边值问题解一

致有效的渐近展开式.
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引摇 摇 言

奇摄动转向点问题是国际上学术界十分关注的一个问题[1] . 近 10 年来,许多近似方法被

发展和优化,包括平均法、边界层法、匹配渐近展开法和多重尺度法. 近来,许多学者诸如 Ni 和
Wei[2],Bartier[3],Libre,Silva 和 Teixeira[4]以及 Guarguaglini 和 Natalini[5]做了大量的工作. 利用

微分不等式等方法,Mo 等人也考虑了一类反应扩散方程[6]、激波[7]、孤子波[8鄄11]、激光脉

冲[12鄄13]、海洋科学[14鄄16]和大气物理[17鄄19]等. 本文是用一个特殊的方法构造了一类具有转向点

的奇摄动方程边值问题.
现考虑如下奇摄动边值问题:

摇 摇 L着y 以 着 d3y
dx3 + f(x) d2y

dx2 + g(x) dy
dx = h(x),摇 摇 x 沂 ( - 1,1), (1)

摇 摇 y( - 1) = A1,
dy
dx( - 1) = A2, (2)

摇 摇 y(1) = B, (3)
其中, 着 为小参数,A1,A2 和 B 为常数. 且 f(0) = 0. 显然,x = 0 为方程(1)的一个转向点.

设
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髣 f(x),g(x) 和 h(x) 为在 - 1 臆 x 臆1 上充分光滑的函数;

髤 f 忆(x) > 0,乙 啄

-啄

1
f(x) dx 臆 M,其中 啄 臆1,M 为正常数.

1摇 转向点外部解

奇摄动边值问题的退化问题为

摇 摇 f(x) d2y
dx2 + g(x) dy

dx = h(x),摇 摇 x 沂 ( - 1,0), (4)

摇 摇 y( - 1) = A1, y忆( - 1) = A2; (5)

摇 摇 f(x) d2y
dx2 + g(x) dy

dx = h(x),摇 摇 x 沂 (0,1), (6)

摇 摇 y(1) = B . (7)
方程(4)和(6)在 x = 0 有奇性. 这时退化问题(4) ~ (7) 的解 Y0(x) 为

摇 摇 Y0(x) = B + 乙 x

1
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 軈C + 乙 t

1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt,

摇 摇 0 < x 臆1, (8)

摇 摇 Y0(x) = A1 + 乙 x

-1
exp - 乙 t

-1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 A2 + 乙 t

-1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

-1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt,

摇 摇 - 1 臆 x < 0, (9)
其中 軈C 为任意常数.

继续用相同的方法,我们也能得到 Yi(x)( i = 1,2,…,m) 和问题(1) ~ (3) 在转向点 x =
0 的外部解的高阶近似

摇 摇 軈Ym(x) = 移
m

i = 0
Yi(x)着i .

2摇 转 向 点 层

在转向点 x = 0 附近引入多重尺度变量[1]

摇 摇 籽 =
軈h(x)
着 ,摇 摇 軃x = x, (10)

其中 h(x) 为未知函数,它将在下面决定. 由式(10),有

摇 摇 鄣
鄣x =

軈hx

着
鄣
鄣籽 + 鄣

鄣軃x
, 鄣2

鄣x2 =
軈h2
x

着2
鄣2

鄣籽2 + 2
軈hx

着
鄣2

鄣籽鄣軃x
+
軈hxx

着
鄣
鄣籽 + 鄣2

鄣軃x2,

摇 摇 鄣3

鄣x3 =
軈h3
x

着3
鄣3

鄣籽3 + 3
軈h2
x

着2
鄣3

鄣籽2鄣軃x
+ 3

軈hx
軈hxx

着2
鄣2

鄣籽2 +

摇 摇 摇 摇 3
軈hx

着
鄣3

鄣籽鄣軃x2 +
軈hxx

着
鄣2

鄣籽鄣軃x
+
軈hxxx

着
鄣
鄣籽 + 鄣3

鄣軃x3 .

为了方便起见,下面仍用 x 代替 軃x, 这时

摇 摇 L着 = 1
着2 L0 + 1

着 L1 + L2 + 着L3, (11)

其中

摇 摇 L0 = 軈h3
x
鄣3

鄣籽3 + 軈h2
x f

鄣2

鄣籽2, (12)
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摇 摇 L1 = 3軈h2
x

鄣3

鄣籽2鄣x
+ 3軈hx

軈hxx
鄣2

鄣籽2 + 2f 軈hx
鄣2

鄣籽鄣x + f 軈hxx
鄣
鄣籽 + g軈hx

鄣
鄣籽, (13)

摇 摇 L2 = 3軈hx
鄣3

鄣籽鄣x2 + 軈hxx
鄣2

鄣籽鄣x + 軈hxxx
鄣
鄣籽 + f 鄣2

鄣x2 + g 鄣
鄣x, (14)

摇 摇 L3 = 鄣3

鄣x3 . (15)

令

摇 摇 軈h(x) = 乙 x

0
f(x忆)dx忆,摇 摇 0 臆 x 臆1. (16)

设原问题的解 y 为

摇 摇 y = 移
肄

i = 0
yi着i . (17)

将式(17)代入式(1)并由式(11) ~ (16),得

摇 摇 L0[y1] = f 3 鄣3

鄣籽3 + 鄣2

鄣籽( )2 , (18)

摇 摇 L0[y1] = - L1[y0], (19)
摇 摇 L0[y2] = - L1[y1] - L2[y0] + h, (20)
摇 摇 L0[yi] = - L1[yi -1] - L2[yi -2] - L3[yi -3],摇 摇 i = 3,4,… . (21)
由式(18),有
摇 摇 y0 = A0(x) + B0(x)籽 + C0(x)exp( - 籽) . (22)
将式(22)代入式(19),得

摇 摇 L0[y1] 以 f 3 鄣2

鄣籽2 + 鄣2

鄣籽( )2 y1 =

摇 摇 摇 摇 - 3軈h2
x

鄣3

鄣籽2鄣x
+ 3軈hx

軈hxx
鄣2

鄣籽2 + 2f 軈hx
鄣2

鄣籽鄣x + f 軈hxx
鄣
鄣籽 + g軈hx

鄣
鄣( )籽 y0 .

为了 y1 和 y0 一样是转向点层性质. 令 L0[y1] = 0, 我们有

摇 摇 3軈h2
x

鄣3

鄣籽2鄣x
+ 3軈hx

軈hxx
鄣2

鄣籽2 + 2 f 軈hx
鄣2

鄣籽鄣x + f 軈hxx
鄣
鄣籽 + g軈hx

鄣
鄣( )籽 y0 = 0.

由式(22),得

摇 摇 f 2f
dB0

dx + ( fx + g)Bæ
è
ç

ö
ø
÷

0 + f f
dC0

dx + (2fx - g)Cæ
è
ç

ö
ø
÷

0 exp( - 籽) = 0

即

摇 摇 2f
dB0

dx + ( fx + g)B0 = 0, (23)

摇 摇 f
dC0

dx + (2fx - g)C0 = 0. (24)

由式(23)和(24),有

摇 摇 B0(x) = C1exp - 乙 x

0

fx(x忆) + g(x忆)
2f(x忆) dæ

è
ç

ö
ø
÷x忆 ,摇 摇 - 1 臆 x 臆1, (25)

摇 摇 C0(x) = C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 ,摇 摇 - 1 臆 x 臆1. (26)

同样,为了 y2 和 y0,y1 一样是转向点层性质. 令 L0[y2] = 0, 我们有
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摇 摇 L1[y1] + L2[y0] - h = 0.
由上面可知,能够得到

摇 摇 f
d2A0

dx2 + g
dA0

dx = h(x) .

于是有

摇 摇 A0(x) = C3 + 乙 x

0
exp - 乙 t

0

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 C4 + 乙 t

0

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

0

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt,

摇 摇 - 1 臆 x 臆1. (27)
将式(25) ~ (27)代入式(22),有

摇 摇 y0(x) = C5 + 乙 x

0
exp - 乙 t

0

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 C4 + 乙 t

0

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

0

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt +

摇 摇 摇 摇
C1

着 exp - 乙 x

0

fx(x忆) + g(x忆)
2f(x忆) dæ

è
ç

ö
ø
÷x忆 乙 x

0
f(x忆)dx忆 +

摇 摇 摇 摇 C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 exp - 1

着 乙
x

0
f(x忆)d( )x忆 ,摇 摇 - 1 臆 x 臆1.

(28)
注意到转向点层的性质,当 籽 寅+ 肄 时,y0 寅0. 由式(28),能够得到

摇 摇 C1 = 0, C5 = - 乙 x

0
exp - 乙 t

0

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 C4 + 乙 t

0

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

0

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt .

于是,我们有首次近似转向点层

摇 摇 y0 = C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 exp - 1

着 乙
x

0
f(x忆)d( )x忆 ,

摇 摇 - 1 臆 x 臆1, (29)
其中 C2 为任意常数.

继续由式(18) ~ (21),利用相同的方法,我们也能得到 yi( i = 1,2,…,m) 和有原问题(1)
~ (3)的转向点层的高阶近似

摇 摇 軃ym = 移
m

i = 0
yi着i .

3摇 首次近似解的匹配

现将解 Y0 和 y0 匹配.
将 x = h -1(着籽) 代入式(8)和(9),固定 籽 且取 着 寅0, 得

摇 摇 Y o
0 = B + 乙 0

1
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 軈C + 乙 t

1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt,

摇 摇 0 臆 x 臆1, (30)

摇 摇 Y o
0 = A1 + 乙 0

-1
exp - 乙 t

-1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 A2 + 乙 t

-1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

-1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt,

摇 摇 - 1 臆 x 臆0. (31)
将 籽 = h(x) / 着 代入式(29),固定 x 且取 着 寅0, 得

摇 摇 yi
0 = C2exp - 乙1

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 . (32)
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由匹配原则[1], Y o
0 = yi

0, 并由式(30) ~ (32),有

C2 = A1 + 乙 0

-1
exp - 乙 t

-1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 A2 + 乙 t

-1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

-1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 d[ ]t 伊

摇 摇 exp - 乙1
0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )( )x忆

-1
, (33)

軈C = A1 - B + 乙 0

-1
exp - 乙 t

-1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 A2 + 乙 t

-1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

-1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 d[ t -

摇 摇 乙 0

1
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 乙 t

1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 d ]t 伊

摇 摇 乙1
0
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 d( )t

-1
. (34)

由式(8)、(9)、(29)以及合成展开法[1],我们便得到边值问题(1) ~ (3)的首次近似 軃y0(x):

軃y0(x) = 乙 x

0
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 軈C + 乙 t

1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt +

摇 摇 C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 exp - 1

着 乙
x

0
f(x忆)d( )x忆 ,摇 摇 0 臆 x 臆1, (35)

軃y0(x) = 乙 x

0
exp - 乙 t

-1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 A2 + 乙 t

-1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

-1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt +

摇 摇 C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 exp - 1

着 乙
x

0
f(x忆)d( )x忆 ,摇 摇 - 1 臆 x 臆0, (36)

其中, C2,軈C 由式(33)和(34)表示.
最后,令
摇 摇 y着(x) = 軃y0(x) + R着(x) . (37)
由式(35) ~ (37),我们可得

摇 摇 L(R着) = L(y着) - L(軃y0) = O(着),摇 摇 - 1 臆 x 臆1, 0 < 着 垲1,
摇 摇 R着( - 1) = O(着), R忆

着( - 1) = O(着), R着(1) = O(着),摇 摇 0 < 着 垲1.
于是,由极值原理[1],便有

摇 摇 R(x) = O(着),摇 摇 - 1 臆 x 臆1, 0 < 着 垲1.
这时有如下定理:
定理摇 在假设髣和髤下,具有转向点 x = 0 的奇摄动问题(1) ~ (3) 的解 y着(x) 有一致有

效的渐近展开式:

摇 摇 軃y0(x) = 乙 x

0
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 軈C + 乙 t

1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt +

摇 摇 摇 摇 C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 exp - 1

着 乙
x

0
f(x忆)d( )x忆 + O(着),

摇 摇 0 臆 x 臆1, 0 < 着 垲1,

摇 摇 軃y0(x) = 乙 x

0
exp - 乙 t

1

g( t忆)
f( t忆) d( )t忆 A2 + 乙 t

1

h( t忆)
f( t忆) exp 乙 t忆

1

g( t义)
f( t义) d( )t义 d( )t忆 dt +

摇 摇 摇 摇 C2exp - 乙 x

0

2f(x忆) - g(x忆)
f(x忆) d( )x忆 exp - 1

着 乙
x

0
f(x忆)d( )x忆 + O(着),

摇 摇 - 1 臆 x 臆0, 0 < 着 垲1,
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其中, C2,軈C 由式(33)、(34)表示.
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Abstract: A class of boundary value problem for differential equation with a turning point was
considered. Using the method of multiple scales and others, the uniformly valid asymptotic ex鄄
pansion of solution for the boundary value problem was constructed.
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