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感应磁场对竖直对称管道中 Johnson-

Segaml an流体蠕动流的影响
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摘要: 研究了热传导和感应磁场,对 Johnson-Sega lm an流体蠕动流的影响. 目的是研究感应磁场

对非 N ew ton流体蠕动流的影响.在长波和低 Reyno lds数假设下, 被简化为一组二维的 Johnson-Seg-

a lm an流体的流动方程.采用常规的摄动方法, 求得流函数、磁力函数和轴向压力梯度的解. 对不同

的参数, 绘出了压力增量、温度、感应磁场、压力梯度和流函数表达式的简图并给出解释.
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引 言

不同种类流体蠕动流的研究有着特殊的地位, 因而有着广阔的应用,例如尿液从肾脏通过

输尿管到膀胱的输运、食糜在胃肠脏器中的输运、某些保暖物的移动,等. 在 Latham
[ 1]
最早的

研究之后,已有不少研究, 将蠕动流看作 N ew ton流体和非 New ton流体加以研究
[ 2-5 ]

.

磁流体动力学 (MHD)对蠕动流问题的影响,已应用于生理流体学,例如血液的流动、血泵

机,以及关于蠕动磁流体动力学压缩机操作的理论研究. Nadeem和 Akbar
[ 6]
就传热和传质的

环状通路中, 径向变化的磁流体动力学对蠕动流的影响进行了研究. Srin ivas和 Ko thandapa-

n i
[ 7 ]
就磁流体动力学蠕动流沿壁面流过多孔空间时,调查了传热传质的影响. M ekhe im era和

E lm abond
[ 8]
对竖直的环状通道,在零 Reyno lds数和长波的近似下, 讨论了传热和磁场对 New-

ton流体蠕动流的影响. Ebaid
[ 9]
在圆柱形管道内, 用 Adom ian分解法,就粘度可变生物流体的

磁流体动力学蠕动流,进行了新数值解的研究. M ekhe im er
[ 10]
在一个狭长管道内, 研究了感应

磁场对耦合应力流体蠕动流的影响. Srivastava和 Agraw al
[ 11 ]
研究了磁流体动力学对血液流动

的影响.该课题更新的研究,见文献 [ 12-17] .

本文的主要目的是,研究感应磁场对竖直管道中 Johnson-Segalm an流体蠕动流的影响. 本

文安排如下:第 1节介绍数学公式; 第 2节就小W eissenberg数时, 构建流函数、磁力函数和轴
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向压力梯度的解;第 3节通过图形分析了该问题的物理特点.

1 数 学公 式

在一均匀宽度为 n的二维竖直管道内, 考虑不可压缩、导电 Johnson-Segalm an流体的蠕动

流.由于我们考虑的管道是均匀的,管壁上保持温度为 T 0, 由于管道中心对称, 温度的变化趋

于为 0.外部横向作用的均匀磁场强度为常数H 0, 感应磁场为H ( hX (X, Y, t),H 0 + hY (X, Y, t ),

0),则考虑的总磁场强度为 H
+

( hX (X, Y, t),H 0 + hY (X, Y, t ), 0) .考虑到管道是绝缘的,壁面

的几何变形定义为

h (X, t) = n + b sin 2
(X - ct) , ( 1)

其中 b为波幅, 为波长, n为管道宽度, c为传播速度, t为时间, X 为波传播方向. 如下给出

Johnson-Sega lm an流体磁流体动力学流动的控制方程组:

M axw e ll方程
[ 10]

Ñ H = 0, Ñ E = 0, ( 2)

Ñ H = J, J = 1 (E + eV H ) ), ( 3)

Ñ E = - e
H
t
, ( 4)

其中 E为感应电场强度, J为电流密度, e为磁导率, 1为电导率;

连续性方程为

Ñ V = 0; ( 5)

运动方程为

V

t
+ (V Ñ )V = d iv - Ñ 1

2
e (H

+
)

2
- e (H

+
Ñ )H

+
+ g(T - T 0 ), ( 6)

这里, Johnson-Segalm an流体
[ 10]
的 Cauchy应力张量 与流体运动的关系为

= - P I + T, ( 7)

其中, - P I为球面应力, 由于约束的不可压缩性,

T = 2 D + S, ( 8)

S + m
dS
dt

+ S (W - aD ) + (W - aD )
T
S = 2 D, ( 9)

这里, V为速度, 和 为粘度, m为松弛时间, a为滑移参数, D和W分别为速度梯度的对称部

分和反对称部分:

D =
1
2

(L + L
T

), ( 10)

W =
1

2
(L - L

T
), ( 11)

式中 L = gradV .

没有耗散项时,能量方程定义为

cp
t

+ U
X

+ V
Y

T = k
2
T

X
2 +

2
T

Y
2 + Q 0, ( 12)

其中 为密度, k为导热系数, Q 0为常数, 即热量吸收参数, cp 为比定压热容.

联立方程 ( 2) ~ ( 4) ,导得方程
[ 10]
如下:
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H
+

t
= Ñ ( V H

+
) +

1 Ñ
2
H

+
, ( 13)

其中 = 1 / ( e )为磁扩散系数.

引入波动坐标系 ( x, y ),以速度 c远离固定坐标系 (X, Y), 动坐标系和固定坐标系之间的

变换为

x = X - ct, y = Y, u = U - c, v = V .

定义

x =
x

, y =
y

n
, u =

u

c
, v =

v

c
, =

n
, p =

n
2
p

c
, t =

ct
, h =

h

n
, R e =

cn
,

=
cn

, =
H 0n

, P = P +
1
2

R e
e (H

+
)

2

c
2 , Rm = enc, S1 =

H 0

c

e
,

=
T - T 0

T 0

, E c =
c

2

C T 0

, P r =
vC

K
, S =

Sn

c
, =

Q 0n
2

kT 0

, G r =
g n

3
T 0

2 .

( 14)

利用上述无量纲量,以流函数 ( x, y ) 和磁力函数 (x, y )表示的磁流体动力学控制方程 (去

掉上标横线,并利用 u = / y, v = - / x, hx = / y, hy = - / x )为

R e ( y xy - x yy ) = -
P
x

+
+

x
(Sxx ) +

y
(Sxy ) - R eS

2

1 yy -

R eS
2
1 ( y xy - x yy ) + G r , ( 15)

R e
3
( x xy - y xx ) = -

P

y
+

+
2

x
(Syx ) +

y
( Syy ) +

R e
2
S

2
1 yy - R eS

2
1

3
( y xx - x xy ), ( 16)

y - ( y x - x y ) +
1

Rm
( yy +

2
xx ) = E, ( 17)

R eP r u
x

+ v
y

=
2

2

x
2 +

2

y
2 + , ( 18)

其中 为热源参数,

Sxx = W e ( 1 + a)
2

y
2

2

,

Syy = - W e ( 1 - a)
2

y
2

2

,

Sxy =
( / ) (

2
/ y

2
)

1 + W
2
e ( 1 - a

2
) (

2
/ y

2
)

2,

( 19)

相应的边界条件为

= 0,
2

y
2 = 0, y = 0; ( 20a)

= F,
y

= - 1, y = h = 1 + sin( 2 x ); ( 20b)

y
= 0, y = 0; = 0, y = h; ( 20c)

y
= 0, y = 0; = 0, y = h . ( 20d)
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在长波的假定下, 1,以及低 Reyno lds数时,略去 项以及高于 阶的项,方程 ( 15)至

( 19)取如下形式:

+ P
x

=
Sxy

y
+

3

x
3 + R eS

2
1 yy + G r , ( 21)

-
P
y

= 0, ( 22)

yy = Rm E -
y

, ( 23)

2

y
2 + = 0. ( 24)

由方程 ( 21)和 ( 22)消去压力,可得
2

y
2 + 1

2

y
2 + W

2
e ( 1 - a

2
)

2

y
2

3

1 + W
2
e ( 1 - a

2
)

2

y
2

2

+

R e
2

yyy + G r
y

= 0, ( 25)

yy = Rm E -
y

. ( 26)

借助方程 ( 26) ,方程 ( 25)变为

y

2

y
2 +

W
2
e ( 1 - a

2
)

+

2

y
2

3

+ M
2
1

+
E -

y
+

+
Gr = C1, ( 27)

其中 C1为常数,M
2
1 = RmR eS

2
1, M

2
= M

2
1 / ( + ) .

2 摄 动解

由温度方程 ( 24)及边界条件 ( 20c), 有

= -
2

( y
2

- h
2
) . ( 28)

为了得到解方程 ( 28), 我们使用常规的摄动方法,以 W
2
e 为摄动参数. 对小 W eissenberg

数,流函数、磁力函数和轴向压力梯度的解可写为

= a5 sinh(M y ) + a3y
3

+ a4y -
a6

M
2y + W

2
e a24 cosh(M y ) + a25 sinh(M y ) +

a15y
3
sinh(M y ) + a16y

2
sinh(M y ) + a17y sinh(M y ) +

a18 sinh(M y ) + a19 sinh( 3M y) + a20ycosh( 2M y) +

a21 cosh( 2M y) + a22y
3

+ a23y -
1

M
2 ( a26y + a27 ) , ( 29)

= a28 cosh(M y ) + a29y
4

+ a30y
2

+ a31 + W
2
e ( a32y

3
cosh(M y ) +

a33y
2
cosh(M y ) + a34y

2
sinh(M y ) + a35ycosh(M y ) + a36y sinh(M y ) +

a37 cosh(M y ) + a38 sinh(M y ) + a39 cosh( 3M y) + a40 cosh( 2M y ) +

a41 sinh( 2M y ) + a42y sinh( 2My ) + a43y
4

+ a44y
2

+ a46y + a47 ), ( 30)

dP
dx

= M
2

1 + a4 + 3a3h
2

+
(F + h + 2a3h

3
)M co sh(M h )

sinh(M h ) - M h co sh(M h )
+

W
2
e M

2
( - 3a17 + 2a16h + 3a16h

2
- 8a21M ) +
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( 4a17 + ( 9a21 + 3a20h + 2a23h + 2a22h
3
)M ) cosh(M h ) -

( a17 + 2a16h + 3a15h
2
1 ) cosh( 2M h ) - ( a21 + a20h )M cosh( 3M h)

( a20 - 2a23 - 6a22h
2
) sinh(M h ) + 4a19M sinh( 2M h) - a20 sinh( 3M h ) -

2a19M sinh( 4M h)

2M h cosh(M h ) - 2sinh(M h )
. ( 31)

轴向感应磁场强度表达式可借助 hx = / y得到

hx = a28M sinh(M y ) + 4a29y
3

+ 2a30y + W
2
e ( 3a32y

2
co sh(M y )

a32M y
3
sinh(M y ) + 2a33ycosh(M y ) + a33M y

2
sinh(M y ) + 2a34y sinh(M y ) +

a34y
2
cosh(M y ) + a35 cosh(M y ) + a35M y sinh(M y ) + a36 sinh(M y ) +

a36M ycosh(M y ) + a37M sinh(M y ) + a38M cosh(M y ) + 3a39M sinh( 3M y) +

2a40M sinh( 2M y) + 2a41M cosh( 2M y) + a42 sinh( 2M y) +

2a42M y cosh( 2M y) + 4a43y
3

+ 2a44y + a46 ) . ( 32)

在固定坐标系中,任意轴向位置的流量为

Q =
h1

h 2

( u + 1) dy =
h1

h 2

udy +
h1

h 2

dy = q + h. ( 33)

蠕动波在 1个周期 ( T = /c )内平均体积流量比定义为

Q =
1
T

T

0
Q dt =

1
T

T

0
( q + h) dt = q + 1. ( 34)

压力增量的无量纲表达式定义为

P =
1

0

dP
dx

dx . ( 35)

4种被考虑的无量纲波形表达式如下:

1) 正弦波

h ( x ) = 1 + sin( 2 x );

2) 三角形波

h ( x ) = 1 +
8
3

n = 1

( - 1)
n+ 1

( 2n - 1)
sin( 2 ( 2n - 1) x ) ;

3) 梯形波

h ( x ) = 1 +
32

2
n = 1

sin( /8) ( 2n - 1)

( 2n - 1)
2 sin( 2 ( 2n - 1) x ) ;

4) 多个正弦波

h ( x ) = 1 + sin( 2m x ) .

3 图形结果和讨论

本节给出解的图形结果.利用数学软件,数值地计算压力增量的表达式. 压力增量、温度、

浓度、磁力函数和流函数的结果示于图 1至图 7.

图 1( a)示出不同W eissenberg数 W e时,压力增量 P随体积流量比 Q的变化,其他参数为

= 0. 2, G r = 1, = 0. 1, a = 0. 1, = 0. 1, = 0. 2, M = 0. 5, E = 0. 5;图 1( b)示出不同M

时,压力增量 P随体积流量比 Q的变化,其他参数为 = 0. 3, G r = 0. 5, = 0. 8, a = 0. 1,

= 0 2, = 0. 2, W e = 0. 3, E = 0. 4;图 1( c)示出不同 值时,压力增量 P随体积流量比 Q
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的变化,其他参数为 = 0. 9, G r = 2, B = 0. 1, a = 0. 5, G = 0. 2, M = 0. 3, W e = 0. 3, E = 0.

4.从图形可以看出,压力增量和体积流量比都呈反比例关系.意味着, 体积流量比小时,压力

增量更大, 体积流量比大时,压力增量更小.图 1( a)的区域 - 1[ Q < 0, 以及图 1( b)和 ( c)的

区域 - 1[ Q [ 1. 3,管壁的蠕动起着泵的作用.在图 1的其他区域,增长了泵的作用.从图 1中

还可以看到,压力增量随着 W e和 < 的增大而减小, 但随着M 的增大而增大.

当 x = 0. 2和 < = 0. 2时,温度分布曲线示于图 2.可以看出,随着 B的增大,温度分布曲

线上升.

( a) W e不同时 ( b) M 不同时 ( c) <不同时

图 1 不同 W e, M和 < 时,压力增量 $ P随流量比 Q的变化

  图 2 温度分布曲线

图 3( a)示出了不同 W eissenberg数 W e时, 轴向

感应磁场强度 hx随着空间变量 y的变化,其他参数为

L = 0. 2, Gr = 1, B = 0. 1, a = 0. 1, G = 011, < =

0. 2, M = 0. 5, E = 0. 5, Rm = 0. 5.图 3( b)示出不

同磁 R eyno lds数 Rm时, 轴向感应磁场强度 hx随着空

间变量 y的变化,其他参数 L = 0. 2, G r = 1, B = 0. 1,

a = 011, G = 011, < = 0. 2, M = 0. 5, E = 0. 5, W e =

0. 1. 从图中可以看出, 随着 Rm, W e的增大, 管道上

半部中的 hx也增大, 而管道下半部中的 hx反而减小.

( a) 不同 W
e
值时 ( b) 不同 Rm 值时

图 3 不同 W e和 Rm 时,轴向感应磁场强度 hx ( x, y )随 y的变化

不同波型时,压力梯度的性质示于图 4,其中 L = 0. 3, G r = 1, B = 0. 1, a = 0. 1, G = 0.
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2, ( = - 1, M = 0. 5, E = 0. 5, W e = 0. 3.由图 4可以看出,在区间 x I [ 0, 0. 5]和 x I [ 1.

1, 1. 5]中, 压力梯度小, 而在区间 x I [ 0. 51, 1]中, 压力梯度大.还可以看出, 压力梯度随着

< 的增大而增大.

( a) 正弦波 ( b) 多个正弦波

( c) 梯形波 ( d) 三角形波

图 4 不同波型时压力梯度的变化

( a) M = 2 ( b) M = 3 ( a) W e = 0. 1 ( b) W e = 0. 2

图 5 不同 M 时的流线图 图 6 不同 W e
时的流线图

图 5~ 7给出了流线图的/俘获0现象. 图 5中的 M = 2和 3, L = 0. 3, G r = 0. 6, B = 0. 8,

a = 0. 1, G = 0. 2, < = P /6, W e = 0. 1, E = 0. 4, Q = 1时,随着M的增大, /俘获 0的团块 (指

闭合流线所围的面积 ))) 校者注 )反而变小.图 6中的 W e = 0. 1和 0. 2, L = 0. 3, G r = 0. 6,

B = 0. 8, a = 0. 1, G = 0. 2, < = P /6,M = 2, E = 0. 4, Q = 1时,随着 W e的增大, /俘获0的团

块也变小了.图 7绘出了不同波型时的流线图.由图可以看出, 三角形波/俘获 0团块的尺寸小

于其他类型的波.
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( a) 正弦波 ( b) 多个正弦波 ( c) 梯形波 ( d) 三角形波

图 7 不同波型时的流线图

4 结  论

在一个具有感应磁流体力学的 Johnson-Sega lm an流体中,给出了蠕动流和热传导的研究

实例. 利用长波假定来简化控制方程.采用常规的摄动法,求得该方程的流函数、磁力函数和轴

向压力梯度.完成的分析要点如下:

1) 压力增量随着M的增大而增大, 随着 < 和 W e的增大反而减小;

2) W e和 <对压力增量的影响,性质上是类似的;

3) W e和 Rm对轴向感应磁场的影响也类似;

4) 温度分布曲线随着 B的增大而升高;

5) 与梯形波和正弦波相比,三角形波的流线图/俘获0的团块体尺寸最小;

6) 压力梯度随着 <的增大而增大.

附录 A

  a1 =
BG r L

2( L + G )
, a2 = -

G r L
(L + G )

- M 2E -
h2

B hGr L
2( L + G )

, a3 = -
a1

3M 2, a4 = -
a2

1

3M 4 -
a2

M 2,

  a5 =
F + h + 2a3h

3

sinh(M h ) - M h cosh(M h)
, a6 = M 2 ( 1 + a4 + 3a3h

2 + a5M cosh(M h ) ) ,

  a7 = a3
5M

6, a8 = ( 6a3 ) 3, a9 = 18a2
5M

4 a3, a10 = 108a5 a2
3M

2 a, a11 = -
(a2 - 1)Ga7

L + G
,

  a12 = -
(a2 - 1) a8

L + G
, a13 = -

(a2 - 1)Ga9

L + G
, a14 = -

( a2 - 1)Ga10

L + G
,

  a15 =
a14

6M
, a16 = -

a14

4M 2, a17 = -
3a11

8M
+

a14

4M 3, a18 =
3a11

16M 2 -
a14

32M 4,

  a19 =
a11

32M 2
, a20 =

a13

6M 2
, a21 = -

2a13

9M 3
, a22 = -

a12

M 2
, a23 =

a13

2M 2
-

6a12

M 4
,

  a24 = -
2( a17 + 2a21M )

M
,

  a25 = ( 2a17 + 3a21M - 2a22 h3M - ( 2a17 + 4a21M + h (a10 - h( a17 + h (a16 +

    a15h ) ) )M 2 ) cosh(M h) + M (a21 cosh( 2M h) - 3a19M h + cosh( 3M h) +

    ( a
10

+ h( 2a
17

- h( a
16

+ 2a
15

h) + 4a
21
M ) ) sinh(M h ) - 2h( a

21
+ a

20
h ) @

    M sinh( 3M h) ) ) / (M (M hco sh(M h ) - s inh(M h) ) ),

  a26 = (M 2 (- 3a17 + 2a16h + 3a16h
2 - 8a21M ) + ( 4a17 + ( 9a21 + 3a20h + 2a23 h +

    2a
22

h3 )M ) cosh(M h ) - ( a
17

+ 2a
16

h + 3a
15

h2

1
) cosh( 2M h) - (a

21
+ a

20
h) @

    M cosh( 3M h) + (a20 - 2a23 - 6a22h
2 ) sinh(M h ) + 4a19M sinh( 2M h) -
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a20 s inh(3M h ) - 2a19M sinh( 4M h) ) /( 2M h cosh(M h ) - 2sinh(M h) ),

  a
27

= - M ( 2a
17

+ 3a
21

M ) , a
28

= -
Rma5

M
, a

29
= -

Rm a3

4
, a

30
=

ERm

2
-

Rm a4

2
+

Rma6

M 2

,

  a31 = - (a28 cosh(M h ) + a29h
4 + a30h

2 ), a32 = -
a15Rm

M
, a33 = -

a16Rm

M
, a34 = -

3a15Rm

M 2 ,

  a35 = -
6a15Rm

M 3
-

a17Rm

M
, a36 =

2a16Rm

M 2
, a37 = -

2a16Rm

M 3
-

a18Rm

M
-

a25Rm

M
,

  a38 = -
a24Rm

M
+

6a15Rm

M 4 +
a17Rm

M 2 , a39 = -
a19Rm

3M
, a40 =

a20Rm

4M 2 , a41 = -
a21Rm

2M
,

  a42 =
2a20Rm

4M
, a43 = -

a22Rm

4
, a44 = -

a23Rm

2
+

a26Rm

2M 2
, a45 =

a27Rm

M 2
,

  a46 = - a35 - a38M - 2a41M,

  a47 = a35 h + a44 h2 - a43 h4 + a38M h + 2a41M h - a37 co sh(M h ) - a35 hco sh(M h ) -

    a33h
2 co sh(M h ) - a32 h3 cosh(M h) - a40 co sh( 2M h) - a39 co sh(3M h ) -

    a38 s in(M h ) - a36h sin(M h) - a34 h2 sin(M h ) - a41 sin(2M h ) - a42 h sin( 2M h ) .
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E f f e c t s o f I n d u c e d M a g n e t i c F i e ld o n t h e P e r i s t a l t i c

F l o w o f J o h n s o n - S e g a lm a n F lu i d i n a V e r t i c a l

S ym m e t r i c C h a n n e l

S oh a i l N ad eem,  N o re en S he r Ak b a r

(D epa r tm en t of M a them a tics, Qu a id-i-Azam Un iver si ty 45320,

Islam a bad 44000, Pakistan )

A bs tr a c t: The in fluence o f hea t tr ansfe r and induced m agne tic fie ld on pe r is ta lt ic f low o f a

Johnson-Sega lm an flu id w a s stud ied. The purpo se o f the p resen t inves tig a tion w as to study the

e ffec ts o f induced m agne tic fie ld on the pe r is ta ltic flow o f non-New ton ian flu id. The tw o-d-i

m ens iona l equa t ions o f John son-Sega lm an flu id w ere s im p lifie d by a ssum ing a long w ave leng th

and low Reyno lds num be r. The ob ta ined equa tion s w ere so lved fo r the stre am func tion, m ag-

ne tic fo r ce func tion, and ax ia l p ressure g rad ient by u sing a regu la r per turba t ion m e thod. The

expre ss ions fo r the pre ssur e r ise, tem pe ra tur e, induced m agne tic fie ld, pre ssu re g rad ien t, and

str eam fun ct ion w e re ske tched fo r v ar ious em bedded p aram e te rs and w e re interp re ted.

K ey w o rd s: induced m agne tic fie ld; v er tica l sym m e tr ic channe ;l John son-Sega lm an flu id; m ag-

ne tohydrodynam ics ( M HD)
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