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在有一级化学反应时粘弹性流体流经无限
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摘要:摇 在有一级化学反应时,研究不可压缩的粘弹性流体,在竖直多孔连续运动平板上的不稳定

自然对流. 控制方程用隐式有限差分法进行数值求解. 与解析解的结果比较,证明所选用的数值方

法有效. 详细图示了速度分布的数值结果. 研究了粘弹性参数、无量纲化学反应参数和平板运动速

度,对稳定的速度分布、与时间相关的摩擦因数、Nusselt 数和 Sherwood 数的影响.
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符摇 号摇 说摇 明

C 浓度 Nu Nusselt 数
C肄 环境浓度 Pr Prandtl 数

Cw 壁面浓度 Sc Schmidt 数

Cf 表面摩擦因数 Sh Sherwood 数

cp 流体比定压热容 t 时间

D 质量扩散系数 T 温度

E 粘弹性参数 T肄 环境温度

g 重力加速度 Tw 壁面温度

Gr Grashof 数 u 按体积平均的轴向速度

k 流体的热传导参数 v 按体积平均的横向速度

k*
o 动粘性系数 x,y 分别为沿板和垂直板方向的坐标

希腊字母

茁t 热膨胀体积系数 淄 流体的动粘度

茁c 浓度膨胀体积系数 籽 流体密度

酌 化学反应参数 子 无量纲时间

酌* 无量纲化学反应参数 兹 无量纲温度函数
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姿 吸入参数 渍 无量纲浓度函数

姿* 蒸腾参数

脚摇 摇 标

w 壁面条件 肄 边界层外的条件

引摇 摇 言

关于匀速或变速运动表面引起的边界层流动和热传递的研究,是很多工业制造过程中的

重要课题,例如沿物料输送时产生的边界层、塑料薄膜的挤出、无限金属平板的冷却等. 运动表

面将吸入流体,并将它抽向下游方向. 表面剪应力和热传导率都得到了提高. Sakiadis[1]研究了

常速运动表面在流体环境中引起的流动. Crane[2] 研究了和 Sakiadis 同样的问题,但假定表面

速度沿顺流方向呈线性变化. Carragher 和 Crane[3] 研究了线性伸展不可渗透等温表面上的热

传递.
Beard 和 Walter[4]介绍了理想粘弹性流体边界层的处理方法. 对粘弹性非 Newton 流体自

然对流热传递的研究,一直以来吸引了很多研究者的兴趣. 近来,Rajagopal[5] 利用 Walter 模

型,研究了粘弹性流体强迫对流中的热传递. Dandpath 和 Gupta[6]就伸展薄板引起的不可压缩

的二阶流体,研究了其流动和热传递,并讨论了粘弹性流体的热传递性能. Teipel[7]研究了平板

瞬时运动所引起的粘弹性流体的瞬态流动,Panda 和 Roy[8]研究了粘弹性流体中作调和振动的

平板. 最近,Damseh 等[9鄄10]和 Shawaqfah 等[11],就粘弹性流体及二阶粘弹性流体,流经纯多孔

介质中的竖直平面时,研究了粘弹性流体的自然、强迫和混合对流问题. 定义并讨论了不同控

制参数的影响.
鉴于不同的物理问题,运动流体中传热传质问题的研究是一个重要的课题,如流体经受放

热和吸热的化学反应. 在很多化工工程处理中,外来质量和伸展表面引起的运动工质间出现了

化学反应. 化学反应的级别由诸多因素决定,最简单的化学反应之一为一级反应,其反应率与

物质浓度成正比. 在有一级化学反应时,Chamkha[12] 就变速运动竖直表面上的导电流体,研究

了其稳定流动的传热传质问题. Kandasamy 等[13]在具有化学反应和热分层效应的竖直伸展表

面上,对粘性不可压缩导电流体,非线性 MHD 的传质传热特点进行了研究. 他们还在有物质

浓度和质量扩散时,当楔形体壁面具有吸入 /吹出功能时,发表了稳定层流边界层的数值

解[14] . 其他有关化学反应的研究,可参考 Pradeep 等[15]、Mitrovic 等[16]、Chen 等[17]、Muthuku鄄
maraswamy 和 Ganesan[18鄄19]、Anjalidevi 和 Kandasamy[20]等众多的研究.

本文的目的是,就竖直多孔平板的瞬时运动,使不可压缩的粘弹性流体产生的不稳定自然

对流,研究一级化学反应对其流动的影响.

1摇 问题的公式

就粘弹性流体流经等温的竖直平板,考虑其层状自然对流边界层的流动. 为了描述该问

题,在平板上建立直角坐标系,沿平板表面取为 x鄄轴,垂直平板为 y鄄轴,如图1所示. 假定当軃t臆
0 时,平板和粘弹性流体的温度都保持为常温 T肄 ;当軃t > 0 时,平板的温度突然升高到常温 Tw,
使得 Tw > T肄 . 边界层的连续性方程、动量方程和能量方程,以及 Boussinesq 近似,可以按 Cor鄄
tell[21]写为

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (1)

019 R·A·丹赛摇 摇 摇 B·B·A·善纳可



摇 摇 鄣u
鄣t + u 鄣u

鄣x + v 鄣u鄣y =

摇 摇 摇 摇 淄 鄣2u
鄣y2 - k*

o
鄣3u
鄣t鄣y2 + u 鄣3u

鄣x鄣y2 + v 鄣
3u

鄣y3 - 鄣u
鄣y

鄣2u
鄣x鄣y + 鄣u

鄣x
鄣2u
鄣y( )2 + g茁 T - T( )

肄 , (2)

摇 摇 鄣T
鄣t + u 鄣T

鄣x + v 鄣T鄣y = 琢 鄣2T
鄣y2 , (3)

在方程(2)的推导中,除边界层外,近似地假定正应力和剪应力的大小同阶. 方程(3)为热边界

层方程.

图 1摇 沿竖直多孔平板的自然对流模型

在有化学反应时,不可压缩粘弹性流体,流经无限

等温竖直多孔板时,产生不稳定的自然对流边界层流

动,同时考虑质量守恒,层流边界层控制方程(1) ~ (3)
可写为

摇 摇 鄣v
鄣y = 0, (4)

摇 摇 鄣u
鄣t - 姿 鄣u

鄣y = g茁t(T - T肄 ) + g茁c(C - C肄 ) +

摇 摇 摇 摇 淄 鄣2u
鄣y2 - k*

o
鄣3u
鄣y2鄣t

, (5)

摇 摇 鄣T
鄣t - 姿 鄣T

鄣y = k
籽cp

鄣2T
鄣y2 , (6)

摇 摇 鄣C
鄣t - 姿 鄣C

鄣y = D 鄣2C
鄣y2 - 酌C . (7)

在方程(5)中,假定粘弹性流体的流动为 Maxwell
模型. 当 Maxwell 模型推广应用到任意流动时,将该模型

改用张量形式,并用上传(upper convective)时间导数代

替时间偏导数,立即可以得到拟线性上传 Maxwell 模型,
或 UCM 模型(参考 Kayvan 等的文献[22]). 弛豫时间值表示该流体弹性成分的程度. 随着弛

豫时间的增加,该流体的弹性在增加. 弛豫时间为 0,重新得到 Newton 本构方程.
假定该物理问题的边界条件如下:

摇 摇
t 臆0: u(y,t) = 0, T(y,t) = T肄 , C(y,t) = C肄 ;
t > 0: u(0,t) = u0 f( t), T(0,t) = Tw, C(0,t) = Cw;
t > 0: u(肄 ,t) = 0, T(肄 ,t) = T肄 , C(肄 ,t) = C肄

ì

î

í

ïï

ïï .

(8)

为了将控制方程无量纲化,引入如下的无量纲参数:

摇 摇 U = u
u0

, Y =
u0

淄 y, 子 =
u2

0

淄 t, 兹 =
T - T肄

Tw - T肄
, 渍 =

C - C肄

Cw - C肄
, (9)

无量纲形式的控制方程及其边界条件可简化为

摇 摇 鄣U
鄣子 - 姿* 鄣U

鄣Y = 鄣2U
鄣Y 2 - E 鄣3U

鄣Y 2鄣子
+ Grt兹 + Grc渍, (10)

摇 摇 鄣兹
鄣子 - 姿* 鄣兹

鄣Y = 1
Pr

鄣2兹
鄣Y 2, (11)

摇 摇 鄣渍
鄣子 - 姿* 鄣渍

鄣Y = 1
Sc

鄣2渍
鄣Y 2 - 酌*(1 + 渍R)渍, (12)
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摇 摇
子 臆0: U(Y,子) = 0, 兹(Y,子) = 0, 渍(Y,子) = 0;
子 > 0: U(0,子) = 子n, 兹(0,子) = 1, 渍(0,子) = 1;
子 > 0: U(肄 ,子) = 0, 兹(肄 ,子) = 0, 渍(肄 ,子) = 0

ì

î

í
ïï

ïï ,
(13)

其中 姿* = 姿 / u0,E = k*
o (u0 / 淄) 2,Grt = g茁t(Tw - T肄 )x3 / 淄2,Grc = g茁c(Tw - T肄 )x3 / 淄2,Sc = 淄 / D,

酌* = 酌淄 / u2
0,渍R = C肄 / (Cw - C肄 ),Pr = 滋cp / k,n 为指数.

物理上感兴趣的量为表面摩擦因数和热传导系数,它们可以表示如下:

摇 摇 C f =
滋
籽u2

0

鄣u
鄣y Y = 0

= 鄣U
鄣Y Y = 0

, (14)

摇 摇 Nu = - x
Tw - T肄

鄣T
鄣y Y = 0

= - 鄣兹
鄣Y Y = 0

, (15)

摇 摇 Sh = - x
Cw - C肄

鄣C
鄣y Y = 0

= - 鄣渍
鄣Y Y = 0

. (16)

2摇 求 解 方 法

能量方程(11)和质量方程(12)为线性方程,与动量方程并不耦合. 这些方程有很多求解

方法. 由于惯性参数,又由于与能量方程和质量方程中的温度和质量相耦合,动量方程(10)呈
非线性,该方程在相应的边界条件(13)下,可以用隐式有限差分法,类似 Crank鄄Nicolson 进行

数值求解(见 Anderson 的文献[23]). 对所有关于 子 的一阶导数,可以用下面的形式代替:

摇 摇 鄣C
鄣子 =

(Cn+1
j - Cn

j )
驻子 . (17)

所有关于 Y 的二阶导数,可以用下面的形式代替:

摇 摇 鄣2C
鄣Y 2 =

(1 / 2)(Cn+1
j +1 - Cn

j+1) + (1 / 2)( - 2Cn+1
j - 2Cn

j ) + (1 / 2)(Cn+1
j -1 + Cn

j-1)
(驻Y) 2 . (18)

一阶导数和二阶导数利用中心差分近似,将动量方程变换为有限差分方程. 有限差分方程

呈 3 条对角线形式,可以用三对角线解法进行求解.
计算域限于有限维. 这里,边界层厚度 Ymax 取为 6. 作某些初步研究之后,将 Y 的最大值选

为 6,边界条件(13)最后两式满足. 弱弛豫迭代要求有可靠的收敛性. 对速度场和温度场,弱弛

豫因子的范围取为 0. 1 ~ 0. 6. 收敛准则规定为

摇 摇
准new - 准old

准new
臆 鬃, (19)

其中 准new 和 准old 表示主要变量 U,兹 中的一个,下角“new冶和“old冶分别表示后一个迭代值和前

一个迭代值. 鬃 的容许值取为 10-6 .
分别用 45伊45、69伊69、83伊83 网格尺寸进行计算. 在可预测的传热和流动场中,密网格 83

伊83 并没有展现出明显的“优势冶. 因此,考虑到计算成本及准确性要求,本文采用 69伊69 尺寸

的网格.
进一步将数值法所得到的结果,与 Chamkha[12] 的解析解相比较,验证了本文所提出的标

准. 表 1 给出了这样的比较,为了使当前的问题和 Chamkha 所讨论的问题之间有类似的公式

表示,将 Chamkha 问题中出现的特异参数设置为 0. 同时,表中假设的粘弹性参数值为 0(E =
0), 意味着所考虑的流体为 Newton 流体.
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摇 摇 表 1 稳态条件下各种参数对 Cf,Nu,Sh 的影响

(方括号内的数值为 Chamkha[12]所得到的解析解)

Grt Grc Pr Sc 姿* 酌* E n Cf Nu Sh

1 1 0. 71 0. 6 1 0 0 0 2. 078 2[2. 075 1] 0. 715 0[0. 710 0] 0. 601 2[0. 600 0]

1 1 7. 0 0. 6 1 0 0 0 0. 810 6[0. 809 5] 7. 016 3[7. 000 0] 0. 601 2[0. 600 0]

1 1 0. 71 2. 0 1 2 0 0 0. 712 8[0. 717 5] 0. 715 0[0. 710 0] 3. 228 5[3. 236 1]

1 1 0. 71 0. 6 1 2 0 0 1. 110 2[1. 104 9] 0. 715 0[0. 710 0] 1. 440 3[1. 435 8]

1 1 0. 71 0. 6 1 3 0 0 1. 005 962 0. 715 0 1. 669 7

1 1 0. 71 0. 6 1 4 0 0 0. 941 067 5 0. 715 0 1. 870 45

3 1 0. 71 0. 6 1 0 0 0 4. 900 2 0. 715 0 0. 601 2

4 1 0. 71 0. 6 1 0 0 0 6. 310 7 0. 715 0 0. 601 2

1 3 0. 71 0. 6 1 0 0 0 5. 412 4 0. 715 0 0. 601 2

1 4 0. 71 0. 6 1 0 0 0 7. 079 0 0. 715 0 0. 601 2

1 1 0. 71 0. 6 1 0 0 0 2. 078 2 0. 715 0 0. 601 2

1 1 0. 71 0. 6 1. 2 0 0 0 1. 368 9 0. 850 8 0. 719 2

1 1 0. 71 0. 6 1. 5 0 0 0 0. 558 2 1. 062 8 0. 898 6

1 1 0. 71 0. 6 1 0 0 0 0. 666 1 (子 = 2. 0) 0. 796 6 (子 = 2. 0) 0. 690 6 (子 = 2. 0)

1 1 0. 71 0. 6 1 0 0. 5 0 0. 675 2 (子 = 2. 0) 0. 796 6 (子 = 2. 0) 0. 690 6 (子 = 2. 0)

1 1 0. 71 0. 6 1 0 1 0 1. 376 0 (子 = 2. 0) 0. 796 6 (子 = 2. 0) 0. 690 6 (子 = 2. 0)

1 1 0. 71 0. 6 1 0 1 0. 3 1. 142 2 (子 = 2. 0) 0. 796 6 (子 = 2. 0) 0. 690 6 (子 = 2. 0)

1 1 0. 71 0. 6 1 0 1 0. 4 1. 069 5 (子 = 2. 0) 0. 796 6 (子 = 2. 0) 0. 690 6 (子 = 2. 0)

3摇 结果和讨论

利用本文的数值解,研究粘弹性参数 E、化学反应参数酌* 和蒸腾参数姿*,对速度、温度和

浓度分布,以及表面摩擦因数、Nusselt 数和 Sherwood 数的影响.

(a) 指数 n = 0 和 n = 0. 1 时的速度分布 (b) 温度和浓度分布

图 2摇 蒸腾参数 姿* 对速度、温度和浓度分布的影响

在不同的蒸腾参数 姿* = 1,2,3 下,图 2(a)给出了 n = 0. 0,0. 1 时,轴向速度 U(Y) 的分

布,图 2(b)给出了温度、浓度随 Y 的变化. 可以清楚地看到,与时间相关的平板速度依赖于指

数 n 的值,随着指数的增加,速度也增加;而随着蒸腾参数 姿* 的增加,速度是下降的. 从图 2
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(b)可以看出,温度、浓度分布在远离平板处下降,在平板表面附近大得多. 还可以看到,随着

蒸腾参数的增加,温度、浓度分布下降. 值得注意的是,由于存在化学反应,浓度分布曲线都在

温度分布曲线的下方. 表 1 突显了图 2(a)、(b)中的结果,表面摩擦因数随着蒸腾参数的增加

而减小. 这是因为流动变缓后,导致 Nusselt 数和 Sherwood 数增加所引起的.

(a) 速度分布 (b) 浓度分布

图 3摇 化学反应参数 姿* 对速度分布 U(Y) 和浓度分布 渍(Y) 的影响

图 3(a)和图 3(b)分别给出了化学反应参数 酌*,对速度分布和物质浓度分布的影响. 正
如所预料的,化学反应的存在,极大地影响了速度分布和浓度分布. 值得一提的是,我们所研究

的情况是破坏性化学反应 酌* > 0. 事实上可以预计到,随着 酌* 的增加,速度分布应该有明显

地减小,有峰值的出现,速度的最大值出现在流体内部,靠近平板表面,但并不在平板表面上.
同时,随着化学反应参数值的增加,浓度值减小. 正如表 1 所表明的,随着化学反应参数的增

加,Sherwood 数是提高的,表面摩擦因数是下降的.

(a) 速度分布 (b) 表面摩擦因数

图 4摇 粘弹性参数 E 对速度分布 U(Y) 和表面摩擦因数 Cf(子) 的影响

图 4(a)给出了粘弹性参数对速度分布的影响. 显然,在速度发展的早期,粘弹性参数的增

加,速度分布出现细微的增加;粘弹性参数的影响达到稳定后,无法将弛豫时间(弹性流体)的
值拉得更高,原因是速度分布与时间的变化相关 (子 = 2) . 图 4(b)给出了在不同的平板运动速

度下,当粘弹性参数 E = 0,1. 0,2. 0 时,摩擦因数随时间的变化. 可以看出,与化学反应参数相
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比较,粘弹性参数对摩擦因数的影响是细微的. 图 4(b)适用于整个时间域,直到稳态的条件,
对与时间相关的粘弹性模型的影响,在边界层发展的早期,是显而易见的. 表 1 清楚地表明,粘
弹性参数的增加,导致摩擦因数的增加. 最后还可以看到,平板运动速度的增加,出现摩擦因数

下降的趋势.

4摇 结摇 摇 论

在有一级化学反应的情况下,数值地研究了粘弹性流体,在流经无限伸展多孔平板时的自

然对流流动. 假定粘弹性流体的流动为 Maxwell 模型. 对于各种参数条件,给出了速度分布、温
度分布、物质浓度分布,连同摩擦因数一起的图形结果,并讨论了不同的参数条件. 我们发现,
化学反应参数、蒸腾参数、平板运动速度、Prandtl 数和 Schmidt 数,其中任何一个参数的下降,
都将使摩擦因数减小,同时,粘弹性参数、热 Grashof 数、质量 Grashof 数,其中任何一个参数的

增大,都将使摩擦因数增大.
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Visco鄄Elastic Fluid Flow Past an Infinite Vertical Porous
Plate in the Presence of First Order Chemical Reaction

Rebhi A. Damseh,摇 Ben Bella A. Shannak
(Mechanical Engineering Department, Al鄄Huson University College,

Al鄄Balqa Applied University, P. O. Box 50, Irbid, Jordan)

Abstract: An analysis was developed in order to study the unsteady free convection flow of an
incompressible, visco鄄elastic fluid on a continuously moving vertical porous plate in the pres鄄
ence of a first鄄order chemical reaction. The governing equations were solved numerically using
an implicit finite difference technique. The selected numerical method was validated by compa鄄
ring the results with the analytical solutions. Numerical results for the details of the velocity
profiles which were shown on graphs were presented. A parametric study was performed to il鄄
lustrate the influence of the visco鄄elastic parameter, dimensionless chemical reaction parameter
and plate moving velocity on the steady state velocity profiles, the time dependent friction coef鄄
ficient, Nusselt number and Sherwood number.

Key words: visco鄄elastic; porous plate; chemical reaction; free convection
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