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摘要:摇 应用一种新的辅助方程法成功地获得了(1+1)维 KdV 方程的多个含有参数的精确行波

解,所得的解涵盖了已有结果. 与其它方法相比,所给出的方法具有简单高效、计算量小、速度快、
易于求解等特点. 另外,所给的方法还可以用来求解其它的一大类非线性发展方程的精确行波解.
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引摇 摇 言

有关非线性发展方程领域的研究已经有很长的历史了. 到目前为止,已经有很多不同类型

的非线性发展方程出现在数学和物理科学领域. 在此期间,已经有很多专家学者在如何求解非

线性方程的精确解方面做了大量有效的工作,构造出多种有效的求解方法. 例如:齐次平衡

法[1鄄3]、tanh 函数法[1鄄2,4鄄5]、双曲函数法[1鄄2]、Painleve 展开法[2,3鄄6]、辅助方程法[7鄄9]、Jacobi 椭圆函

数展开法[1鄄2,6,10]、Sine鄄Cosine 函数法[1鄄2,11]和指数函数法[2,12]等等.
本文中,我们利用一种新的辅助方程法成功获得了(1+1)维 KdV 方程的多个含有参数的

精确行波解,所得的解包括了已有解. 结果表明,本文所给的方法不仅具有简单高效、计算量

小、速度快、易于求解等特点,而且还可以用来求解数学物理中其它的一大类非线性发展方程

的行波解. 值得说明的是,本文所给的方法不仅完全包括了文献[13鄄17]中所应用的方法,而且

比它们更有效. 更重要的是,本文的方法还能够用来求解一些高维或高阶非线性发展方程的精

确行波解或者非行波解.

1摇 方 法 简 介

本节简单介绍一下如何应用本文所给的方法来求解非线性发展方程的行波解. 现给出如

下的非线性微分方程:
摇 摇 p(u,ut,ux,utt,uxx,…) = 0. (1)
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本方法将分为如下 4 个步骤:
步骤 1摇 寻求方程(1)的如下形式的解:
摇 摇 u(x,t) = u(孜), 孜 = x - vt, (2)

其中, v 是常数,利用变换(2),方程(1)可化为如下常微分方程:
摇 摇 Q(u,u忆,u义,…) = 0. (3)
步骤 2摇 假设方程(3)有如下形式的解:

摇 摇 u(孜) = a0 + 移
m

i = 1
ai

G(孜)
G忆(孜( ))

i
+ bi

G(孜)
G忆(孜( ))[ ]

-i
, (4)

其中, am 和 bm 不同时为0,a0,ai,bi( i = 0,1,2,…,m) 都是待定常数. 式(4) 中的整数m可以通

过平衡式(3) 中的 u(孜) 的最高阶非线性项和线性项来确定. G = G(孜) 满足如下二阶常微分方

程:
摇 摇 G义 + 姿G忆 + 滋G = 0, (5)

其中, 姿 和 滋 都是待定常数. 方程(5)的解为

当 姿2 - 4滋 > 0, G(孜) = c1e( -姿+ 姿2-4滋)孜 / 2 + c2e( -姿- 姿2-4滋)孜 / 2;
当 姿2 - 4滋 = 0,G(孜) = (c1 + c2孜)e -姿孜 / 2;

当 姿2 - 4滋 < 0, G(孜) = e -姿孜 / 2
c1cos

4滋 - 姿2

2 孜 + c2sin
4滋 - 姿2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷孜 .

注 1摇 如果 ai = 0,i = 0,1,2,…,m, 方程(4)将化为

摇 摇 u(孜) = a0 + 移
m

i = 1
bi

G(孜)
G忆(孜( ))

-i
. (6)

形式(6)已在文献[4鄄7]中应用,如果 bi = 0 ( i = 1,2,…,m), 则式(4)将变为如下形式:

摇 摇 u(孜) = a0 + 移
m

i = 1
ai

G(孜)
G忆(孜( ))

i
. (7)

步骤 3摇 把式(4)代入方程(3)后,令 (G / G忆) 的各次幂的系数为 0,则得到一个以 a0,ai,
bi( i = 0,1,2,…,m),姿,滋 及 v 为未知量的非线性代数方程组.

步骤 4摇 借助符号计算系统(Mathematica 或 Maple)求借步骤 3 中得到的代数方程组来确

定相关的待定常数. 另外,方程(5)的解都是我们所熟悉的. 将其及 a0,ai,bi( i = 0,1,2,…,m),
v 代入式(4),便可以得到方程(1)的精确行波解.

2摇 应 用 举 例

考虑如下 KdV 方程[13]

摇 摇 ut + uux + 啄uxxx = 0. (8)
我们将寻求如下行波变换,并关于 孜 积分一次,令积分常数为 0 后得

摇 摇 啄u义 + 1
2 u2 - vu = 0. (9)

根据步骤 2 可知 m = 2, 因此,可将方程(9)的解写成如下形式:

摇 摇 u(孜) = a0 + a1
G( )G忆

+ a2
G( )G忆

2
+ b1

G( )G忆
-1

+ b2
G( )G忆

-2
, (10)

其中, a2 和 b2 不同时为 0,利用方程(5)和(10)有

摇 摇 u义 = (姿a1 + 2a2 + 姿滋b1 + 2滋2b2) + (姿2a1 + 6姿a2 + 2滋a1)
G( )G忆

+
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摇 摇 摇 摇 (8滋a2 + 3姿滋a1 + 4姿2a2)
G( )G忆

2
+ (2滋2a1 + 10姿滋a2)

G( )G忆
3
+ 6滋2a2

G( )G忆
4
+

摇 摇 摇 摇 (2滋b1 + 6姿滋b2 + 姿2b1)
G( )G忆

-1
+ (3姿b1 + 4姿2b2 + 8滋b2)

G( )G忆
-2

+

摇 摇 摇 摇 (2b1 + 10姿b2)
G( )G忆

-3
+ 6b2

G( )G忆
-4

. (11)

把方程(10)和(11)代入方程(9),并令 (G / G忆) i( i = 0, 依1, 依2, 依3, 依4) 的系数为 0 后

得到如下的代数方程组:

摇 摇
a2

2

2 + 6啄滋2a2 = 0,

摇 摇 a0b1 + a1b2 - vb1 = 0,

摇 摇
b2
2

2 + 6啄b2 = 0,

摇 摇 a1a2 + 10姿滋啄a2 + 2啄滋2a1 = 0,

摇 摇
b2
1

2 + a0b2 - vb2 + 3姿啄b1 + 4姿2啄b2 + 8滋啄b2 = 0,

摇 摇 b1b2 + 10姿啄b2 + 2啄b1 = 0,

摇 摇
a2

0

2 + a1b1 + a2b2 - va0 + 2啄a2 + 姿啄a1 + 姿滋啄b1 + 2滋2啄b2 = 0,

摇 摇
a2

1

2 + a0a2 - va2 + 4姿2啄a2 + 8滋啄a2 + 3姿滋啄a1 = 0,

摇 摇 a0a1 + a2b1 - va1 + 6姿啄a2 + 姿2啄a1 - 姿2啄b1 + 2滋啄a1 - 2啄滋b1 - 6姿滋啄b2 = 0.
借助 Mathematica 求解上述方程组得

摇 摇 a0 = - 12啄滋, a1 = - 12姿滋啄, a2 = - 12啄滋2, b1 = b2 = 0, v = 啄(姿2 - 4滋), (12)

摇 摇
a0 = - 2(姿2啄 + 2啄 滋), a1 = - 12姿滋啄, a2 = - 12啄 滋2,
b1 = b2 = 0, v = - 啄(姿2 - 4滋{ ),

(13)

摇 摇 a0 = - 24啄滋, a1 = 0, a2 = - 12啄滋2, b1 = 0, b2 = - 12啄, v = - 16啄滋, 姿 = 0, (14)
摇 摇 a0 = 8啄滋, a1 = 0, a2 = - 12啄滋2, b1 = 0, b2 = - 12啄, v = 16啄滋, 姿 = 0, (15)
摇 摇 a0 = - 12啄滋, a1 = 0, a2 = 0, b1 = 0, b2 = - 12啄, v = - 4啄滋, 姿 = 0, (16)
摇 摇 a0 = - 4啄滋, a1 = a2 = 0, b1 = 0, b2 = - 12啄, v = 4啄滋, 姿 = 0, (17)

摇 摇
a0 = - 2啄(姿2 + 2滋), a1 = a2 = 0,
b1 = - 12姿啄, b2 = - 12啄, v = - 2啄(姿2 + 2滋{ ),

(18)

摇 摇 a0 = - 12啄滋, a1 = a2 = 0, b1 = - 12姿啄, b2 = - 12啄, v = - 12啄滋, (19)
其中, 滋 和 啄 都是任意常数. 利用式(12) ~ (19),式(10)便可以写成如下形式:

摇 摇 u(孜) = - 12啄滋 - 12姿滋啄 G( )G忆
- 12啄滋2 G( )G忆

2
, 孜 = x - 啄(姿2 - 4滋) t, (20)

摇 摇 u(孜) = - 2(姿2啄 + 2啄滋) - 12姿滋啄 G( )G忆
- 12啄滋2 G( )G忆

2
, 孜 = x + 啄(姿2 - 4滋), (21)

摇 摇 u(孜) = - 24啄滋 - 12啄滋2 G( )G忆
2
- 12啄 G( )G忆

-2
, 孜 = x + 16啄滋t, (22)

摇 摇 u(孜) = 8啄滋 - 12啄滋2 G( )G忆
2
- 12啄 G( )G忆

-2
, 孜 = x - 16啄滋t, (23)
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摇 摇 u(孜) = - 12啄滋 - 12啄 G( )G忆
-2
, 孜 = x + 4啄滋t, (24)

摇 摇 u(孜) = - 4啄滋 - 12啄 G( )G忆
-2
, 孜 = x - 4啄滋t, (25)

摇 摇 u(孜) = - 2啄(姿2 + 2滋) - 12姿啄 G忆( )G
- 12啄 G忆( )G

2
, 孜 = x + 2啄(姿2 + 2滋) t, (26)

摇 摇 u(孜) = - 12啄滋 - 12姿啄 G忆( )G
- 12啄 G忆( )G

2
, 孜 = x + 12啄滋t . (27)

将方程(5)的解代入式(20)和(21),便可以得到方程(8)的如下行波解:
当 姿2 - 4滋 > 0 时,

摇 摇 u1(孜) =
48啄 滋M2c1c2sech2(M孜 / 2)

( - 姿c1 - Mc2 + (姿c2 + Mc1)tanh(M孜 / 2)) 2, (28)

其中, M = 姿2 - 4滋 , 孜 = x - (姿2啄 - 4啄滋) t;

摇 摇 u2(孜) = - 2啄(姿2 + 2滋) -
48啄 滋2(c1 - c2 tanh(M孜 / 2)) 2

( - 姿c1 - Mc2 + (姿c2 + Mc1)tanh(M孜 / 2)) 2 -

摇 摇 摇 摇
24姿滋啄(c1 - c2 tanh(M孜 / 2))

- Mc2 - 姿c1 + (姿c2 + Mc1)tanh(M孜 / 2), (29)

其中, M = 姿2 - 4滋 , 孜 = x + 啄(姿2 - 4滋) t .
当 姿2 - 4滋 = 0 时,

摇 摇 u3(孜) =
12啄 滋(姿2(c1 + c2孜) 2 - 4(c22 + 滋(c1 + c2孜) 2))

( - 2c2 + 姿(c1 + c2孜)) 2 , (30)

其中, 孜 = x - (姿2啄 - 4啄滋) t .

摇 摇 u4(孜) = - 2啄(姿2 + 2滋) -
48啄 滋2(c1 + c2孜) 2

( - 2c2 + 姿(c1 + c2孜)) 2 +
24啄姿滋(c1 + c2孜)

- 2c2 + 姿(c1 + c2孜)
, (31)

其中, 孜 = x + 啄(姿2 - 4滋) t .
当 姿2 - 4滋 < 0 时,

摇 摇 u5(孜) = - 12啄滋 1 +
2姿(c1 + c2 tan(M孜 / 2))
M(c2 - c1 tan(M孜 / 2)) +

4滋(c1 + c2 tan(M孜 / 2)) 2

M2(c2 - c1 tan(M孜 / 2))
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (32)

其中, M = 姿2 - 4滋 , 孜 = x - (姿2啄 - 4啄滋) t .
摇 摇 u6(孜) = - 2啄(姿2 + 2滋) -

摇 摇 摇 摇
24姿啄 滋(c1 + c2 tan(M孜 / 2))

M(c2 - c1 tan(M孜 / 2)) -
48啄 滋2(c1 + c2 tan(M孜 / 2)) 2

M2(c2 - c1 tan(M孜 / 2)) 2 , (33)

其中, M = 4滋 - 姿2 ,孜 = x + (姿2啄 - 4啄滋) t .
将方程(5)的解代入式(22),便可以得到方程(8)的如下行波解:

当 滋 > 0 时,

摇 摇 u7(孜) = -
12啄 滋(c21 + c22) 2 sec4( 滋 孜)

(c2 - c1 tan( 滋 孜)) 2(c1 + c2 tan( 滋 孜)) 2
, 孜 = x + 16啄滋t . (34)

当 滋 < 0 时,

摇 摇 u8(孜) =
12啄 滋(c21 - c22) 2sech4( - 滋 孜)

(c2 + c1 tanh( - 滋 孜)) 2(c1 + c2 tanh( - 滋 孜)) 2
, 孜 = x + 16啄滋t . (35)
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将方程(5)的解代入式(23),便可以得到方程(8)的如下行波解:
当 滋 > 0 时,

摇 摇 u9(孜) = 4啄滋 2 -
3(c2 - c1 tan( 滋 孜)) 2

(c1 + c2 tan( 滋 孜)) 2
-

3(c1 + c2 tan( 滋 孜)) 2

(c2 - c1 tan( 滋 孜))

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

孜 = x - 16啄滋t . (36)
当 滋 < 0 时,

摇 摇 u10(孜) = 4啄滋 2 +
3(c2 + c1 tanh( - 滋 孜)) 2

(c1 + c2 tanh( - 滋 孜)) 2
+

3(c1 + c2 tanh( - 滋 孜)) 2

(c2 + c1 tanh( - 滋 孜))

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

孜 = x - 16啄滋t . (37)
将方程(5)的解代入(24)式,便可以得到方程(8)的如下行波解:

当 滋 > 0 时,

摇 摇 u11(孜) = -
12啄 滋(c21 + c22)

(c1cos( 滋 孜) + c2sin( 滋 孜)) 2
, 孜 = x + 4啄滋t . (38)

当 滋 < 0 时,

摇 摇 u12(孜) = -
12啄 滋(c21 - c22)

(c1cosh( - 滋 孜) + c2sinh( - 滋 孜)) 2
, 孜 = x + 4啄滋t . (39)

将方程(5)的解代入式(25),便可以得到方程(8)的如下行波解:
当 滋 > 0 时,

摇 摇 u13(孜) = - 4啄滋 1 +
3(c2 - c1 tan( 滋 孜)) 2

(c1 + c2 tan( 滋 孜))

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
, 孜 = x - 4啄滋t . (40)

当 滋 < 0 时,

摇 摇 u14(孜) = - 4啄滋 1 -
3(c2 + c1 tanh( - 滋 孜)) 2

(c1 + c2 tanh( - 滋 孜))

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
, 孜 = x - 4啄滋t . (41)

将方程(5)的解代入式(26),便可以得到方程(8)的如下行波解:
当 姿2 - 4滋 > 0 时,

摇 摇 u15(孜) = -
2啄M[ - 4c1 + c2(cosh(M孜) + sinh(M孜))]sech2(M孜 / 2)

[c1 + c2 tanh(M孜 / 2)] 2 ; (42)

当 姿2 - 4滋 = 0 时,

摇 摇 u16(孜) =
啄(姿2(c1 + c2孜) 2 - 4(3c22 + 滋(c1 + c2孜) 2))

(c1 + c2孜) 2 ; (43)

当 姿2 - 4滋 < 0 时,

摇 摇 u17 = 啄 - 2(姿2 + 2滋) -
3M[c2 - c1 tan(M孜 / 2)] 2

[c1 + c2 tan(M孜 / 2)] 2
é

ë
êê -

摇 摇 摇 摇 6姿M[c2 - c1 tan(M孜 / 2)]
c1 + c2 tan(M孜 / 2

ù
û
úú)
, (44)

其中, M = 姿2 - 4滋 , 孜 = x + 2啄(姿2 + 2滋) t, 姿 = 依 2i 2滋 .
将方程(5)的解代入式(27),便可以得到方程(8)的如下行波解:

当 姿2 - 4滋 > 0 时,

摇 摇 u18 =
12啄c1Msech2(M孜 / 2)

[c1 + c2 tanh(M孜 / 2)] 2; (45)
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当 姿2 - 4滋 = 0 时,

摇 摇 u19 =
3啄[姿2c1 - 4(c2 + 滋c1) 2]

(c1 + c2孜) 2 ; (46)

当 姿2 - 4滋 < 0 时,

摇 摇 u20 = 3啄 - 4滋 -
M[c2 - c1 tan(M孜 / 2)] 2

[c1 + c2 tan(M孜 / 2)] 2 -
2姿M[c2 - c1 tan(M孜 / 2)]

c1 + c2 tan(M孜 / 2
é

ë
êê

ù

û
úú)
, (47)

其中, M = 姿2 - 4滋 , 孜 = x + 12啄滋t, 姿 = 依 2i 2滋 .

注 2摇 如果 c1,c2,姿 及 滋 都赋予特殊值的话,便可以得到一些已知解. 特别地,如果令 c2 = 0,c1 屹0,滋 <
0,则解 u12(孜) 和 u14(孜) 可化为如下形式:

摇 摇 u21(孜) = - 12啄滋sech2( - 滋 孜), 孜 = x + 4啄滋t, (48)

摇 摇 u22(孜) = - 4啄滋 + 12啄滋tanh2( - 滋 孜), 孜 = x - 4啄滋t . (49)

注 3摇 u21(孜),u22(孜) 都是大家熟知的解(可查看文献[1]) . 而解 u1(孜) - u20(孜) 在文献[1鄄3,6鄄7,9鄄11,
18鄄21]及其它文献中并没有给出,这里是第一次给出.

3摇 总摇 结

本文应用一种新的辅助方程法成功的获得了(1+1)维 KdV 方程的 22 个含有参数 c1 和 c2
的精确行波解,其中包括一些新解和已知解. 与其它方法相比,本文所给的方法具有简单易懂、
高效、计算量小、速度快、易于求解等特点. 值得说明的是,本文所给的方法不仅完全包括了文

献[13鄄17]中应用的方法,而且更加有效. 另外,本文的方法还可以用来求解数学物理领域中其

它的一大类非线性发展方程的行波解. 更重要的是,本文的方法还能够用来求解一些高维或高

阶非线性发展方程的精确行波解或者非行波解,有关这方面的内容我们将在其它文章中给出.
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New Auxiliary Equation Method for
Solving the KdV Equation

PANG Jing1,摇 BIAN Chun鄄quan1,摇 CHAO Lu2

(1. College of Science, Inner Mongolia University of Technology, Hohhot 010051, P. R. China;
2. Department of Mathematics of Shanghai Maritime University, Shanghai 200315, P. R. China)

Abstract: A new auxiliary equation method was used to find exact travelling wave solutions to
the (1+1) 鄄dimensional KdV equation. Some exact travelling wave solutions with parameters
have been obtained, which cover the existing solutions. Compared to other methods, the pres鄄
ented method is more direct, more concise, more effective, and easier for calculations. In ad鄄
dition, it can be used to solve other nonlinear evolution equations in mathematical physics.

Key words: auxiliary equation method; travelling wave solution; KdV equation; homogeneous
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