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摘要:摇 借助预解式技巧,寻求二次极小化问题 minx沂赘椰x椰2 的解,其中赘是 Hilbert 空间中某一广

义平衡问题的解集,与一无穷族非扩张映像的公共不动点的集合,以及某一变分包含的解集的交

集. 在适当的条件下,逼近上述极小化问题的解的一新的强收敛定理被证明.
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1摇 引言及预备知识

本文处处假定 H 是一具内积掖·,·业和范数椰·椰的实 Hilbert 空间, C 是 H 的一非空的

闭凸子集,F(T) {= x 沂 H: }Tx = x 是 T 的不动点集.
设 A:H 寅 H 是一单值的非线性映像,M:H 寅 2H 是一多值映像. 所谓的拟鄄变分包含问题

(参见 Noor 和 Chang 的文献[1鄄3])是求一 u 沂 H 使得

摇 摇 兹 沂 A(u) + M(u) . (1)
由结构分析学、力学、经济学所提出的许多问题,都可归结为在这一类变分包含的框架下进行

研究(例如文献[4]).
变分包含问题(1)的解集记为 VI(H,A,M) .
特例

髣 如果 M = 鄣准:H 寅2H,其中 准:H 寅 R {胰 + }肄 是一真凸的下半连续函数,而 鄣准 是 准
的次微分,则变分包含问题(1) 等价于求一 u 沂 H 使得

摇 摇 掖Au,y - u业 + 准(y) - 准(u) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 H . (2)
该式称为混合拟鄄变分不等式[5] .

髤 如果 M = 鄣啄C,其中 C 是 H 之一非空闭凸子集,而 啄C:H 寅 [0,肄 ] 是 C 的指示函数,即
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摇 摇 啄C(x) = 0, x 沂 C,
+ 肄, x C{ ,

则变分包含问题(1)等价于求 u 沂 C 使得

摇 摇 掖A(u),v - u业 逸 0,摇 摇 坌v 沂 C . (3)
这一问题称为 Hartman鄄Stampacchia 变分不等式(例如文献[6]). 变分不等式(3)的解集记为

VI(C,A) .
一映像 S:C 寅 C 称为非扩张的,如果

摇 摇 椰Sx - Sy椰 臆 椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 C .
定义 1. 1摇 一映像 A:H寅H称为 琢鄄逆 鄄强单调的(见文献[7鄄8]),如果存在一 琢 > 0 使得

摇 摇 掖Ax - Ay,x - y业 逸 琢椰Ax - Ay椰2,摇 摇 坌x,y 沂 H .
一多值映像 M:H 寅2H 称为单调的,如果对任意的 x,y 沂 H,u 沂 Mx,v 沂 My 就有掖u - v,

x - y业 逸0. 一多值映像M:H寅2H 称为极大单调的,如果它是单调的,而且如果对任意的(x,u)
沂 H 伊 H,当掖u - v,x - y业 逸 0 对每一(y,v) 沂 graph(M)(映像 M 的图像) 成立时,就有 u 沂
Mx .

命题 1. 1[9] 摇 设 A:H 寅 H 是一 琢鄄 逆鄄强单调映像,则
1) A 是一(1 / 琢) 鄄Lipschitz 的、连续的单调映像;
2) 如果 姿 是(0,2琢] 中的任一常数, 则映像 I - 姿A 是非扩张的, 其中 I 是 H 上的恒等映

像.
设 B:C寅H是一非线性映像,而F:C 伊 C寅R是一双变量的函数. 所谓的广义平衡问题是

求一点 u 沂 C 使得

摇 摇 F(u,y) + 掖Bu,y - u业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (4)
问题(4)的解集记为 GEP . 如果 B = 0,则问题(4) 化为下面的平衡问题:求 u 沂 C 使得

摇 摇 F(u,y) 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C . (5)
问题(5)的解集记为 EP .

平衡问题于 1994 年由 Blum 和 Oettli[10] 引入,它在纯粹和应用科学方面取得巨大的效果

和影响. 实践证明,平衡问题理论,为经济学、金融学、图像恢复、生态学、运输、网络、弹性理论

及最优化理论等所提出的许多问题,提供一种新的、统一的处理方法.
引理1. 1[11] 摇 设 E是一严格凸的Banach空间,C是E的一闭凸子集. {设 Tn:C寅 }C 是一

非扩张映像的序列,且 疑肄
n = 1F(Tn) 屹 覫 . {设 姿 }n 是一正数的序列,且鄱肄

n = 1
姿 n = 1. 则由下式

所定义的映像 S:C 寅 C:

摇 摇 Sx = 鄱
肄

n = 1
姿 nTnx,摇 摇 x 沂 C (6)

是适定的、非扩张的且 F(S) =疑肄
n = 1F(Tn) .

在本文中,我们致力于研究下面的二次极小化问题

摇 摇 min
x沂赘

椰x椰2 (7)

解的存在性及解的逼近问题,其中 赘 = F(S) 疑 GEP 疑 VI(H,A,M),F(S) 是由式(6) 所定义

的映像 S的不动点集,GEP是广义平衡问题(4) 的解集,而VI(H,A,M) 是变分包含问题(1)的
解集.

为此,我们首先追述某些定义、结论及符号.
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以后,我们用 xn圻x 和 xn 寅 x {分别表示序列 x }n 的弱收敛和强收敛.
设 H 是一实 Hilbert 空间,C 是 H 的一非空的闭凸子集. 对任意的 x 沂 H,在 C 中存在唯一

的最近点,记为 PC(x), 使得

摇 摇 椰x - PCx椰 臆 椰x - y椰,摇 摇 坌y 沂 C .
由 H 到 C 上的这一映像 PC 称为度量投影. 众所周知,度量投影 PC:H 寅 C 是非扩张的.

定义 1. 2摇 设 H 是一 Hilbert 空间,M:H 寅2H 是一多值的极大单调映像,则由下式定义的

单值映像 JM,姿:H 寅 H:
摇 摇 JM,姿(u) = ( I + 姿M) -1(u),摇 摇 u 沂 H

称为与 M 相关的预解算子,其中 姿 是任意的正数,而 I 是恒等映像.
命题 1. 2[9] 摇 1) 与 M 相关的预解算子 JM,姿 对一切 姿 > 0 是单值的和非扩张的,即
摇 摇 椰JM,姿(x) - JM,姿(y)椰 臆 椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 H,坌姿 > 0.
2) 预解算子 JM,姿 是 1鄄逆鄄强单调的,即
摇 摇 椰JM,姿(x) - JM,姿(y)椰2 臆 掖x - y,JM,姿(x) - JM,姿(y)业,摇 摇 坌x,y 沂 H .
定义 1. 3摇 一单值映像 A:H寅H称为半连续的,如果对任意的 x,y,z沂H,函数 t 掖A(x +

ty),z业 在 0 处是连续的.
已知,每一连续映像必是半连续的.
下面的引理,在证明本文主要结果时是必须的.
引理 1. 2[12] 摇 {设 x }n {和 y }n 是 Banach 空间 X中的两个有界的序列, {设 茁 }n 是[0,1]

中的序列,且 0 < lim infn寅肄 茁 n 臆 limsupn寅肄 茁 n < 1. 假设 xn+1 = (1 - 茁 n)yn + 茁 nxn,n逸0, 而且

摇 摇 lim sup
n寅肄

(椰yn+1 - yn椰 - 椰xn+1 - xn椰) 臆 0.

则 limn寅肄 椰yn - xn椰 = 0.
引理 1. 3[13] 摇 设 X 是一实 Banach 空间,X* 是 X 的对偶空间,T:X 寅2X*

是一极大单调映

像,而 P:X寅 X* 是一半连续的、有界的单调映像且 D(P) = X . 则 S = T + P:X寅2X*
是一极大

单调的映像.
引理 1. 4[14] 摇 设 X 是一致凸的 Banach 空间,C 是 X 的一非空的闭凸子集,而 T:C 寅 C 是

一非扩张映像且有不动点,则 I - T 在下述意义下是“半 鄄 闭的冶,即: {如果 x }n 是 C 中的一序

列,使得 xn圻x 而且( I - T)xn 寅0,则( I - T)x = 0.
在本文中,我们处处假定双变量的函数 F:C 伊 C 寅 R 满足下面的条件:
(H1) F(x,x) = 0,对所有的 x 沂 C;
(H2) F 是单调的,即 F(x,y) + F(y,x) 臆 0,对所有的 x,y 沂 C;
(H3) 对每一 x,y,z 沂 C,limt引0F( tz + (1 - t)x,y) 逸 F(x,y);
(H4) 对每一 x 沂 C,y F(x,y) 是凸的和下半连续的.
引理 1. 5[15] 摇 设 H是一实的Hilbert空间,C是H的一非空的闭凸子集,F:C 伊 C寅R是满

足条件(H1) ~ (H4)的一双变量函数. 设 滋 > 0 且 x 沂 H . 则存在一点 z 沂 C 使得

摇 摇 F( z,y) + 1
滋 掖y - z,z - x业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .

此外,如果 T滋:H 寅 C 是由下式定义的映像:

摇 摇 T滋(x) {= z 沂 C:F( z,y) + 1
滋 掖y - z,z - x业 逸 0,坌y 沂 }C ,摇 摇 x 沂 H, (8)

则下面的结论成立:
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1) T滋 是单值的和强非扩张的,即对任意的 x,y 沂 H,
摇 摇 椰T滋x - T滋y椰2 臆 掖T滋x - T滋y,x - y业;
2) 平衡问题(5)的解集 EP 是闭的和凸的,而且 EP = F(T滋) .

2摇 主 要 结 果

为了证明本文的主要结果,我们先给出下面的引理.
引理 2. 1摇 1) [9]u 沂 H是变分包含式(1) 的解,当且仅当 u = JM,姿(u - 姿Au),坌姿 > 0, 即

摇 摇 VI(H,A,M) = F(JM,姿( I - 姿A)),摇 摇 坌姿 > 0.
2) u 沂 C 是广义平衡问题(4) 的解,当且仅当 u = T滋(u - 滋Bu),坌滋 > 0, 即

摇 摇 GEP = F(T滋( I - 滋B)),摇 摇 坌滋 > 0.
3) 如果 A:H寅 H是一 琢鄄逆 鄄强单调映像,而 B:C寅 H是一 茁鄄逆 鄄强单调映像. 如果 姿 沂

(0,2琢] 且 滋 沂 (0,2茁],则 VI(H,A,M) 是 H 中的一闭凸子集,而 GEP 是 C 中的一闭凸子集.
摇 摇 证明摇 2) 事实上,

摇 摇 u 沂 GEP 圳 u 沂 C 使得 F(u,y) + 掖Bu,y - u业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C

摇 摇 摇 摇 圳 u 沂 C 使得 F(u,y) + 1
滋 掖y - u,u - ( I - 滋B)u业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C

摇 摇 摇 摇 圳 u = T滋(u - 滋Bu) 圳 u 沂 F(T滋( I - 滋B)) .
3) 众所周知,每一定义在 H 上的非扩张映像的不动点的集合是闭凸的. 于是由命题 1. 1

的 2)和命题 1. 2 得知,如果 姿 沂 (0,2琢],则映像 JM,姿( I - 姿A):H 寅 H 是非扩张的. 故由结论

1) 得知 VI(H,A,M) = F(JM,姿( I - 姿A)) 是 H中的一闭凸子集. 类似地,如果 滋 沂(0,2茁],则由

结论 2) 及引理 1. 5 的 1) 得知 GEP = F(T滋( I - 滋B)) 是 C 中的一闭凸集.
定理 2. 1摇 设 H是一实Hilbert空间,C是H中的一非空闭凸子集,A:H寅H是一 琢鄄逆 鄄强

单调映像,而 B:C寅 H是一 茁鄄逆 鄄强单调映像. 设M:H寅2H 是一极大单调映像 {, Tn:C寅 }C
是一非扩张映像的序列,且疑肄

n = 1F(Tn) 屹覫 . 设 S:C寅C是由式(6) 定义的非扩张映像. 设F:
C 伊 C 寅 R 是一双变量函数,其满足条件(H1) ~ (H4). {设 x }t 是由下式定义的序列:

摇 摇 xt = SPC[(1 - t)JM,姿( I - 姿A)T滋( I - 滋B)]xt,摇 摇 t 沂 (0,1), (9)
其中 T滋:H寅 C是由式(8) 定义的映像,而 姿,滋 是两个常数使得 姿 沂(0,2琢),滋 沂(0,2茁) . 如
果集赘 F(S) 疑VI(H,A,M) 疑GEP屹覫,其中VI(H,A,M) 和GEP分别是变分包含问题(1)
和广义平衡问题(4) 的解集. 则存在 x* 沂 赘, 是下面的二次极小化问题的解:

摇 摇 椰x*椰2 = min
x沂赘

椰x椰2, (10)

而且由式(9) {定义的网 x }t 强收敛于 x* 沂 赘(当 t 寅0 时).
证明摇 髣 {先证网 x }t 奂 C 是适定的.
事实上,对每一 t 沂 (0,1) 定义一映像 Wt:C 寅 C 如下:
摇 摇 Wtx = SPC[(1 - t)JM,姿( I - 姿A)T滋( I - 滋B)]x,摇 摇 x 沂 C .

由定理的假定, 姿 沂(0,2琢),滋沂(0,2茁) . 故由命题1. 1的2)、 命题1. 2、 引理1. 1及引理1郾 5
得知,映像 SPC,JM,姿,I - 姿A,I - 滋B 及 T滋 都是非扩张的. 从而有

摇 摇 椰Wtx - Wty椰 臆 (1 - t)椰x - y椰,摇 摇 坌x,y 沂 C, t 沂 (0,1),
这就推出对每一 t沂 (0,1),Wt:C 寅 C 是一压缩映像. 由 Banach 压缩映像定理,存在唯一的不

动点 xt 沂 C 使得 xt = Wtxt .
髤 {现在我们证明序列 x }t 是有界的.
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令

摇 摇 ut = T滋( I - 滋B)xt; yt = JM,姿( I - 姿A)ut,摇 摇 t 沂 (0,1) . (11)
取 z 沂 赘, 于是由引理 2. 1 得知

摇 摇 z = T滋( z - 滋Bz) = JM,姿( z - 姿Az) . (12)
因 T滋 和 JM,姿 都是非扩张的,A和 B分别是 琢鄄逆 鄄强单调的和 茁鄄逆鄄强单调的,于是由命题 1. 1,
有

摇 摇 椰ut - z椰2 = 椰T滋( I - 滋B)xt - T滋( z - 滋Bz)椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰( I - 滋B)xt - ( z - 滋Bz)椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰xt - z椰2 + 滋(滋 - 2茁)椰Bxt - Bz椰2

和

摇 摇 椰yt - z椰2 = 椰JM,姿( I - 姿A)ut - JM,姿( I - 姿A) z椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰( I - 姿A)ut - ( I - 姿A) z椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰ut - z椰2 + 姿(姿 - 2琢)椰Aut - Az椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰xt - z椰2 + 姿(姿 - 2琢)椰Aut - Az椰2 + 滋(滋 - 2茁)椰Bxt - Bz椰2 . (13)

于是有

摇 摇 椰yt - z椰 臆 椰ut - z椰 臆 椰xt - z椰 . (14)
由式(9)和(14)得知

摇 摇 椰xt - z椰 = 椰SPC[(1 - t)yt] - SPCz椰 臆 椰(1 - t)yt - z椰 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - t)椰yt - z椰 + t椰z椰 臆 (1 - t)椰xt - z椰 + t椰z椰, (15)

即

摇 摇 椰xt - z椰 臆 椰z椰,摇 摇 坌t 沂 (0,1) .
{这就证明了 x }t 是有界的. 故由式(14) {得知网 u }t {和 y }t 也是有界的. 记

摇 摇 M = sup
t沂(0,1

{
)

2椰z椰椰yt - z椰 + 椰z椰2 + 2[姿椰ut - yt椰 +

摇 摇 摇 摇 滋椰xt - ut椰 + 椰yt椰2 }] < 肄 .
髥 现在证明

摇 摇
lim
t寅0

椰xt - ut椰 = lim
t寅0

椰ut - yt椰 = lim
t寅0

椰xt - yt椰 = 0,

lim
t寅0

椰xt - Sxt椰 = 0
{

.
(16)

事实上,由式(9)和(13)有
摇 摇 椰xt - z椰2 臆 椰(1 - t)yt - z椰2 = 椰(1 - t)(yt - z) - tz椰2 =
摇 摇 摇 摇 (1 - t) 2椰yt - z椰2 - 2t(1 - t)掖 z,yt - z业 + t2椰z椰2 臆

椰yt - z椰2 + tM 臆
椰xt - z椰2 + 姿(姿 - 2琢)椰Aut - Az椰2 +
滋(滋 - 2茁)椰Bxt - Bz椰2 + tM, (17)

即

摇 摇 姿(2琢 - 姿)椰Aut - Az椰2 + 滋(2茁 - 滋)椰Bxt - Bz椰2 臆 tM 寅0摇 摇 (当 t 寅0) .
由定理的假定, 姿 沂 (0,2琢) 和 滋 沂 (0,2茁), 故有

摇 摇 lim
t寅0

椰Aut - Az椰 = lim
t寅0

椰Bxt - Bz椰 = 0. (18)

由引理 1. 5 的 1)及式(9),有
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摇 摇 椰ut - z椰2 = 椰T滋(xt - 滋Bxt) - T滋( z - 滋Bz)椰2 臆
摇 摇 摇 摇 掖(xt - 滋Bxt) - ( z - 滋Bz),ut - z业 =

摇 摇 摇 摇 {
1
2 椰(xt - 滋Bxt) - ( z - 滋Bz)椰2 + 椰ut - z椰2 -

摇 摇 摇 摇 椰(xt - z) - 滋(Bxt - Bz) - (ut - z)椰 }2 臆

摇 摇 摇 摇 {
1
2 椰xt - z椰2 + 椰ut - z椰2 - 椰(xt - ut) - 滋(Bxt - Bz)椰 }2 =

摇 摇 摇 摇 {
1
2 椰xt - z椰2 + 椰ut - z椰2 - 椰xt - ut椰2 +

摇 摇 摇 摇 2滋掖xt - ut,Bxt - Bz业 - 滋2椰Bxt - Bz椰 }2 . (19)
简化后,即得

摇 摇 椰ut - z椰2 臆 椰xt - z椰2 - 椰xt - ut椰2 +
摇 摇 摇 摇 2滋掖xt - ut,Bxt - Bz业 - 滋2椰Bxt - Bz椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰xt - z椰2 - 椰xt - ut椰2 + 2滋椰xt - ut椰椰Bxt - Bz椰 臆
摇 摇 摇 摇 椰xt - z椰2 - 椰xt - ut椰2 + M椰Bxt - Bz椰 . (20)

类似地,由命题 1. 2 的 2)和式(9),有
摇 摇 椰yt - z椰2 = 椰JM,姿(ut - 姿Aut) - JM,姿( z - 姿Az)椰2 臆
摇 摇 摇 摇 掖(ut - 姿Aut) - ( z - 姿Az),yt - z业 =

摇 摇 摇 摇 {
1
2 椰(ut - 姿Aut) - ( z - 姿Az)椰2 + 椰yt - z椰2 -

摇 摇 摇 摇 椰(ut - 姿Aut) - ( z - 姿Az) - (yt - z)椰 }2 臆

摇 摇 摇 摇 {
1
2 椰ut - z椰2 + 椰yt - z椰2 - 椰(ut - yt) - 姿(Aut - Az)椰 }2 =

摇 摇 摇 摇 {
1
2 椰ut - z椰2 + 椰yt - z椰2 - 椰ut - yt椰2 +

摇 摇 摇 摇 2姿掖ut - yt,Aut - Az业 - 姿2椰Aut - Az椰 }2 . (21)
简化后,即得

摇 摇 椰yt - z椰2 臆 椰ut - z椰2 - 椰ut - yt椰2 +
摇 摇 摇 摇 2姿掖ut - yt,Aut - Az业 - 姿2椰Aut - Az椰2 臆
摇 摇 摇 摇 椰ut - z椰2 - 椰ut - yt椰2 + 2姿椰ut - yt椰椰Aut - Az椰 臆
摇 摇 摇 摇 椰xt - z椰2 - 椰xt - ut椰2 + M椰Bxt - Bz椰 - 摇 摇 (由式(20))
摇 摇 摇 摇 椰ut - yt椰2 + M椰Aut - Az椰 . (22)

由式(17)和(22)有
摇 摇 椰xt - z椰2 臆 椰yt - z椰2 + tM 臆
摇 摇 摇 摇 椰xt - z椰2 - 椰xt - ut椰2 - 椰ut - yt椰2 +
摇 摇 摇 摇 M[椰Bxt - Bz椰 + 椰Aut - Az椰 + t],

即

摇 摇 椰xt - ut椰2 + 椰ut - yt椰2 臆 M[椰Bxt - Bz椰 + 椰Aut - Az椰 + t] .
上式与式(18)一起表明

摇 摇 lim
t寅0

椰xt - ut椰 = lim
t寅0

椰ut - yt椰 = 0, lim
t寅0

椰xt - yt椰 = 0,
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从而有

摇 摇 椰xt - Sxt椰 = 椰SPC[(1 - t)yt] - SPCxt椰 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - t)椰yt - xt椰 + t椰xt椰 寅0摇 摇 ( t 寅0) . (23)
髧 {下面我们证明 x }t 当 t 寅0 时是相对紧的.

{设 t }n 奂 (0,1) 是任意的子序列使得 tn 寅0(n 寅 肄) . 故存在一正整数 n0 使得 0 < tn
< 1 / 2,坌n 逸 n0 . 设 xn = xtn,un = utn 且 yn = ytn . 由式(23)即得

摇 摇 椰xn - Sxn椰 寅0摇 摇 (当 n 寅 肄) . (24)
{因 x }n 是有界的,不失一般性,可设 xn 圻 x* 沂 H . 由式(16) 即得 un 圻 x* 且 yn 圻 x* . 由引

理 1. 4 及式(24) 得知 x* 沂 F(S) .
下面我们证明 x* 沂 GEP 疑 VI(H,A,M) . 事实上,因 un = T滋(xn - 滋Bxn), 故有

摇 摇 F(un,y) + 1
滋 掖y - un,un - (xn - 滋Bxn)业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .

由条件(H2)得知 F 是单调的,于是有

摇 摇 1
滋 掖y - un,un - (xn - 滋Bxn)业 逸 F(y,un),摇 摇 坌y 沂 C .

从而

摇 摇 y - un,
un - xn

滋 + Bxn 逸 F(y,un),摇 摇 坌y 沂 C . (25)

令 zt = ty + (1 - t)x*,t 沂 (0,1] 且 y 沂 C,故 zt 沂 C . 由式(25)有

摇 摇 掖 zt - un,Bzt业 逸 掖 zt - un,Bzt业 - zt - un,
un - xn

滋 + Bxn + F( zt,un) =

摇 摇 摇 摇 掖 zt - un,Bzt - Bun业 + 掖 zt - un,Bun - Bxn业 -

摇 摇 摇 摇 zt - un,
un - xn

滋 + F( zt,un) . (26)

因 B 是 茁鄄逆 鄄强单调的,于是由命题1. 1的1) 和式(16) 知椰Bun - Bxn椰臆(1 / 茁)椰un - xn椰
寅 0 而且掖 zt - un,Bzt - Bun业 逸0. 在式(26) 中让 n寅肄,并注意到条件(H4) 及 un圻x*, 我们

有

摇 摇 掖 zt - x*,Bzt业 逸 F( zt,x*) . (27)
由条件(H1)和(H4)及式(27)即得

摇 摇 0 = F( zt,zt) 臆 tF( zt,y) + (1 - t)F( zt,x*) 臆
摇 摇 摇 摇 tF( zt,y) + (1 - t)掖 zt - x*,Bzt业 = tF( zt,y) + (1 - t) t掖y - x*,Bzt业,

即

摇 摇 0 臆 F( zt,y) + (1 - t)掖y - x*,Bzt业 . (28)
在式(28)中让 t 寅0, 即得

摇 摇 F(x*,y) + 掖y - x*,Bx*业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 C .
上式表明 x* 沂 GEP .

现在我们证明 x* 沂 VI(H,A,M) .
事实上,因 A是 琢鄄逆 鄄强单调的,故由命题 1. 1 的 1) 得知 A是一(1 / 琢) 鄄Lipschitz的、连续

的、单调的映像,而且 D(A) = H(其中 D(A) 是 A 的定义域) . 由引理 1. 3 得知 M + A 是极大单

调的. 设(v, f ) 沂 graph(M + A),即 f - Av 沂 M(v) . 又因 yn = JM,姿(un - 姿Aun),故 un - 姿Aun
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沂 ( I + 姿M)(yn), 即

摇 摇 1
姿 (un - yn - 姿Aun) 沂 M(yn) .

由 M 的极大单调性,有

摇 摇 v - yn, f - Av - 1
{

姿 un - yn - 姿Au }n 逸0.

又因 A 是单调的,故有

摇 摇 掖v - yn, f 业 逸 v - yn,Av + 1
{

姿 un - yn - 姿Au }n =

摇 摇 摇 摇 v - yn,Av - Ayn + Ayn - Aun + 1
{

姿 un - y }n 逸

摇 摇 摇 摇 0 + 掖v - yn,Ayn - Aun业 + v - yn,
1

{
姿 un - y }n . (29)

因 椰un - yn椰 寅0,椰Aun - Ayn椰 寅0 且 yn圻x*, 于是由式(29)有
摇 摇 lim

n寅肄
掖v - yn, f 业 = 掖v - x*, f 业 逸 0.

因 A + M 是极大单调的,这就推出 兹 沂 (M + A)(x*),即 x* 沂 VI(H,M,A) .
综合上面的讨论,我们已证明 x* 沂 赘 F(S) 疑 VI(H,M,A) 疑 GEP .
此外,对任意的 t 沂 (0,1 / 2) 及 z 沂 赘, 由式(15)有
摇 摇 椰xt - z椰2 臆 椰yt - z - tyt椰2 = 椰yt - z椰2 - 2t掖yt,yt - z业 + t2椰yt椰2 =
摇 摇 摇 摇 椰yt - z椰2 - 2t掖yt - z,yt - z业 - 2t掖 z,yt - z业 + t2椰yt椰2 =
摇 摇 摇 摇 (1 - 2t)椰yt - z椰2 + 2t掖 z,z - yt业 + t2椰yt椰2 臆
摇 摇 摇 摇 (1 - 2t)椰xt - z椰2 + 2t掖 z,z - yt业 + t2椰yt椰2,

即

摇 摇 椰xt - z椰2 臆 掖 z,z - yt业 + tM / 2,摇 摇 坌t 沂 (0,1 / 2), z 沂 赘 .
特别地,我们有

摇 摇 椰xn - z椰2 臆 掖 z,z - yn业 + tnM / 2,摇 摇 坌n 逸 n0, z 沂 赘 . (30)
先在式(30)中令 z = x*,并注意到 yn圻x* . 然后在式(30) 中让 n 寅 肄,即得 xn 寅 x* .

这就证明了,当 t 寅0 时, {网 x }t 是相对紧的.
蚱 最后证明当 t 寅0 时,xt 寅 x*,而且 x* 是极小化问题(7)的解.
在式(30)中让 n 寅 肄 取极限,有
摇 摇 椰x* - z椰2 臆 掖 z,z - x*业,摇 摇 z 沂 赘 . (31)

{设 s }n 是(0,1) 中任意的满足 sn 寅0 的子序列,且使得 xsn 寅 y* . 借助上面给出的相同方法,
我们可以证明 y* 沂 赘 . 在式(31) 中取 z = y*, 即得

摇 摇 椰x* - y*椰2 臆 掖y*,y* - x*业 . (32)
交换 x* 和 y* 的位置,由式(32)有

摇 摇 椰x* - y*椰2 臆 掖x*,x* - y*业 . (33)
把式(32)和(33)加起来,即得 2椰x* - y*椰2 臆 椰x* - y*椰2,故 x* = y* . 这就证明了 xt 寅
x*(当 t 寅0 时). 此外,由式(31)得知

摇 椰x*椰2 + 椰z椰2 - 2掖 z,x*业 臆 椰z椰2 - 掖 z,x*业 .
因此我们有 椰x*椰2 臆 掖 z,x*业,坌z 沂 赘,即 椰x*椰 臆 椰z椰,坌z 沂 赘 .
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这就完成定理 2. 1 的证明.
在定理 2. 1 中如果 T = Tn,坌n 逸1, 则下面的推论由定理 2. 1 即得.
推论 2. 1摇 设 H是一实的 Hilbert 空间,C 是 H中的一非空的闭凸子集,A:H寅 H是一 琢鄄逆

鄄强单调映像,B:C寅H是一 茁鄄逆 鄄强单调映像.设M:H寅2H 是一极大单调映像, {而 T:C寅 }C
是一非扩张映像且 F(T) 屹 覫 . 设 F:C 伊 C 寅 R 是一满足条件(H1) ~ (H4)的双变量函数.
{

设

x }t 是一由下式定义的序列:
摇 摇 xt = TPC[(1 - t)JM,姿( I - 姿A)T滋( I - 滋B)]xt,摇 摇 t 沂 (0,1), (34)

其中 姿,滋 是两个常数,姿 沂(0,2琢),滋 沂(0,2茁) . 如果集合赘1 F(T) 疑VI(H,A,M) 疑GEP
屹 覫,则存在 x* 沂 赘, 是下面的二次极小化问题的解:

摇 摇 椰x*椰2 = min
x沂赘1

椰x椰2, (35)

而且由式(34) {定义的网 x }t 强收敛于 x* 沂 赘(当 t 寅0 时).
在定理 2. 1 中,如果 M = 鄣啄C:H 寅2H,其中 啄C:H 寅 [0,肄 ] 是 C 的指示函数. 则变分包含

问题(1) 等价于变分不等式(3),即,求一 u 沂 C 使得

摇 摇 掖A(u),v - u业 逸 0,摇 摇 坌v 沂 C .
又因 M = 鄣啄C,这就证明了 JM,姿 = PC . 因此,我们有下面的推论.

推论 2. 2摇 设 H 是一实的 Hilbert 空间,C 是 H 的一非空的闭凸子集,A:H 寅 H 是一 琢鄄 逆
鄄 强单调映像,而 B:C 寅 H 是一 茁鄄 逆 鄄 强单调映像. 设 M = 鄣啄C:H 寅2H,T:C 寅 C 是一非扩张

映像,且 F(T) 屹 覫 . 设 F:C 伊 C寅R 是一满足条件(H1) ~ (H4)的双变量函数. {设 x }t 是由

下式定义的序列:
摇 摇 xt = T[(1 - t)PC( I - 姿A)T滋( I - 滋B)]xt,摇 摇 t 沂 (0,1), (36)

其中 姿,滋 是两个常数,姿 沂(0,2琢),滋 沂(0,2茁) . 如果集合赘 2 F(S) 疑VI(A,C) 疑GEP屹
覫,其中 VI(A,C) 是变分不等式(3) 的解集. 则存在 x* 沂 赘2,是下面的二次极小化问题的解:

摇 摇 椰x*椰2 = min
x沂赘 2

椰x椰2, (37)

而且由式(36) {所定义的网 x }t 强收敛于 x* 沂 赘(当 t 寅0 时).
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Quadratic Minimization for Equilibrium Problem
Variational Inclusion and Fixed Point Problem

ZHANG Shi鄄sheng1,摇 LEE Joseph H W2,摇 CHAN Chi鄄kin2

(1. Department of Mathematics,Yibin University, Yibin, Sichuan 644007, P. R. China;
2. Department of Applied Mathematics, The Hong Kong Polytechnic University,

Hung Hom, Kowloon, Hong Kong, P. R. China)

Abstract: The purpose was by using the resolvent approach to find the solutions to the quad鄄
ratic minimization problem:minx沂赘椰x椰2,where 赘 was the intersection set of the set of solu鄄
tions to some generalized equilibrium problem,the set of common fixed points for an infinite
family of nonexpansive mappings and the set of solutions to some variational inclusions in the
setting of Hilbert spaces. Under suitable conditions some new strong convergence theorems for
approximating to a solution of the above minimization problem were proved.

Key words: quadratic minimization problem; generalized equilibrium problem; variational in鄄
clusion; multi鄄valued maximal monotone mapping; inverse鄄strongly monotone
mapping; resolvent operator; fixed point; nonexpansive mapping
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