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含分层复合材料层合梁弯曲问题的一般解法
*
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摘要:摇 基于一阶剪切梁理论,考虑分层边缘区域的变形特点,提出了含穿透分层复合材料梁模

型. 与传统分层模型不同,该文将未分层部分看作上下子梁,放弃了传统模型中分层前缘横截面始

终保持平面的假设. 通过分层前缘的位移连续条件和内力连续条件,建立了粘合段和分层段的控

制方程. 并且,应用该模型对不同边界条件下含不同分层尺寸对称和非对称分层的复合材料层合

梁弯曲问题进行了求解,结果与三维有限元计算的结果一致,从而证明了模型的有效性和适用性.
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引摇 摇 言

纤维增强复合材料具有轻质、高效和可设计性等优点,广泛应用于航空、航天和汽车等工

程领域. 然而,其层合板壳结构在制造过程中经常会产生工艺缺陷,如纤维断裂、基体微裂纹和

铺层界面的局部脱粘等,形成局域损伤. 此外,层合复合材料结构在沿厚度方向的冲击载荷作

用下,容易发生分层破坏,严重地削弱了其承载能力,这已成为制约其广泛应用的关键问题.
层合复合材料结构的分层分析一直是国内外学术界研究的热点问题[1鄄4] . 文献[1]基于经

典梁(Euler 梁)理论提出了分层梁模型,求解了含分层复合材料层合板的屈曲问题,这也是迄

今为止分析分层问题时最常用的模型[5鄄8] . 然而,上述分析模型假设分层前缘所在横截面变形

后仍保持为平面(如图 1(a)所示),这显然与实际的情况不相符合. 文献[9]采用高阶剪切梁

理论求解了复合材料层板的屈曲问题,但因求解过程较为复杂,不便于实际的工程应用. 文献

[10鄄11]考虑了裂纹前缘附近横截面的变形,采用复合梁模型,研究了含端部裂纹试件的断裂

问题. 但该文中假设裂纹尺寸很小,即未开裂部分长度远远大于梁的厚度,直接忽略了对裂纹

前缘影响较小的待定项的求解,因而该模型对离裂纹较远区域的求解精度变得较差.
本文基于一阶剪切梁理论,得到含分层复合材料结构在全域范围内更精确的一般性解答.

将含分层复合材料梁的粘合段沿界面分成上下两个子梁,建立含分层复合材料层合梁的 6 段
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子梁模型. 显然,该模型分层端点处上下子梁的横截面不再强制其保持为一个平面(如图 1(b)
所示). 之后,结合分层前缘横截面的位移和内力连续性条件,导出了含分层复合材料梁粘合

段和分层段的位移解答.

(a) 传统模型示意图 (b) 改进模型示意图

图摇 1

1摇 理 论 模 型

图 2 所示为正交铺设的复合材料层合梁,在其内部含有任意穿透型分层 AB . 层合梁总长

度为 L,总厚度为 H,宽度为 t . 分层将该层合梁分成 6 段子梁,各子梁的长度为 li,厚度为 hi,受
均布载荷 P i 作用,其中 i = 1,2,3,…,6, 且有

摇 摇 l1 = l2 = a, l3 = l4 = b, l5 = l6 = c, (1)
摇 摇 h1 = h3 = h5 = h, h2 = h4 = h6 = h忆 . (2)
为了简化求解,将坐标系原点 O取在层合梁界面左端点(如图 2 所示),选取 x轴沿子梁轴

向,向右为正;上子梁横向坐标 y1 向上为正,下子梁 y2 向下为正. 下文可以看出,选取界面上的

位移函数为基本未知量,粘合段上下子梁采用同一位移自由度,使得分层界面位移连续条件直

接精确满足,不需额外的附加连续性方程. 分层 (AB) 在宽度方向完全贯通. 文中以张开型分

层为例,不考虑分层界面上的相互作用.

图 2摇 含任意位置穿透分层层合梁模型

2摇 基本方程与边界条件

采用一阶剪切梁理论,则各子梁独立位移为 u0i,兹i 和 vi, 且有

摇 摇 u0i = u0i(x), 兹i = 兹i(x), vi = vi(x)摇 摇 ( i = 1,2,…,6), (3)
其中, u0i 为子梁界面上任一点的轴向位移,vi 和 兹i 分别为任意横截面的挠度和转角. 因此,子
梁内任意点的轴向位移为

摇 摇 ui(x,y) = u0i(x) + 兹i(x)yi 摇 摇 ( i = 1,2,…,6) . (4)
在粘合段,由于上下子梁完全粘接,界面上无相对位移,上下子梁界面对应点上应具有相

同的轴向位移和挠度,即
摇 摇 u02 = u01, u06 = u05, v2 = - v1, v6 = - v5 . (5)
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2. 1摇 几何方程

摇 摇 着i =
鄣ui

鄣x =
du0i

dx +
d兹i

dx yi 摇 摇 ( i = 1,2,…,6), (6)

摇 摇 酌i =
鄣ui

鄣y +
鄣vi
鄣x = 兹i +

dvi
dx ( i = 1,2,…,6), (7)

其中, 着i 为子梁的轴向应变,酌i 为子梁在 xOy 平面内的剪切应变.
2. 2摇 物理方程

摇 摇 滓i = E i着i = E i
du0i

dx +
d兹i

dx yæ
è
ç

ö
ø
÷

i 摇 摇 ( i = 1,2,…,6), (8)

摇 摇 子i = G i酌i = G i 兹i +
dvi
d

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
( i = 1,2,…,6), (9)

其中, 滓i 为子梁内的轴向应力,子i 为子梁在 xOy 平面内的剪切应力,E i 为各子梁的轴向弹性模

量,G i 为各子梁在 xOy 面内的剪切模量.
2. 3摇 平衡方程

在子梁内取任意微段,如图 3 所示(以子梁淤和于微段为例,其余类同). 各子梁内力方程

为

摇 摇 Ni = 乙hi
0
滓i tdyi = E i t hi

du0i

dx +
h2
i

2
d兹i

d
æ
è
ç

ö
ø
÷

x
摇 摇 ( i = 1,2,…,6), (10)

摇 摇 Mi = 乙hi
0
yi滓i tdyi = E i t

h2
i

2
du0i

dx +
h3
i

3
d兹i

d
æ
è
ç

ö
ø
÷

x
( i = 1,2,…,6), (11)

摇 摇 Qi = 乙hi
0
子i tdyi = G i t 兹i +

dvi
d

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
hi ( i = 1,2,…,6), (12)

其中, Ni,Mi,Qi 分别为各子梁横截面内的轴力、弯矩和剪力,轴力 Ni 作用点与弯矩 Mi 中心均

位于分层界面上(即 y = 0) .

图 3摇 微元体内力

对于粘合段,子梁淤、于、虞和愚微段平衡方

程如下:
1) 轴力平衡方程

摇 摇 d
dx(N1 + N2) = 0, d

dx(N5 + N6) = 0;

(13)
2) 弯矩平衡方程

摇 摇
dMi

dx = Qi 摇 摇 ( i = 1,2,5,6); (14)

3) 横向剪力平衡方程

摇 摇 d
dx(Q1 - Q2) + P1 - P2 = 0, d

dx(Q5 - Q6) + P5 - P6 = 0. (15)

对于分层段,子梁盂和榆微段平衡方程如下:
1) 轴力平衡方程

摇 摇
dNi

dx = 0摇 摇 ( i = 3,4); (16)

2) 弯矩平衡方程
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摇 摇
dMi

dx = Qi 摇 摇 ( i = 3,4); (17)

3) 横向剪力平衡方程

摇 摇
dQi

dx + P i = 0摇 摇 ( i = 3,4) . (18)

2. 4摇 控制方程

将内力方程(10) ~ (12)代入平衡方程(13) ~ (18),得粘合段淤和于子梁控制方程为

摇 摇 s1
d4k2

dx4 + s2
d2k2

dx2 + p = 0. (19)

其中, ki = d兹i / dx . 同样,粘合段虞和愚子梁控制方程形式与式(19)完全相同. 分层段盂和榆
子梁控制方程为

摇 摇
E i th3

i

12
d2ki

dx2 + P i = 0摇 摇 ( i = 3,4), (20)

其中, s1,s2,p 为已知常数,其表达式为

摇 摇 p = -
P1 - P2

t(G1h1 + G2h2)
, s1 = -

E1E2h2
1h2

2

36G1G2
,

摇 摇 s2 =
(E2h2

2 + E1h2
1) 2 + 2E1E2h1h2 (h1 + h2) 2 - 3E1E2h2

1h2
2

12(E1h1 + E2h2)(G1h1 + G2h2)
.

2. 5摇 边界条件

1) 两端固支

梁左端 O 点边界条件为

摇 摇 v1 x = 0 = 0, u01 x = 0 = 0, 兹1 x = 0 = 0, 兹2 x = 0 = 0; (21)
梁右端 C 点边界条件为

摇 摇 v5 x = L = 0, u05 x = L = 0, 兹5 x = L = 0, 兹6 x = L = 0. (22)
2) 两端简支

梁左端 O 点边界条件为

摇 摇 v1 x = 0 = 0, u01 x = 0 = 0, M1 x = 0 = 0, M2 x = 0 = 0; (23)
梁右端 C 点边界条件为

摇 摇 v5 x = L = 0, u05 x = L = 0, M5 x = L = 0, M6 x = L = 0. (24)
2. 6摇 分层前缘连续性条件

在分层前缘,各子梁应满足位移和内力的连续性条件. 如图 2 所示.
1) 位移连续条件

分层左端 A 点

摇 摇 (v3 - v1) x = a = 0, (u03 - u01) x = a = 0, (兹3 - 兹1) x = a = 0, (25)
摇 摇 (v4 - v2) x = a = 0, (u04 - u02) x = a = 0, (兹4 - 兹2) x = a = 0. (26)
分层右端 B 点

摇 摇 (v3 - v5) x = a+b = 0, (u03 - u05) x = a+b = 0, (兹3 - 兹5) x = a+b = 0, (27)
摇 摇 (v4 - v6) x = a+b = 0, (u04 - u06) x = a+b = 0, (兹4 - 兹6) x = a+b = 0. (28)
2) 内力连续性条件

分层左端 A 点
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弯矩连续

摇 摇 (M1 - M3) x = a = 0, (M2 - M4) x = a = 0; (29)
剪力连续

摇 摇 (Q1 - Q2 - Q3 + Q4) x = a = 0; (30)
轴力连续

摇 摇 (N1 + N2 - N3 - N4) x = a = 0. (31)
分层右端 B 点

弯矩连续

摇 摇 (M5 - M3) x = a+b = 0, (M6 - M4) x = a+b = 0; (32)
剪力连续

摇 摇 (Q5 - Q6 - Q3 + Q4) x = a+b = 0; (33)
轴力连续

摇 摇 (N5 + N6 - N3 - N4) x = a+b = 0. (34)

3摇 位 移 解

由粘合段上下子梁连续性条件(5)、几何方程(6)和(7)、物理方程(8)和(9)及控制方程

(19)、(20),联立求解可以得到各子梁的位移函数表达式. 对于粘合段,如淤和于子梁,其位移

通解为

摇 摇 兹2 = 姿 -3
1 (A1e姿1x - A2e -姿1x) - p

6s2
x3 +

c11x2

2 + c12x + c13, (35)

摇 摇 兹1 = - 姿 -1
1 (A1e姿1x - A2e -姿1x) - px

s[ ]
2

s1
g1

+ p
g1

(b忆
12 - b义

12)x - 兹2 + c14, (36)

摇 摇 u01 = a1兹1 + a2兹2 + c15x + c16, (37)

摇 摇 v1 = b忆
12

d兹1

dx + b忆
22

d兹2

dx - 乙兹1dx + c17, (38)

其中, A1,A2 及 c11 ~ c17 为待定系数,可结合边界条件(21) ~ (24)及分层端点连续性条件(25)
~ (34)求解. 其余常数为已知,定义如下:

摇 摇 a1 =
- E1h2

1

2(E1h1 + E2h2)
, a2 =

- E2h2
2

2(E1h1 + E2h2)
, 姿2

1 = -
s2
s1
, b忆

12 =
E2

1h3
1 + 4E1E2h2

1h2

12G1(E1h1 + E2h2)
,

摇 摇 b义
12 = -

E1E2h2
1h2

4G2(E1h1 + E2h2)
, g1 =

E1h3
1(E1h1 + E2h2) + 3E1E2h2

1h2(h1 - h2)
12(E1h1 + E2h2)(G1h1 + G2h2)

.

分层段上下子梁分别求解,通解形式完全相同,如上子梁盂的位移通解为

摇 摇 兹3 =
- 2P3

E3 th3
3
x3 +

c31
2 x2 + c32x + c33, (39)

摇 摇 u03 =
P3

E3 th2
3
x3 -

h3

4 c31x2 + c34x + c35, (40)

摇 摇 v3 =
P3

2E3 th3
3
x4 -

c31
6 x3 - P3

2G3 th3
+
c32æ

è
ç

ö
ø
÷

2
x2 + E3h2

3

12G3
c31 - cæ

è
ç

ö
ø
÷

33 x + c36 . (41)

子梁榆的位移通解只需将方程(39) ~ (41)中对应下标 3 替换为 4 即可. 其中, c31 ~ c36 为待定

常系数,同样可结合边界条件(21) ~ (24)及分层端点连续性条件(25) ~ (34)求解.
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4摇 算摇 摇 例

为了验证理论模型的正确性,本节对不同边界条件下含对称分层和非对称分层复合材料

层合梁的弯曲问题,采用本文模型进行了求解,并和三维有限元结果进行对比.
对图 2 所示的复合材料层合梁,宽度和厚度为 t = H = 0. 1 m . 分层后各上子梁厚度为 hi =

0. 04 m,轴向模量为 E i = 5 GPa,横向剪切模量为 G i = 1. 92 GPa,其中 i = 1,3,5;各下子梁厚度

为 hi = 0. 06 m,轴向模量为 E i = 3 GPa,横向剪切模量为 G i = 1. 15 GPa,其中 i = 2,4,6.
采用商用有限元软件 ANSYS11. 0 建立该分层梁的三维实体模型,选用 Solid95 实体单元,

通过网格细化(单元数为 20 万)使得有限元结果收敛并达到较高精度,作为理论分析结果的

对照依据.
4. 1摇 对称分层

取 a = b = c = 0. 5 m,此时几何模型关于分层中心横截面左右对称.
4. 1. 1摇 两端固支(C鄄C)

分层梁两端均为固支,在上下表面施加法向均布载荷,其值分别为 P i = 0. 25 MPa( i = 1,3,
5) 和 P i = 0. 625 MPa( i = 2,4,6) . 采用本文模型得到的位移解析表达式见附录(A). 图 4 和图

5 分别为上下子梁轴向和横向位移的变化曲线. 图例中 u 表示分层界面上各点的轴向位移,v
为各点的横向挠度,下标 U 代表分层界面以上子梁部分,即图 2 中淤、盂和虞 3 段子梁,L 代表

分层界面以下子梁部分,即图 2 中于、榆和愚 3 段子梁,下标 F 代表有限元结果,A 代表理论分

析模型结果. 分层端点位置在图中以虚线标注,且区域玉和芋为粘合部分,区域域为分层部分.
由图 4 和图 5 中理论模型与有限元结果的对比来看,二者吻合很好,其中上下子梁最大横向位

移处误差分别为 1. 4%和 1. 3% . 由于分层梁未承受轴向载荷,轴向位移相对很小,因此,计算

结果易受计算误差的影响.

摇 图 4摇 对称分层两端固支条件下的轴向位移摇 摇 摇 摇 图 5摇 对称分层两端固支条件下的横向位移

图 6 为两端固支条件下对称分层层合梁横截面转角 兹U 和 - 兹L 的变化曲线,并与有限元结

果进行对比,其中上下子梁最大转角处与有限元结果的误差分别为 4. 0% 和 3. 9% . 粘合段上

下子梁粘结在一起,距离分层端点较远时 兹U 和 - 兹L 基本相等,曲线基本重合,但在分层端点附

近,上下子梁转角明显不同. 在分层左端点处(参见图 6 局部放大图中区域 I 和 II 中间虚线所

示位置), 兹U 和 - 兹L 分别为 11毅和 16毅,因此传统模型简单地采用平截面假设显然是不合理的.
分层右端点处情况亦是如此.
4. 1. 2摇 两端简支(S鄄S)

分层梁左右两端简支,上下表面所受均布载荷分别为 P i = 0. 05 MPa( i = 1,3,5) 和 P i =
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摇 摇 图 6摇 对称分层两端固支条件下的转角摇 摇 摇 摇 图 7摇 对称分层两端简支条件下的轴向位移

摇 摇 图 8摇 对称分层两端简支条件下的横向位移摇 摇 摇 摇 摇 图 9摇 对称分层两端简支条件下的转角

摇 图 10摇 非对称分层两端固支条件下的横向位移摇 摇 摇 图 11摇 非对称分层两端固支条件下的转角

0郾 125 MPa( i = 2,4,6) . 采用本文模型得到的位移解析表达式见附录(B). 变形后分层界面 (y
= 0) 上下子梁轴向位移和横向位移分别如图 7 和图 8 所示. 在图 8 中,上下子梁最大横向位移

与三维有限元结果的误差分别为 0. 2%和 0. 5% ,再次证明了本文模型的正确性. 图 9 为上下

子梁横截面转角随 x 轴的变化曲线. 与有限元结果相比,上下子梁最大转角处相对误差分别为

2. 6%和 3. 6% . 从图 9 中可以看出,分层段左端和粘合段的交界处的横截面不再保持平面,上
下子梁转角分别为 8. 4毅和 9. 5毅.
4. 2摇 非对称分层

取梁 L = 2. 5 m,a = 1. 5 m,b = c = 0. 5 m . 两端固支条件下,上下表面均布载荷分别为 P i

= 0. 05 MPa( i = 1,3,5) 和 P i = 0. 125 MPa( i = 2,4,6),上下子梁横向位移和横截面转角的变

化规律分别如图 10 和图 11 所示;两端简支时,上下表面的均布载荷分别为 P i = 0. 01 MPa( i =
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1,3,5) 和 P i = 0. 025 MPa( i = 2,4,6), 图 12 和图 13 分别给出了上下子梁横向位移与横截面

转角的结果.

摇 图 12摇 非对称分层两端简支条件下的横向位移摇 摇 摇 图 13摇 非对称分层两端简支条件下的转角

从图 10 ~图 13 中可以看出,理论模型和有限元结果符合很好,再次证明了本文模型的正

确性和适用性. 图 11 和图 13 的局部图为分层左端截面转角放大图,分层端点处上下子梁横截

面转角的不一致性再次得到了验证(分层右端情况类似),这充分体现了本文梁模型的准确性

和优越性.

5摇 结摇 摇 论

1) 本文将层合梁粘合部分分为上下子梁,基于一阶剪切梁理论,建立了含内部贯穿分层

的复合材料层合梁模型;
2) 与传统模型[1]相比,文中考虑了梁的剪切变形和分层前缘区域的非线性变形特点,使

得该模型更加准确. 计算结果表明,分层前缘横截面的整体平面假设一般是不成立的,尤其当

分层界面在载荷作用下张开的时候,上下子梁横截面转角相差较大,不能忽略;
3) 与文献[10]模型不同,本文模型没有附加分层(裂纹)长度很小的假设,因而可以对全

域准确求解;
4) 该模型计算结果和三维有限元计算结果完全吻合,也证明了本文模型的准确性和适用

性. 因此,本文为今后含分层复合材料层合梁的屈曲分析以及分层扩展分析,提供了更为合理

的力学模型.

附摇 摇 录

(A) 对称分层,两端固支

1) 横向位移

摇 摇 v1 = - v2 = - 3. 57 伊 10 -5e( -44. 81x) + 5. 51 伊 10 -14e(44. 81x) -

摇 摇 摇 摇 0. 49x4 + 1. 48x3 - 1. 09x2 - 0. 02x + 3. 57 伊 10 -5,
摇 摇 v3 = 3. 91x4 - 11. 72x3 + 13. 07x2 - 6. 41x + 1. 03,

摇 摇 v4 = 4. 82x4 - 14. 47x3 + 15. 07x2 - 6. 33x + 1. 03,

摇 摇 v5 = - v6 = 8. 64 伊 1015e( -44. 82x) - 2. 28 伊 10 -34e(44. 82x) -

摇 摇 摇 摇 0. 49x4 + 1. 48x3 - 1. 09x2 - 0. 02x + 3. 57 伊 10 -5 .
2) 轴向位移

摇 摇 u1 = u2 = 1. 33 伊 10 -4e( -44. 82x) + 2. 05 伊 10 -13e(44. 82x) + 0. 01x3 - 0. 02x2 + 0. 01x - 1. 33 伊 10 -4,

058 韩摇 海摇 涛摇 摇 摇 张摇 摇 铮摇 摇 摇 卢摇 子摇 兴



摇 摇 u3 = 0. 31x3 - 0. 70x2 + 0. 5x - 0. 11, u4 = 0. 58x3 - 1. 3x2 + 0. 93x - 0. 21,
摇 摇 u5 = u6 = - 3. 21 伊 1016e( -44. 82x) - 8. 46 伊 10 -34e(44. 82x) + 0. 01x3 - 0. 02x2 + 0. 01x - 1. 33 伊 10 -4 .

摇 摇 3) 转角

摇 摇 兹1 = - 6. 86 伊 10 -3e( -44. 82x) - 1. 06 伊 10 -11e(44. 82x) + 1. 97x3 - 4. 43x2 + 2. 21x + 6. 86 伊 10 -3,
摇 摇 兹2 = - 4. 25 伊 10 -3e( -44. 82x) - 6. 56 伊 10 -12e(44. 82x) - 1. 97x3 + 4. 43x2 - 2. 22x + 4. 25 伊 10 -3,
摇 摇 兹3 = - 15. 63x3 + 35. 16x2 - 26. 16x + 6. 43, 兹4 = - 19. 29x3 + 43. 40x2 - 30. 23x + 6. 39,
摇 摇 兹5 = 1. 66 伊 1018e( -44. 82x) + 4. 36 伊 10 -32e(44. 82x) + 1. 97x3 - 4. 43x2 + 2. 21x + 6. 86 伊 10 -3,
摇 摇 兹6 = 1. 03 伊 1018e( -44. 82x) + 2. 71 伊 10 -32e(44. 82x) - 1. 97x3 + 4. 43x2 - 2. 22x + 4. 25 伊 10 -3 .

(B) 对称分层,两端简支

1) 横向位移

摇 摇 v1 = - v2 = 2. 569 伊 10 -5e( -44. 82x) + 1. 1 伊 10 -14e(44. 82x) - 0. 1x4 + 0. 3x3 -
摇 摇 摇 摇 4. 08 伊 10 -4x2 - 0. 33x - 2. 6 伊 10 -5,
摇 摇 v3 = 0. 78x4 - 2. 34x3 + 2. 83x2 - 1. 61x + 0. 21, v4 = 0. 96x4 - 2. 9x3 + 2. 8x2 - 0. 94x + 0. 21,
摇 摇 v5 = - v6 = 1. 73 伊 1015e( -44. 82x) + 1. 64 伊 10 -34e(44. 82x) - 0. 1x4 + 0. 3x3 -
摇 摇 摇 摇 4. 08 伊 10 -4x2 - 0. 33x - 2. 57 伊 10 -5 .
2) 轴向位移

摇 摇 u1 = u2 = - 9. 55 伊 10 -5e( -44. 82x) + 4. 1 伊 10 -14e(44. 82x) + 1. 45 伊 10 -3x3 -
摇 摇 摇 摇 3. 26 伊 10 -3x2 + 1. 5 伊 10 -3x + 9. 55 伊 10 -5,
摇 摇 u3 = 0. 06x3 - 0. 14x2 + 0. 1x - 0. 02, u4 = 0. 12x3 - 0. 26x2 + 0. 19x - 0. 04,
摇 摇 u5 = u6 = - 6. 42 伊 1015e( -44. 82x) + 6. 09 伊 10 -34e(44. 82x) + 1. 45 伊 10 -3x3 -
摇 摇 摇 摇 3. 26 伊 10 -3x2 + 1. 50 伊 10 -3x + 9. 55 伊 10 -5 .
3) 转角

摇 摇 兹1 = 4. 94 伊 10 -3e( -44. 82x) - 2. 12 伊 10 -12e(44. 82x) + 0. 39x3 - 0. 89x2 + 4. 54 伊 10 -3x + 0. 33,
摇 摇 兹2 = 3. 06 伊 10 -3e( -44. 82x) - 1. 31 伊 10 -12e(44. 82x) - 0. 39x3 + 0. 89x2 - 7. 51 伊 10 -3x - 0. 33,
摇 摇 兹3 = - 3. 13x3 + 7. 03x2 - 5. 67x + 1. 61, 兹4 = - 3. 86x3 + 8. 68x2 - 5. 61x + 0. 95,
摇 摇 兹5 = 3. 33 伊 1017e( -44. 82x) - 3. 15 伊 10 -32e(44. 82x) + 0. 39x3 - 0. 89x2 + 4. 54 伊 10 -3x + 0. 33,
摇 摇 兹6 = 2. 06 伊 1017e( -44. 82x) - 1. 95 伊 10 -32e(44. 82x) - 0. 39x3 + 0. 89x2 - 7. 51 伊 10 -3x - 0. 33.
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Analytical Method on Bending of Composite
Laminated Beams With Delaminations

HAN Hai鄄tao,摇 ZHANG Zheng,摇 LU Zi鄄xing
(School of Aeronautical Science and Engineering, Beijing University of Aeronautics

and Astronautics, Beijing 100191, P. R. China)

Abstract: Based on the first鄄order shear deformable beam theory, a refined model for compos鄄
ite beams containing a through鄄the鄄width delamination was presented, and the deformation at
the delamination front was considered. Different from the ordinary delaminated beam theory,
each of the perfectly bonded portions of the new model was constructed as two separated
beams along the interface, and the plane section assumption at the delamination front was re鄄
leased. The governing equations of the delaminated portions and bonded ones were established,
combined with continuity conditions of displacements and internal forces. The solutions of de鄄
laminated composite beams with different boundary conditions, delamination locations and si鄄
zes were shown in excellent agreement with the finite element results, which demonstrate the
efficiency and applicability of the present model.

Key words: composite; laminated beam; delamination; shear deformable theory
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