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摘要:摇 对非定常线性化 Navier鄄Stokes 方程提出了非协调流线扩散有限元方法. 用向后 Euler 格式

离散时间,用流线扩散法处理扩散项带来的非稳定性. 速度采用不连续的分片线性逼近,压力采用

分片常数逼近. 得到了离散解的存在唯一性以及在一定范数意义下离散解的稳定性和误差估计.
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引摇 摇 言

流线扩散有限元法(SD 方法)是上世纪 80 年代发展起来用于求解双曲问题,特别适合对

流鄄扩散方程以及压缩或者不可压缩流体问题[1鄄9] . 此方法是将标准 Galerkin 有限元法和最小

二乘方法相结合,具有稳定性强、精度高的特点.
对非定常对流鄄扩散问题,空间时间有限元被用到传统 SD 方法中,且通常用协调有限元离

散. 虽然可保持空间和时间精度的一致性,却因计算过程中需要同时考虑时间和空间变量,从
而大大提高计算的复杂性. 为了解决这个问题,孙澈等人[9鄄11] 提出了有限差分流线扩散方法

(FDSD 方法). 其基本点是将时间 t 进行差分离散,空间变量采用 SD 方法离散. FDSD 方法保

留了传统 SD 方法的本质,且因简化了算法结构从而减少运算量. 在此意义上,FDSD 方法的计

算规模和程序复杂性相当于全离散的 Galerkin 有限元法. 文献[12]在协调有限元基础上,用
FDSD 方法求解 Navier鄄Stokes 问题.

从计算流体力学的应用角度,非协调有限元因其更容易满足离散 Babu觢ka鄄Brezzi 条件而

具有极大的吸引力. 文献[13鄄14]用非协调有限元求解对流鄄扩散问题,并且通过增加跳量项得

到与协调有限元相同的收敛阶. 文献[15]分别就三角形单元和四边形单元用低阶协调和非协
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调有限元求解对流鄄扩散问题. 文献[16]用非协调流线扩散方法方法求解不可压缩的线性化

Navier鄄Stokes 问题.
本文将对非定常的线性化 Navier鄄Stokes 问题用非协调流线扩散方法方法求解. 本文余下

部分安排为:第 1 节和第 2 节分别介绍非定常线性化 Navier鄄Stokes 方程以及相应的非协调流

线扩散方法格式;第 3 节和第 4 节分别给出此格式的稳定性和速度、压力相应离散解的误差分

析;最后是结论部分.

1摇 符摇 摇 号

设 赘奂R2 为具有多边形边界 鄣赘的有界区域. 0 < 缀垲1为Reynolds数倒数,b沂W1,肄(赘) 2

和 f = f(x,t) = ( f1(x,t), f2(x,t)) 沂 L2(赘) 2 为给定函数,且 b满足Ñ·b = 0. 考虑如下非定常线

性化 Navier鄄Stokes 方程,求解速度 u = u(x,t) = (u1(x,t),u2(x,t)) 沂 R2 和压力 p = p(x,t) 沂
R, 满足

摇 摇

ut + b·Ñu - 缀驻u + Ñp = f, 在 赘 伊 (0,T] 中,
Ñ·u = 0, 在 赘 伊 (0,T] 中,
u = 0, 在 鄣赘 伊 (0,T] 上,
u(x,0) = u0(x), 当 t = 0 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(1)

设问题(1)的解 (u,p) 存在且唯一.
对给定正整数 T,设 驻t 为时间步长,记 tn = n驻t,n = 1,2,…;N = T / 驻t . 设 Th { }= K 为区

域 軍赘 的拟一致三角剖分,hK 为有限单元 K(K 沂 Th) 的直径,0 < h = maxKhK 臆 h0 < 1 为网格

参数. Eh 为 Th 中所有边 e 组成的集合,边 e 的法向量为 ne . 定义如下跳量[v] {和均值 }v

摇 摇 [v] | e = v | K2
- v | K1

{, }v | e =
1
2 (v | K1

+ v | K2
),

其中 K1,K2 为两个具有共同边 e 的有限单元,边 e 的法向量 ne 指向 K1 . 对于 e 奂 鄣赘,跳量和均

值可通过将 v 在 赘 外延拓为 0 得到. 速度和压力的非协调有限元空间分别定义为

摇 摇 Vh {= v 沂 L2(赘) 2;v | K 沂 P1(K) 2,乙
e
[v]de = 0,坌e 沂 E }h ,

摇 摇 Qh {= q 沂 L2
0(赘); q | K 沂 P0(K }) ,

其中, L2
0(赘) {= q 沂 L2(赘), 乙

赘
qdx = }0 , Pm(K) 为单元 K 上的次数不超过 m 的多项式集合.

(v,v) K = 乙
K
uvdx 表示单元 K 上的内积,定义

摇 摇 Wh {= v 沂 Vh;(Ñ·v,1) K = 0,坌K 沂 T }h .
为证明非协调流线扩散法的收敛性,需要如下的逼近性质. 假设存在算子 Ih:H 2(赘) 2 疑

H1
0(赘) 2 寅 Vh 和 Jh:H1(赘) 疑 L2

0(赘) 寅 Qh 满足

摇 摇 | v - Ihv | l,K 臆 Ch2-l
K | v | 2,K,摇 摇 坌v 沂 H 2(赘) 2 疑 H1

0(赘) 2,l = 0,1,2, (2)
摇 摇 椰v - Ihv椰0,e 臆 Ch3 / 2

e | v | 2,K, 坌v 沂 H 2(赘) 2 疑 H1
0(赘) 2, e 奂 K, (3)

摇 摇 | q - Jhq | l,K 臆 Ch1-l
K | q | 1,K, 坌q 沂 H1(赘) 疑 L2

0(赘), l = 0,1, (4)
其中 he 表示 e的边长. v沂 H 2(赘) 2 疑 H1

0(赘) 2 且满足Ñ·v = 0,有 Ihv沂Wh . 字母 C代表独立于

驻t,h 和 缀 的正常数,在不同估计式中 C 可取不同的数值.

328陈摇 摇 豫摇 摇 眉摇 摇 摇 谢摇 摇 小摇 摇 平



2摇 SD 格式

在时间层 t = tn(n 逸1),对 鄣u / 鄣t 作向后差分离散,问题(1)等价于

摇 摇 un - un-1

驻t + b·Ñun - 缀驻un + Ñpn = f n + Rn,摇 摇 n = 1,2,…,N, (5)

摇 摇 Ñ·un = 0, (6)
摇 摇 un = 0,摇 摇 在 鄣赘 上, (7)
摇 摇 u0 = u0,摇 摇 x 沂 赘, (8)

其中, 准n(x) =驻 准(x,tn),Rn = (un - un-1) / 驻t - (鄣u / 鄣t) n 为截断误差.
从式(5)中舍去截断误差 Rn,得出 un,un-1 应满足的近似式,再利用流线扩散法的思想,问

题(1) 的流线扩散法格式定义为:求解(Un,Pn) 沂 Vh 伊 Qh,n = 1,2,…,N, 使得

摇 摇 Bh(Un,Pn;vn,qn)
摇 摇 摇 摇 ah(Un,vn;U n-1) - b(vn,Pn) + b(Un,qn) = lh(vn),

摇 摇 坌(vn,qn) 沂 Vh 伊 Qh, (9)
摇 摇 Un = 0,摇 摇 在 鄣赘 上, (10)
摇 摇 U 0 = u0, (11)

其中

摇 摇 ah(Un,vn;U n-1) =

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂T

{
h

Un - U n-1

驻t + b·ÑUn,vn + 啄Kb·Ñv( )n

K
+ 缀(ÑUn,Ñvn) K -

摇 摇 摇 摇 (缀驻Un,啄Kb·Ñvn) }K - 鄱
e沂Eh
乙
e
b·ne[Un {]· v }n d滓 +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh
乙
e
滓 e[Un]·[vn]d滓, (12)

摇 摇 bh(vn,Pn) = 鄱
K沂Th

(Pn,Ñ·vn) K, (13)

摇 摇 lh(vn) = ( f n,vn) + 鄱
K沂Th

( f n,啄Kb·Ñvn) K . (14)

控制参数 啄K 为正常数,其选择将在第3节中给出;参数滓 e 为非负常数. 本方法中,由于驻vn | K =
0,坌K 沂 Th,因此项(缀驻Un,啄Kb·ÑUn) K = 0.

由于双线性项 ah(·,·;·) 中出现跳量项,因此其强制性证明将建立在如下网格依赖范数

上. 定义

摇 摇 ||| vn ||| 2 鄱
K沂Th

(椰vn椰2
0,K + 缀 | vn | 2

1,K + 啄K椰b·Ñvn椰2
0,K) + 鄱

e沂Eh

滓 e椰[vn]椰2
0,e,

摇 摇 n = 1,2,…,N .
误差估计将建立在如下假设之下:问题(1)的解满足 un 沂H 2(赘) 2 和 pn 沂H1(赘) . 参照文

献[6],利用 vn + 啄K(b·Ñvn + Ñqn) 形式的测试函数来控制对流方向的梯度. 特别地,本方法中

有Ñqn | K = 0. 分别用 vn + 啄Kb·Ñvn 和 qn 乘以方程(5) 和(6),在单元 K 上积分,运用 Green 公

式以及[un] | e = 0,最后将所有单元求和. 对任意(vn,qn) 沂 Vh 伊 Qh, 有

摇 摇 Bh(un,pn;vn,qn) =

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂Th

( f n + Rn,vn + 啄Kb·Ñvn) K + dh(pn,vn) + r1h(un,vn) + r2h(pn,vn),
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其中

摇 摇 dh(pn,vn) = - 鄱
K沂Th

(Ñpn,啄Kb·Ñvn) K, r1h(un,vn) = 鄱
e沂Eh
乙
e
缀 鄣un

鄣ne
·[vn]d滓,

摇 摇 r2h(pn,vn) = - 鄱
e沂Eh
乙
e
pn[vn]·ned滓 .

注意 Ñqn | K = 0. 对任意 vn 沂 Vh,显然 dh(Pn,vn) = 0. 对任意 vn 沂 Vh 疑 H1
0(赘) 2,有 r1h(un,vn)

+ r2h(pn,vn) = 0. 所以,(un,pn) 和(Un,Pn) 满足

摇 摇 Bh(un - Un,pn - Pn;vn,qn) =

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂Th

(Rn,vn + 啄Kb·Ñvn) K + dh(pn,vn) + r1h(un,vn) + r2h(pn,vn) . (15)

3摇 稳定性分析

本文余下部分,设 啄K = CK(驻t) 2,其中 CK 为正常数.

定理 3. 1摇 当时间步长 驻t适当小,参数CK 满足0 < CK 臆1 / 8,则非协调流线扩散格式(9)
~ (11) 有唯一解(Un,Pn) 且具有如下稳定性估计:

摇 摇 max
0臆n臆N

椰Un椰2
0,赘 + 鄱

N

n =
{

1
鄱
K沂Th

2缀 | Un | 2
1,K +

啄K

2 椰b·ÑUn椰2
0,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

2滓 e椰[Un]椰2
0, }e 驻t 臆 C(椰f椰2

L肄 (L2(赘)) + 椰u0椰2
0,赘) . (16)

证明摇 在式(9)中令 vn = Un,q = Pn, 需要估计 ah(Un,Un;U n-1)(定义见式(12)) 和

lh(Un)(定义见式(14)) 中的各项. 对(b·Ñu,v) K 分部积分

摇 摇 (b·Ñu,v) K = - (b·Ñv,u) K + 乙
鄣K

b·n鄣K(u·v)d滓,摇 摇 坌u,v 沂 H1(K) 2 (17)

得

摇 摇 鄱
K沂Th

(b·ÑUn,Un) K - 鄱
e沂Eh
乙
e
b·ne[Un {]· U }n d滓 = 0,摇 摇 坌Un 沂 Vh . (18)

显然

摇 摇 Un - U n-1

驻t ,U( )n

K
逸 1

2驻t(椰Un椰2
0,K - 椰U n-1椰2

0,K) . (19)

由 Young 不等式 ab 臆 a2 / (2r) + rb2 / 2( r > 0) 和 啄K = CK(驻t) 2, 得

摇 摇 Un - U n-1

驻t ,啄Kb·ÑU( )n

K
臆

啄K

2 椰b·ÑUn椰2
0,K + CK(椰Un椰2

0,K + 椰U n-1椰2
0,K) . (20)

当 驻t 适当小且 CK 满足 0 < CK驻t 臆 (1 / 8)驻t 臆1 / 8, 由式(18) ~ (20)得
摇 摇 Bh(Un,Pn;Un,Pn) = ah(Un,Un;U n-1) 逸

摇 摇 摇 摇 1
2驻t[(1 - 2CK驻t)椰Un椰2

0,赘 - (1 + 2CK驻t)椰U n-1椰2
0,赘] +

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂Th

缀 | Un | 2
1,K +

啄K

2 椰b·ÑUn椰2
0,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K + 鄱
e沂Eh

滓 e椰[Un]椰2
0,e . (21)

由 啄K = CK(驻t) 2 臆 C, 得

摇 摇 lh(Un) = ( f n,Un) + 鄱
K沂Th

( f n,啄Kb·ÑUn) K 臆
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摇 摇 摇 摇 C椰f n椰2
0,赘 + CK椰Un椰2

0,赘 + 鄱
K沂Th

啄K

4 椰b·ÑUn椰2
0,K . (22)

由式(21)和(22)得

摇 摇 (1 - 4CK驻t)椰Un椰2
0,赘 - (1 + 4CK驻t)椰U n-1椰2

0,赘 + 2鄱
e沂Eh

滓 e驻t椰[Un]椰2
0,e +

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂T

{
h

2缀 | Un | 2
1,K +

啄K

2 椰b·ÑUn椰2
0, }K 驻t 臆 C驻t椰f n椰2

0,赘 .

令 兹 = (1 - 4CK驻t) / (1 + 4CK驻t),由 0 < 兹 < 1 / (1 + 4CK驻t) < 1, 得

摇 摇 兹椰Un椰2
0,赘 - 椰U n-1椰2

0,赘 + 2兹驻t鄱
e沂Eh

滓 e椰[Un]椰2
0,e +

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂T

{
h

2兹缀 | Un | 2
1,K + 兹

啄K

2 椰b·ÑUn椰2
0, }K 驻t 臆 C驻t椰f n椰2

0,赘 . (23)

用 兹 n-1 乘以式(23),由 0 < 兹 n < 兹 n-1 < 1, 得

摇 摇 兹 n椰Un椰2
0,赘 - 兹 n-1椰U n-1椰2

0,赘 + 2兹 n驻t鄱
e沂Eh

滓 e椰[Un]椰2
0,e +

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂T

{
h

2兹 n缀 | Un | 2
1,K + 兹 n 啄K

2 椰b·ÑUn椰2
0, }K 驻t 臆 C驻t椰f n椰2

0,赘 . (24)

对式(24)关于 n 求和,由 兹 n 臆 兹 l( l = 1,2,…,n - 1) 得

摇 摇 兹 n椰Un椰2
0,赘 - 椰U0椰2

0,赘 + 兹 n鄱
n

l =
{

1
鄱
K沂Th

2缀 | Ul | 2
1,K +

啄K

2 椰b·ÑUl椰2
0,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

2滓 e椰[Ul]椰2
0, }e 驻t 臆 C驻t鄱

n

l = 1
椰f l椰2

0,赘 .

由 CK 臆1 / 8,0 < 4CK驻t 臆1 / 2 和 驻t 适当小,得

摇 摇 1
兹 n = 1 + 4CK驻t

1 - 4CK驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

n

臆 1 +
8CK驻t

1 - 4CK驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t

N

臆

摇 摇 摇 摇 (1 + 16CK驻t) N = (1 + 16CK驻t) T / 驻t 臆 e16CKT .
由 Gronwall 引理和 U 0 = u0 得

摇 摇 椰Un椰2
0,赘 + 鄱

n

l =
{

1
鄱
K沂Th

2缀 | Ul | 2
1,K +

啄K

2 椰b·ÑUl椰2
0,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

2滓 e椰[Ul]椰2
0, }e 驻t 臆 C(椰f椰2

L肄 (L2(赘)) + 椰u0椰2
0,赘) . (25)

由式(25)可得所需结论(16). 阴

4摇 误 差 分 析

本节主要推导离散格式的误差估计. 令 ŵ ( Ihu,Jhp) 表示 û = (u,p) 的插值算子, zn un

- Un,wn pn - Pn, 则

摇 摇 zn = (un - Ihun) + ( Ihun - Un) 浊 n + 孜 n,
摇 摇 wn = (pn - Jhpn) + (Jhpn - Pn) 茁 n + 酌 n .

下面的引理 4. 1,引理 4. 3 和定理 4. 1 首先对任意给定的 缀,啄K 和 滓 e 推导成立,再对特别取值

给出相应的结论.
引理 4. 1摇 对任意 un 沂 H 2(赘) 2 以及 v 沂 Vh {\ }0 ,插值误差 浊 n = un - Ihun 满足
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摇 摇 ah(浊 n,vn;浊 n-1) 臆 {C 鄱
K沂Th

姿 Kh2
K | un | 2

2,K + h4

驻t
鄣u
鄣t

2

L2(0,T;H 2(赘)2)
+

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

姿 e(1 + 滓2
e)h3

e | un | 2
2,K }e

+ 1
16 ||| vn ||| 2, (26)

其中

摇 摇 姿 K = 缀 + 啄K + min(啄 -1
K ,缀 -1)h2

K + 缀2啄Kh -2
K , 姿 e = min(滓 -1

e ,缀 -1he),
以及 啄K = CK(驻t) 2 . 另外,假设 滓 e ~ h -1

e , 则下面结论成立:
蚵 如果 CK 逸 缀 / (驻t) 2, 则

摇 摇 姿 K ~ 啄K +
h2
K

啄K
+
啄3
K

h2
K
~ (驻t) 2 +

h2
K

(驻t) 2 + (驻t) 6

h2
K

, 姿 e ~ he;

蛎 如果 0 < CK 臆 {min 缀 / (驻t) 2,1 / }8 , 则

摇 摇 姿 K ~ 缀 +
h2
K

缀 + 缀3

h2
K
, 姿 e ~ he .

证明摇 蚵和蛎显然成立,只需证明式(26). 由式(17)得

摇 摇 ah(浊 n,vn;浊 n-1) = 鄱
K沂T

{
h

浊 n - 浊 n-1

驻t ,v( )n

K
- (b·Ñvn,浊 n) K + 缀(Ñ浊 n,Ñvn) K +

摇 摇 摇 摇 浊 n - 浊 n-1

驻t + b·Ñ浊 n - 缀驻浊 n,啄Kb·Ñv( )n }
K

+

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh
乙
e
b·n {e 浊 }n ·[vn]d滓 + 鄱

e沂Eh
乙
e
滓 e[浊 n]·[vn]d滓 . (27)

下面估计式(27)右端各项. 由插值误差(2)得

摇 摇 浊 n - 浊 n-1

驻t
2

0,K
臆 1

驻t 乙
t n

tn-1

鄣浊 n

鄣t dt
2
臆

Ch4
K

驻t
鄣u
鄣t

2

L2( tn-1,tn;H 2(赘)2)
.

由 啄K = CK(驻t) 2 臆 C 得

摇 摇 浊 n - 浊 n-1

驻t ,vn + 啄Kb·Ñv( )n

K
臆

摇 摇 摇 摇 1
16椰vn椰2

0,K +
啄K

64椰b·Ñvn椰2
0,K +

Ch4
K

驻t
鄣u
鄣t

2

L2( tn-1,tn;H 2(赘)2)
. (28)

由式(2),可用

摇 摇 (b·Ñvn,浊 n) K 臆16啄 -1
K 椰浊 n椰2

0,K +
啄K

64椰b·Ñvn椰2
0,K 臆

摇 摇 摇 摇
啄K

64椰b·Ñvn椰2
0,K + C啄 -1

K h4
K | un | 2

2,K

或者

摇 摇 (b·Ñvn,浊 n) K 臆 椰b·Ñvn椰0,K椰浊 n椰0,K 臆 缀
64椰 Ñvn椰2

0,K + C缀 -1h4
K | un | 2

2,K

得

摇 摇 (b·Ñvn,浊 n) K 臆
啄K

64椰b·Ñvn椰2
0,K + 缀

64椰 Ñvn椰2
0,K +

摇 摇 摇 摇 Cmin(啄 -1
K ,缀 -1)h4

K | un | 2
2,K . (29)

又有
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摇 摇 (b·Ñ浊 n - 缀驻浊 n,啄Kb·Ñvn) K 臆
啄K

32椰b·Ñvn椰2
0,K + C(啄Kh2

K + 啄K缀2) | un | 2
2,K (30)

和

摇 摇 缀(Ñ浊 n,Ñvn) K 臆

摇 摇 摇 摇 16缀椰 Ñ浊 n椰2
0,K + 缀

64椰 Ñvn椰2
0,K 臆 缀

64椰 Ñvn椰2
0,K + C缀h2

K | un | 2
2,K (31)

成立. 由插值误差(3)得

摇 摇 乙
e
b·n {e 浊 }n ·[vn]d滓 臆

摇 摇 摇 摇 C椰b椰0,肄 ,Ke
(椰浊 n | K1

椰0,e + 椰浊 n | K2
椰0,e)椰[vn]椰0,e 臆

摇 摇 摇 摇 C滓 -1 / 2
e h3 / 2

e | un | 2,Ke
滓1 / 2

e 椰[vn]椰0,e,
其中 K1,K2 是满足 軈K1 疑 軈K2 = e 和 K1 胰 K2 = Ke 的两个有限单元. 另一方面,对任意 z 沂 R2,由
椰[vn]椰0,e = 椰[vn - z]椰0,e 得 椰[vn]椰0,e 臆 Ch1 / 2

e | vn | 1,Ke
. 所以

摇 摇 乙
e
b·n {e 浊 }n ·[vn]d滓 臆 Ch3 / 2

e | un | 2,Ke
椰[vn]椰0,e 臆

摇 摇 摇 摇 C 缀 -1 / 2h2
e | un | 2,Ke

缀1 / 2 | vn | 1,Ke
.

由上述两个不等式,得

摇 摇 乙
e
b·n {e 浊 }n ·[vn]d滓 臆

摇 摇 摇 摇 Cmin(滓 -1
e ,缀 -1he)h3

e | un | 2
2,Ke

+ 缀
128 | vn | 2

1,Ke
+
滓 e

64椰[vn]椰2
0,e . (32)

利用

摇 摇 乙
e
滓 e[浊 n]·[vn]d滓 臆 C滓1 / 2

e h3 / 2
e | un | 2,Ke

滓1 / 2
e 椰[vn]椰0,e 臆

摇 摇 摇 摇 C滓 eh3
e | un | 2

2,Ke
+
滓 e

64椰[vn]椰2
0,e

和

摇 摇 乙
e
滓 e[浊 n]·[vn]d滓 臆 C滓 eh3 / 2

e | un | 2,Ke
椰[vn]椰0,e 臆

摇 摇 摇 摇 C滓2
e 缀 -1h4

e | un | 2
2,Ke

+ 缀
128 | vn | 2

1,Ke
,

得如下不等式

摇 摇 乙
e
滓 e[浊 n]·[vn]d滓 臆

摇 摇 摇 摇 Cmin(滓 -1
e ,缀 -1he)滓2

eh3
e | un | 2

2,Ke
+
滓 e

64椰[vn]椰2
0,e +

缀
128 | vn | 2

1,Ke
. (33)

因此,由等式(27)以及不等式(28) ~ (33),得

摇 摇 ah(浊 n,vn;浊 n-1) 臆 {C 鄱
K沂Th

(缀 + 啄K + min(啄 -1
K ,缀 -1)h2

K + 缀2啄Kh -2
K )h2

K | un | 2
2,K +

摇 摇 摇 摇 h4

驻t
鄣u
鄣t

2

L2(0,T;H 2(赘)2)
+ 鄱

e沂Eh

min(滓 -1
e ,缀 -1he)(1 + 滓2

e)h3
e | un | 2

2,K }e
+

摇 摇 摇 摇 1
16 ||| vn ||| 2 .
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设 姿 e = min(滓 -1
e ,缀 -1he) 和 姿 K = 缀 + 啄K + min(啄 -1

K ,缀 -1)h2
K + 缀2啄Kh -2

K , 此即所求结论(26). 阴
设 仔:H1(K) 寅 Pk(e) 是 L2(e) 投影,其限制在边 e 上为次数不超过 k 的多项式.
引理 4. 2[13] 摇 对整数 m(0 臆 m 臆 k), 成立

摇 摇 乙
e
渍(v - 仔v)ds 臆 Chm+1

e | 渍 | 1,K | v | m+1,K,

摇 摇 乙
e
渍(v - 仔v)ds 臆 Chm+1 / 2

e 椰渍椰0,e | v | m+1,K,

其中 e 沂 鄣K,渍 沂 H1(K),v 沂 Hm+1(K) .
引理 4. 3摇 对 un 沂 H 2(赘) 2,pn 沂 H1(赘),z = u - U 以及任意 vn 沂 Wh {\ }0 , 成立

摇 摇 ah(zn,vn;zn-1) 臆 {C 鄱
K沂Th

(缀h2
K | un | 2

2,K + 啄K | pn | 2
1,K) +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

姿 ehe | pn | 2
1,Ke

+ 驻t 鄣2u
鄣t2

2

L2( tn-1,tn;L2(赘
}

))

+ 1
16 ||| vn ||| 2 . (34)

对任意 vn 沂 Vh {\ }0 以及 w = p - P, 成立

摇 摇 bh(vn,wn) 臆 {C 驻t1 / 2 鄣2u
鄣t2 L2( tn-1,tn;L2(赘))

+ 滋1 / 2
h ||| zn ||| 1 +

摇 摇 摇 摇 (啄 h + h)(缀 | un | 2,h +| pn | 1,h) + 驻t -1 max
0臆n臆N

椰zn椰0, }赘 | vn | 1,h, (35)

其中

摇 摇 ||| vn ||| 2
1 = 鄱

K沂Th

(缀 | vn | 2
1,K + 啄K椰b·Ñvn椰2

0,K) + 鄱
e沂Eh

滓 e椰[vn]椰2
0,e,

摇 摇 啄 h = max
K

啄K = max
K

CK(驻t) 2, |·| 2
l,h = 鄱

K沂Th

|·| 2
l,K,摇 摇 l = 1,2,

摇 摇 滋 h = max {
K

缀 + 啄K + min(缀 -1,啄 -1
K }) + max {

e
he(滓 e + 滓 -1

e }) .

假设 滓 e ~ h -1
e , 则如下两个关系成立:

蚵 如果 CK 逸 缀 / (驻t) 2, 则

摇 摇 滋 h ~ 啄K + 1
啄K

+ 1 + h2
e ~ (驻t) 2 + 1

(驻t) 2 + 1 + h2
e;

蛎 如果 0 < CK 臆 {min 缀 / (驻t) 2,1 / }8 , 则

摇 摇 滋 h ~ 缀 + 1
缀 + 1 + h2

e .

证明摇 蚵和蛎显然成立,故只需证明式(34)和(35). 对任意 qn = 0 和 vn 沂 Vh, 由式(15)
得

摇 摇 ah(zn,vn;zn-1) = bh(vn,wn) + 鄱
K

(Rn,vn + 啄Kb·Ñvn) K +

摇 摇 摇 摇 dh(pn,vn) + r1h(un,vn) + r2h(pn,vn) . (36)
令 vn 沂 Wh, 由(Ñ·vn,1) K = 0 和 vn | K 沂 P1(K) 2, 可得:对任意 K 沂 Th,有Ñ·vn | K = 0. 因此,
bh(vn,wn) = bh(vn,pn - Pn) = 0. 由积分余项型的 Taylor 展式可得

摇 摇 | Rn | 2 = un - un-1

驻t - 鄣u
鄣( )t

n 2
= 1

2驻t乙
t n

tn-1
utt(·,t)( tn-1 - t)dt

2
臆

摇 摇 摇 摇 1
12驻t

鄣2u
鄣t2

2

L2( tn-1,tn;L2(赘))

. (37)
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在下面估计中, vn 将分别用 ||| vn ||| 和 | vn | 1,h 两种范数估计. 易知

摇 摇 鄱
K沂Th

(Rn,vn + 啄Kb·Ñvn) K 臆 鄱
K沂Th

| Rn | (椰vn椰0,K + 啄K椰b椰0,肄 ,K | vn | 1,K) (38)

和

摇 摇 鄱
K沂Th

(Rn,vn + 啄Kb·Ñvn) K 臆

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂Th

1
16椰vn椰2

0,K +
啄K

32椰b·Ñvn椰2
0,K + (4 + 8啄K) | Rn |æ

è
ç

ö
ø
÷2 (39)

成立. 对于 dh(pn,vn) 中的(Ñpn,啄Kb·Ñvn) K 项,可由

摇 摇 (Ñpn,啄Kb·Ñvn) K 臆 啄K | pn | 1,K椰b椰0,肄 ,K | vn | 1,K

和

摇 摇 (Ñpn,啄Kb·Ñvn) K 臆8啄K | pn | 2
1,K +

啄K

32椰b·Ñvn椰2
0,K

分别估计. 对于 r1h(un,vn) 和 r2h(pn,vn) 中的项,利用引理 4. 2 得

摇 摇 乙
e
缀 鄣un

鄣ne
·[vn]d滓 臆 C缀1 / 2he | un | 2,Ke

缀1 / 2 | vn | 1,Ke
,

摇 摇 乙
e
pn[vn]·ned滓 臆 C缀 -1 / 2he | pn | 1,Ke

缀1 / 2 | vn | 1,Ke
,

摇 摇 乙
e
pn[vn]·ned滓 臆 C滓 -1 / 2

e h1 / 2
e | pn | 1,Ke

滓1 / 2
e 椰[vn]椰0,e .

对 vn 沂 Vh, 由上述关系,可得

摇 摇 dh(pn,vn) + r1h(un,vn) + r2h(pn,vn) 臆
摇 摇 摇 摇 {C (啄 h + h)(缀 | un | 2,h +| pn | 1,h }) | vn | 1,h (40)

和

摇 摇 dh(pn,vn) + r1h(un,vn) + r2h(pn,vn) 臆

摇 摇 摇 摇 {C 鄱
K沂Th

(缀h2
K | un | 2

2,K + 啄K | pn | 2
1,K) + 鄱

e沂Eh

姿 ehe | pn | 2
1,K }e

+

摇 摇 摇 摇 鄱
K沂Th

啄K

32椰b·Ñvn椰2
0,K + 1

16 缀 | vn | 2
1,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K + 1
16鄱e沂Eh

滓 e椰[vn]椰2
0,e . (41)

由 啄K 臆 C 和式(37)、(39)及(41),得

摇 摇 ah(zn,vn;zn-1) 臆 {C 鄱
K沂Th

(缀h2
K | un | 2

2,K + 啄K | pn | 2
1,K) + 鄱

e沂Eh

姿 ehe | pn | 2
1,Ke

+

摇 摇 摇 摇 驻t 鄣2u
鄣t2

2

L2( tn-1,tn;L2(赘
}

))

+ 1
16 ||| vn ||| 2 .

此即所求结论(34).
下面证明式(35). 方程(36)等价于

摇 摇 bh(vn,wn) = ah(zn,vn;zn-1) - 鄱
K沂Th

(Rn,vn + 啄Kb·Ñvn) K -

摇 摇 摇 摇 dh(pn,vn) - r1h(un,vn) - r2h(pn,vn) . (42)
由式(38)和(40),只需要证明项 ah(zn,vn;zn-1) 可用 ||| zn ||| 1 和 | vn | 1,h 估计. 按照 ah(·,·;·) 的

定义式(12),需逐项估计 ah(zn,vn;zn-1) 中的各项. 显然

摇 摇 椰啄Kb·Ñvn椰0,K 臆 啄K椰b椰0,肄 ,K | vn | 1,K 臆 C | vn | 1,K,
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所以

摇 摇 zn - zn-1
驻t ,vn + 啄Kb·Ñv( )n

K
臆 C

驻t max
0臆n臆N

椰zn椰0,赘(椰vn椰0,K +| vn | 1,K) . (43)

由 (b·Ñzn,vn) K 臆 C | zn | 1,K椰vn椰0,K 或者(b·Ñzn,vn) K 臆 椰b·Ñzn椰0,K椰vn椰0,K, 得

摇 摇 (b·Ñzn,vn + 啄Kb·Ñvn) K 臆 Cmin(缀 -1 / 2,啄K
-1 / 2)(缀1 / 2 | zn | 1,K +

摇 摇 摇 摇 啄1 / 2
K 椰b·Ñzn椰0,K)(椰vn椰0,K +| vn | 1,K) . (44)

显然,有
摇 摇 缀(Ñzn,Ñvn) K 臆 C缀1 / 2 ||| zn ||| 1 | vn | 1,h . (45)

由 ( Ihun - Un) | K 沂 P1(K) 2 和误差估计式(2),得
摇 摇 椰驻zn椰0,K 臆 椰驻(un - Ihun)椰0,K + 椰驻( Ihun - Un)椰0,K 臆 C | un | 2,K .

因此,有
摇 摇 ( - 缀驻zn,啄Kb·Ñvn) | K 臆 C缀啄K | un | 2,K | vn | 1,h 臆
摇 摇 摇 摇 C(啄K + h)缀 | un | 2,K | vn | 1,h . (46)

设

摇 摇 滋 h = max {
K

缀 + 啄K + min(缀 -1,啄 -1
K }) + max {

e
he(滓 e + 滓 -1

e }) ,

对上述不等式(43) ~ (46)关于单元求和,并利用离散 Friedrichs 不等式 椰vn椰0,赘 臆| vn | 1,h,
可知按照式(12) 方式定义的 ah(zn,vn;zn-1) 中最后两项之前的所有项有上界

摇 摇 C 1
驻t max

0臆n臆N
椰zn椰0,赘 + 滋1 / 2

h ||| zn ||| 1 + (啄 h + h)缀 | un | 2,( )h | vn | 1,h . (47)

由 [zn] = [un - Un] = - [Un] 以及引理 4. 2,得

摇 摇 乙
e
b·ne[zn {] v }n d滓 =- 乙

e
b·ne[Un {] v }n d滓 臆 Ch1 / 2

e 椰[Un]椰0,e | vn | 1,Ke

和

摇 摇 乙
e
滓 e[zn]·[vn]d滓 =- 乙

e
滓 e[Un]·[vn]d滓 臆 C滓 eh1 / 2

e 椰[Un]椰0,e | vn | 1,Ke
.

由离散 Friedrichs 不等式和上述两个不等式,可得:按照式(12)定义的 ah(zn,vn;zn-1) 中最后

两项有上界

摇 摇 C max {
e

he(滓 e + 滓 -1
e }) 1 / 2 ||| zn ||| 1 | vn | 1,h . (48)

综合等式(42),不等式(37)、(38)、(40)以及两个上界(47)和(48),得

摇 摇 bh(vn,wn) 臆 {C 驻t1 / 2 鄣2u
鄣t2 L2( tn-1,tn;L2(赘))

+ 1
驻t max

0臆n臆N
椰zn椰0,赘 +

摇 摇 摇 摇 (啄 h + h)(缀 | un | 2,h +| pn | 1,h) + 滋1 / 2
h ||| zn ||| }1 | vn | 1,h .

此即所求结论(35). 阴
定理 4. 1摇 设 (un,pn) 和(Un,Pn) 分别为连续问题(1) 和差分流线扩散非协调有限元格

式(9) ~ (11) 的解,u沂 L肄(0,T;H 2(赘) 2) 疑W1,肄(赘) 疑W 2,4(赘),鄣u / 鄣t沂 L2(0,T;H1(赘)),
鄣2u / 鄣t2 沂 L2(0,T;H1(赘)),p 沂 L肄(0,T;H1(赘)) . 在定理 3. 1 的条件下,有误差估计

摇 摇 max
0臆n臆N

椰zn椰2
0,赘 + 鄱

N

n =
{

1
鄱
K沂Th

7
4 缀 | zn | 2

1,K +
3啄K

4 椰b·Ñzn椰2
0,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

7
4 滓 e椰[zn]椰2

0, }e 驻t 臆 CEu, (49)

138陈摇 摇 豫摇 摇 眉摇 摇 摇 谢摇 摇 小摇 摇 平



摇 摇 max
0臆n臆N

驻t2椰pn - Pn椰2
0,赘 臆 CEp, (50)

其中,

摇 摇 Eu = 鄱
K沂Th

(姿 Kh2
K | un | 2

2,K + 啄K | pn | 2
1,K)驻t +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

(姿 e(1 + 滓2
e)h3

e | un | 2
2,Ke

+ 姿 ehe | pn | 2
1,Ke

)驻t +

摇 摇 摇 摇 h4 鄣u
鄣t

2

L2(0,T;H 2(赘)2)
+ (驻t) 2 鄣2u

鄣t2
2

L2( tn-1,tn;L2(赘))

,

摇 摇 Ep = (驻t) 3 鄣2u
鄣t2

2

L2( tn-1,tn;L2(赘))

+ (1 + 驻t 滋 h)Eu +

摇 摇 摇 摇 (啄 h + h) 2驻t2(缀 | u | 2,h +| pn | 1,h) 2 .
以及 啄K = CK(驻t) 2 . 假设 滓 e ~ h -1

e , 则下面两个关系成立:
蚵 如果 CK 逸 缀 / (驻t) 2, 则

摇 摇 Eu ~ (驻t) 2 + h2驻t + h4

驻t + h4, Ep ~ h2 + 驻t;

蛎 如果 0 < CK 臆 {min 缀 / (驻t) 2,1 / }8 , 则

摇 摇 Eu ~ 缀h2驻t + h4驻t
缀 + 缀3驻t

h + h2驻t + (驻t) 2,

摇 摇 Ep ~ (驻t) 3 + h2(驻t) 2 + h4驻t
缀 + 缀3驻t + 缀2(驻t) 2

h + h2驻t + (驻t) 2 .

证明摇 蚵和蛎显然成立,故只需证明式(49)和(50). 由三角不等式、引理 4. 1 和引理 4. 3,
得

摇 摇 ah(孜 n,孜 n;孜 n-1) 臆 {C 鄱
K沂Th

(姿 Kh2
K | un | 2

2,K + 啄K | pn | 2
1,K) +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

(姿 e(1 + 滓2
e)h3

e | un | 2
2,Ke

+ 姿 ehe | pn | 2
1,Ke

) +

摇 摇 摇 摇 h4

驻t
鄣u
鄣t

2

L2(0,T;H 2(赘)2)
+ 驻t 鄣2u

鄣t2
2

L2( tn-1,tn;L2(赘
}

))

+ 1
8 ||| 孜 n ||| 2 .

当 驻t 适当小以及 CK 满足 0 < CK驻t 臆1 / 8, 由式(21)得

摇 摇 ah(孜 n,孜 n;孜 n-1) 逸 1
2驻t (1 - 2CK驻t)椰孜 n椰2

0,赘 - (1 + 2CK驻t)椰孜 n-1椰2
0,

[ ]
赘 +

摇 摇 摇 摇 摇 鄱
K沂T

{
h

缀 | 孜 n | 2
1,K +

啄K

2 椰b·Ñ孜 n椰2
0, }K + 鄱

e沂Eh

滓 e椰[孜 n]椰2
0,e .

类似于式(16)的推导过程,有

摇 摇 椰孜 n椰2
0,赘 + 鄱

N

n =
{

1
鄱
K沂Th

7
4 缀 | 孜 n | 2

1,K +
3啄K

4 椰b·Ñ孜 n椰2
0,

æ
è
ç

ö
ø
÷

K +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

7
4 滓 e椰[孜 n]椰2

0, }e 驻t 臆

摇 摇 摇 摇 {C 鄱
K沂Th

(姿 Kh2
K | un | 2

2,K + 啄K | pn | 2
1,K)驻t +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂Eh

(姿 e(1 + 滓2
e)h3

e | un | 2
2,Ke

+ 姿 ehe | pn | 2
1,Ke

)驻t +
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摇 摇 摇 摇 h4 鄣u
鄣t

2

L2(0,T;H 2(赘)2)
+ (驻t) 2 鄣2u

鄣t2
2

L2( tn-1,tn;L2(赘
}

))

.

由上述不等式和三角不等式,即得式(49).
空间 Vh 和 Qh 满足 Babu觢ka鄄Brezzei 条件,因此存在独立于 h 的常数 籽(籽 > 0), 满足

摇 摇 籽椰Jhpn - Pn椰0,赘 臆 sup
vn沂Vh \{ }0

bh(vn,Jhpn - Pn)
| vn | 1,h

.

易知

摇 摇 bh(vn,pn - Jhpn) = 鄱
K沂Th

(Ñ·vn,pn - Jhpn) K 臆 2鄱
K沂Th

椰pn - Jhpn椰0,K | vn | 1,K .

因此,有

摇 摇 籽椰pn - Pn椰0,赘 臆 (籽 + 2 )椰pn - Jhpn椰0,赘 + sup
vn沂Vh \{ }0

bh(vn,pn - Pn)
| vn | 1,h

. (51)

由式(35)得

摇 摇 b2
h(vn,pn - Pn) 臆 {C 驻t 鄣2u

鄣t2
2

L2( tn-1,tn;L2(赘))2
+ 1

驻t2
max
0臆n臆N

椰zn椰2
0,赘 +

摇 摇 摇 摇 (啄 h + h) 2(缀 | u | 2,h +| pn | 1,h) 2 + 滋 h ||| zn ||| }2
1 | vn | 2

1,h .

利用上述两个不等式和式(49),得

摇 摇 max
0臆n臆N

驻t2椰pn - Pn椰2
0,赘 臆 {C (驻t) 3 鄣2u

鄣t2
2

L2( tn-1,tn;L2(赘))

+

摇 摇 摇 摇 Eu + (啄 h + h) 2驻t2(缀 | u | 2,h +| pn | 1,h) 2 + 驻t 滋 hE }u . (52)

此即所求结论式(50). 阴

5摇 结摇 摇 论

本文结论易推广到满足 Babu觢ka鄄Brezzei 条件的高阶有限元.
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Streamline Diffusion Nonconforming Finite Element
Method for the Time鄄Dependent Linearized

Navier鄄Stokes Equations

CHEN Yu鄄mei1,2,摇 XIE Xiao鄄ping1

(1. School of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, P. R. China;
2. College of Mathematics and Information, China West Normal University,

Nanchong, Sichuan 637002, P. R. China)

Abstract: A finite difference streamline diffusion nonconforming finite element approximation
was proposed for solving the time鄄dependent linearized Navier鄄Stokes equations. Streamline dif鄄
fusion finite element method was used to discretize the space variables in order to cope with
the usual instabilities caused by the convection term and finite difference discretization was
used in the time domain. Nonconforming finite element approximations were used for the ve鄄
locity and pressure fields: the velocity is approximated by discontinuous piecewise linear and
the pressure by piecewise constant. Stability and optimal error estimates for the discrete solu鄄
tions are obtained.

Key words: streamline diffusion method; nonconforming; time鄄dependent linearized Navier鄄
Stokes; error estimate
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